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1736 年 ， 欧 拉 (Euler) 在 他 的 一 篇 论文 中 讨论 了 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 , 由 此 诞生 
了 一 个 全 新 的 数学 分 支 一 一 图 论 (Graph Theory). 经 过 200 多 年 的 发 展 , 图 论 已 
发 展 成 为 一 个 理论 与 应 用 兼 有 的 研究 领域 . 除 经 典 图 论 之 外 , 图 论 与 代数 (如 矩阵 
论 和 群 论 等 ) 的 结合 形成 了 代数 图 论 , 与 拓扑 的 结合 形成 了 拓扑 图 论 , 与 概率 的 结合 
形成 了 随机 图 论 , 与 谱 几 何 的 结合 形成 了 谱 图 理论 , 等 等 . 此 外 , 它 在 有 机 化 学 上 的 
应 用 形成 了 化 学 图 论 , 同时 它 在 计算 机 和 模式 识别 等 领域 也 有 很 高 的 应 用 价值 . 

本 书 是 一 本 优秀 的 图 论 教材 , 由 美国 西 密歇根 大 学 教授 Gary Chartrand 和 Ping 
Zhang 合 著 . Chartrand 教授 为 国际 著名 的 图 论 专家 , 他 在 图 论 领域 发 表 了 数 基 众 
多 的 优秀 论文 , 总 数 排名 世界 第 4 位 , 合作 者 包括 Erdős 和 Frank Harary aX 
学 家 . 

本 书生 动 有 趣 地 介绍 了 图 论 的 常见 专题 , 同时 也 包含 一 些 待 进一步 研究 或 未 解 
决 的 问题 , 用 于 激发 学 生 兴 趣 , 培养 创新 能 力 . 本 书 可 作为 本 科 生 一 学 期 课程 教材 ， 
也 可 供 图 论 爱 好 者 自学 使 用 . 本 书 内 容 全 面 , 证 明 与 应 用 实例 并 举 , 还 给 出 了 证 明 方 
法 , 书 的 最 后 提供 了 奇数 号 习题 的 解答 或 提示 . 

本 书 由 范 益 政 、 汪 狼 、 奢 世 才 和 朱 明 翻译 , 全 书 最 后 由 范 益 政 统 稿 . 限于 译 者 
KF, 译文 中 难免 存在 蕊 漏 和 错误 , 望 广大 读者 批评 指正 . 

感谢 人 民 邮 电 出 版 社 北京 图 灵 文 化 发 展 有 限 公 司 为 我 们 提供 机 会 , 把 这 本 优 
秀 教材 推荐 给 国内 广大 读者 , 促进 中 国 图 论 的 发 展 ， 最 后 感谢 国家 自然 科学 基金 
(10601001) 的 资助 . 
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2007 年 1 月 


遵 以 此 书 献 给 那些 以 不 同方 式 为 推动 图 论 发 展 做 出 访 出 贡献 的 众多 数学 家 们 
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从 Königsberg 到 König 的 书 ， 
图 论 的 传说 正 是 如 此 ， 
而 且 越 来 越 精彩 ……… 
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ERIE RIS YE 当 我 们 自 ote 数学 时 ， RUA RTS ENSA 
se (BẸ 
,定理 ” 经 成 为 我 们 沁 汇 的 一 部 分 ) ERTE 而 正 是 人 们 发 现 了 这 些 事实 
的 确 , 这 些 人 的 名 字 也 成 为 我 们 学 习 内 容 的 一 部 分 . 

数学 已 经 存在 了 几 千 年 . 在 远古 时 代 , 一些 特定 的 文化 形成 了 它们 独特 的 数学 . 
这 当然 包括 埃及 、 巴 比 伦 、 aR. PE, EU BRA AS. 在 近代 , 这 些 都 融合 为 统一 的 
国际 数学 . 数学 已 经 变 得 更 加 系统 化 , 且 已 经 被 划分 为 有 更 加 明确 定义 的 奇 干 领域 
(尽管 它们 之 间 存 在 一 些 重 要 的 交叉 ) 有 了 这 些 变化 , 关于 一 个 数学 命题 正确 性 的 
MVR (或 证 明 ) 也 就 变 得 更 加 结构 化 且 更 加 易于 表达 . 

本 书 的 宗旨 是 向 本 科 生 (或 者 某 些 高 中 生 ) 介绍 数学 的 一 个 领域 ~ 一 图 论 , E 
诞生 于 18 世纪 上 半 叶 . 到 19 世纪 下 半 叶 这 个 领域 才 发 展 为 数学 的 一 个 系统 的 分 
支 . 而 直到 20 世纪 上 半 叶 , 这 门 学 科 才 有 自己 的 著作 出 现 . 然而 自 20 世纪 下 半 叶 开 
始 , 这 门 学 科 发 展 迅猛 . 

我 们 的 意图 是 向 读者 介绍 这 门 学 科 的 若干 主要 专题 , 以 及 那些 为 发 展 和 塑造 该 
领域 做 出 贡献 的 人 . 一 开始 , 大 多 数 人 都 和 你 一 样 , 喜欢 数学 并 带 着 强烈 的 好 奇 心 . 
正如 其 他 事物 (尽管 不 常 提 起 ) 一 样 , 数学 也 有 其 自身 非 严 格 的 一 面 ; 我 们 也 介绍 其 
中 的 若干 事件 . 即使 是 最 聪明 的 数学 家 , 他 也 不 可 能 洞悉 一 切 , 我 们 给 出 一 些 没 有 
研究 透彻 的 专题 , 它 的 答案 甚至 这 些 问题 也 还 是 未 知 的 . 这 将 为 你 提供 一 些 机 会 , 进 
行 一 些 创 造 性 思考 . 事实 上 , 也 许 下 一 个 对 此 学 科 有 重大 影 啊 的 人 就 是 你 . 

促使 图 论 变 得 有 趣 的 原因 之 一 , 是 可 以 用 图 为 特定 问题 建 模 . 这 些 问题 在 图 的 
帮助 下 得 以 展开 研究 (或 可 能 被 解决 )， 正 由 于 这 一 点 , 图 模型 在 全 书 经 党 出 现 . 当 
然 , 图 论 是 数学 的 一 个 领域 , 因而 必然 涉及 数学 理论 的 研究 一 一 一 些 概念 以 及 它们 
之 间 的 联系 . 我 们 之 所 以 选择 本 书 所 含 的 专题 和 结论 , 是 因为 它们 或 者 非常 有 趣 , 或 
者 非常 重要 , 或 者 是 这 门 学 科 的 代表 . 

如 前 所 述 , 这 本 书 是 为 本 科 生 写 的 . 正 因为 这 一 点 , 我 们 一 般 在 合适 的 地 方 都 给 
出 了 定理 的 证 明 , 证 明 的 方法 带 有 启发 性 , 且 证 明 也 不 是 太 长 . 我 们 总 希望 本 书 的 
内 容 不 仅 对 学 数学 的 学 生 , 也 对 其 他 图 论 爱 好 者 都 是 有 益 的 、 有 趣 的 . 这 本 书 同样 
BATA. 

本 书包 含 3 个 附录 . 在 附录 1 中 , 我 们 回顾 一 些 重要 的 有 关 和 集合 和 逻辑 的 捉 实 ; 
附录 2 主要 讨论 等 价 关 系 和 映射 ; 附录 3 介绍 了 一 些 证 明 的 方法 . 考虑 到 本 科 生 仍 
然 处 于 掌握 证 明 的 学 习 过 程 中 , 我 们 在 每 个 证 明 的 开始 之 处 都 指出 证 明 的 方法 . 我 
们 知道 , 如 果 一 个 学 习 者 在 试图 型 清楚 一 个 证 明 时 , 这 个 证 明 读 起 来 并 不 舒服 且 需 
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要 很 多 的 预备 知识 , BBA BE. 因此 , 我 们 尽 最 大 努力 给 出 清晰 的 、 表 述 流畅 
的 证 明 . 

我 们 感到 , 如 果 能 够 熟悉 古往今来 为 图 论 做 出 贡献 的 人 , 对 图 论 的 喜爱 也 能 得 
以 加 强 , 这 一 点 对 于 数学 的 其 他 领域 , 事实 上 对 于 任 一 个 学 术 领 域 都 是 类 似 的 . 因 
此 , 本 书 也 包含 一 些 我 们 认为 有 趣 的 有 关 “ 图 论 人 ”的 评注 . 我 们 相信 这 些 人 也 是 图 
论 故 事 的 一 部 分 , 我 们 在 正文 中 讨论 他 们 , 而 不 是 仅 作 为 脚注 . 我 们 经 常 忽略 数学 
是 一 个 活 的 学 科 . 图 论 是 由 人 创造 的 , 是 一 门 正 在 进化 发 展 的 学 科 . 

本 书 也 把 若干 节 设置 为 “延伸 阅读 "”. 者 该 书 作为 教材 使 用 , 则 这 些 部 分 可 以 省 
上 略 , 并 无 负面 影响 . 有 时 , 一 个 延伸 阅读 就 是 图 论 的 一 个 研究 领域 , 我 们 认为 它 非常 
有 趣 , 但 可 能 授课 的 老师 不 去 讲 它 , 或 者 是 因为 没有 时 间 , 或 者 这 不 是 他 的 擅长 . 有 
的 时 候 , 延伸 阅读 可 以 提供 一 些 图 论 杂 疗 , 涉及 的 数学 内 容 很 少 , 仅仅 是 因为 我 们 认 
K EIEH AR. 

本 书 还 有 一 些 节 设置 为 “专题 探索 ”. 这 些 节 包 含 了 一 些 专题 , 学 生 可 以 去 尝试 ， 
可 以 去 发 挥 想象 . 这 就 为 学 生 提 供 一 个 发 现 问题 的 机 会 . 总 之 , 我 们 相信 这 会 为 菜 
些 学 生 带 来 学 习 的 乐趣 

就 本 书 作 为 课程 教材 而 言 , 我 们 认为 前 3 章 可 作为 介绍 性 的 内 容 . 这 部 分 内 容 可 
以 讲 得 快 一 点 . 学 生 应 该 可 以 目 己 读 慌 它 们 . 授课 老师 也 可 以 不 讲 连 通 性 和 Menger 
定理 . 8.3 节 、9.2 节 、10.3 节 和 11.2 节 可 以 略 去 , 第 12 章 和 第 13 章 可 根据 老师 个 

在 本 书 的 结尾 , 我 们 提供 了 奇数 号 习题 的 解答 或 提示 、 参 考 文献 、 人 名 索引 、 
数学 术语 索引 以 及 符 导 列表 . 

撰写 这 本 书 的 想法 源 于 我 们 与 McGraw-Hill 出 版 公司 执行 编辑 Robert Ross 的 
交流 与 讨论 ， 我们 对 他 的 鼓励 表示 感谢 我 们 也 问 McGraw-Hill 出 版 公司 的 其 他 
员工 的 帮助 表示 感谢 , 包括 Daniel Seibert (编辑 助理 ), Vicki Krug (高 级 策划 编辑 ). 
此 外 , 我 们 对 下 面 的 审 稿 人 致 以 最 高 的 敬意 , 他 们 是 : Jay Bagga ( 鲍 尔 州立 大 学 ); 
Richard Borie( 阿 拉巴 马 大 学 )、Anthony Evans( ip AM3 KZ), Mark Ginn ( 阿 巴 拉 
契 亚 州立 大 学 )、Mark Goldberg( 伦 斯 勒 工 业 学 院 )、Arthur Hobbs( 得 克 院 斯 农工 大 
学 )、Garth Isaak( 利 哈 伊 大 学 )、Daphne Liu( 加 州 州立 大 学 洛杉矶 分 校 )、Alan Mills 
(田纳西 技术 大 学 )、Dan Pritikin (迈阿密 大 学 )、John Reay( 西 华盛顿 大 学 ) 和 Yue 
Zhao( 中 佛罗里达 大 学 ). 


Gary Chartrand 
Ping Zhang 
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第 1 章 5| 
1.1 ”图 与 图 模型 


一 家 大 型 的 出 版 公司 在 科学 、 技 术 和 计算 领域 内 有 10 名 编辑 (分 别 用 1,2,…， 
10 来 标记 ). 这 10 位 编辑 在 每 个 月 的 第 一 个 星期 五 都 有 一 个 固定 的 会 议 时 间 . 他 们 
把 自己 分 成 7 个 委员 会 , 会 后 再 碰头 讨论 关系 公司 利益 的 一 些 具体 问题 , 分 别 是 : 
BU TE HERTHA, KRIER, 还 有 财务 问题 、 二 手书 和 新 版 书 、 竞 争 品 
种 、 院 校 代 表 等 . 这 就 有 了 本 书 的 第 一 个 例子 . 

例 1.1 这 10 名 编辑 分 成 7 个 委员 会 : cl = {1,2,3}, co = {1,3,4,5}, cs = 
{2,5,6,7}, c4 = {4,7,8,9}, cs = {2,6,7}, ce = {8,9, 10}, cr = {1,3,9,10}. 当 这 10 
名 编辑 在 星期 五 都 出 席 的 情形 下 , 为 了 使 这 7 个 委员 会 都 能 够 成 功 举行 会 议 , 他 们 
留 出 3 个 时 间 段 . 由 于 有 些 编辑 参与 了 两 个 委员 会 , 所 以 这 些 委员 会 是 不 能 同时 开 
会 的 . 这 种 情况 可 以 用 图 1.1 所 示 的 图 形象 地 建立 模型 


C1 


ti 


C5 C4 


图 1.1 “一 个 图 


在 这 个 图 中 , 用 了 个 小 圆圈 分 别 代 表 7 个 委员 会 ; 如 果 两 个 小 贺 图 所 代表 的 委 
员 会 至 少 有 一 个 共同 的 成 员 , 那么 在 它们 之 间 连 一 条 直线 段 . 换 句 话说 , 两 个 小 圆圈 
(委员 会 ) 间 的 直线 段 告 诉 我 们 , 这 两 个 委员 会 不 能 同时 安排 开会 . 这 就 给 出 了 一 个 
图 或 “模型 ”, 它 有 反映 了 这 些 委员 会 以 及 其 成 员 之 间 的 重生 属性 . > 


我 们 在 图 1.1 中 所 画 的 就 称 为 一 个 图 . 正式 地 说 , 图 (graph)G 是 由 有 限 非 空 
REV 及 其 二 元 子 集 马 构成 , 其 中 VV 中 元 素 称 为 顶点 (vertex), E 中 元 素 称 为 边 
(edge); RS V 和 五 分 别称 为 G 的 顶点 集 (vertex set) 和 边 集 (edge set). Al 
此 , 图 G 是 由 了 和 瑟 构 成 的 二 元 组 [实际 上 是 一 个 有 序 (ordered) 的 二 元 组 ], 记 为 
G = (V, E). 有 时 把 站 和 五 写成 Y(G) 和 五 (G) 以 强调 这 些 顶点 集 和 边 集 是 属于 特 
ER GH. 虽然 G 是 图 的 一 般 记 号 , 但 也 可 以 用 F, H, G’, G”, Gi, Ge 等 记号 . M 
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点 也 可 以 称 为 点 (point) 或 结 点 (node); 边 也 可 以 称 为 线 (line). 事实 上 , 有 些 人 
把 我 们 所 描述 的 图 称 为 简单 图 (simple graph). “4 V(G) = V(A), E(G) = E(H) 
时 , 则 称 图 G 和 图 H 是 相同 的 (equal), wX G =H. 

通常 , 用 平面 上 的 图 表 来 表示 图 (就 如 我 们 在 图 1.1 中 所 做 的 那样 ). 图 表 中 的 点 
(实际 上 是 小 圆圈 一 一 中 空 的 或 者 实心 的 ) 就 代表 了 图 的 顶点 ; 如 果 图 上 的 某 两 顶 
点 之 间 存 在 边 , 则 在 图 表 上 与 其 对 应 的 两 点 之 间 连 接 直 线段 或 者 曲线 段 . 图 表 自 号 
也 可 以 看 成 是 一 个 图 . 对 于 图 1.1 中 的 图 G, 其 顶点 集 就 是 V(G) = {e1,c2,---, e7}, 
图 G 边 集 是 


E(G) 一 {{c1, co}, {C1, c3}, {C1, C5}, {C1, C7}, {c2; C3}, {C2, C4}, {C2, C7}, 


{C3, ca}, {c3, cs}, { C4, cs}, {Ca, ce}, {C4, C7}, {c6， c7}}. 


我 们 再 来 考虑 另外 一 种 情形 . 你 见 过 这 样 的 一 个 整数 序列 吗 ? 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 59, --- 
序列 中 的 每 个 整数 都 是 它 前 面 最 近 的 两 个 整数 之 和 (除了 最 前 面 的 两 个 整数 )， 这 
些 整数 在 数学 中 是 非常 著名 的 , 称 为 Fibonacci 数 . 事实 上 , 这 些 整数 出 现 得 相当 频 
K, 甚至 有 本 期 刊 (The Fibonacci Quarterly, 一 年 出 版 5 期 ! ) 专门 来 研究 它们 的 性 
质 . 我 们 的 第 二 个 例子 就 是 关于 这 些 整 数 的. 

例 1.2 考虑 由 6 TEH Fibonacci 数 构 成 的 集合 9 = {2,3,5,8,13,21}. S 
含有 这 样 一 些 不 同 整数 对 , 它们 的 和 或 差 ( 取 绝 对 值 ) 还 是 属于 S, BY, {2,3}, {2,5}, 
{3,5}, {3,8}, {5,8}, {5, 13}, {8, 13}, {8,21}, {13,21}. 通过 图 1.2 中 的 图 A, 就 有 了 
一 个 更 加 形象 化 的 方法 来 找 出 这 几 对 整数 . 在 此 情形 下 , V(H) = {2,3, 5, 8, 13, 21}, 


E(H) = {{2, 3}, {2,5}, {3, 5}, {3, 8}, {5,8}, {5, 13}, {8, 13}, {8, 21}, {13,21}}. © 


图 1.2 ” 另 - 一 个 图 


在 处 理 图 的 时 候 , 通常 把 2 元 集 {u,v} 简写 成 uv (或 者 vu). WR uv 是 图 GG 的 
边 , 那么 就 称 u Al v 在 G 中 是 邻接 的 (adjacent). G 中 的 顶点 数 和 边 数 分 别称 为 该 
图 的 阶 (order) 和 边 数 (size). 由 于 图 的 顶点 集 是 非 空 的 , 所 以 一 个 图 的 阶 至 少 古 
1. 只 有 一 个 顶点 的 图 称 为 平凡 图 (trivial graph), 这 意味 着 非 平 凡 图 (nontrivial 
graph) 的 阶 至 少 是 2. 图 1.1 中 图 G 的 阶 是 7, 边 数 是 13; 图 1.2 中 图 的 阶 是 6， 
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边 数 是 9. 一 般 用 ”和 m 来 分 别 表示 图 的 阶 和 边 数 . 因此 , 对 于 图 1.1 中 的 图 G 来 
it, n =7, m = 13; 而 对 于 图 1.2 中 的 图 H, n=—6,m =9. 

如 图 1.3(a) 所 示 的 图 G,V(G) = {u, v, w, x,y}, E(G) = {uv, uw, vw, vz, we, cy}. 
有 些 情况 下 , 我 们 只 对 图 的 结构 感 兴趣 , 而 不 在 意 顶 点 的 命名 . 因此 , 在 画图 时 就 可 
以 不 给 顶点 标号 . 图 1.3(a) 中 的 图 G 称 为 标号 图 (labeled graph), 而 图 1.3(b) 中 
的 图 称 为 非 标号 图 (unlabeled graph). 


> > 
(a) (b) 
图 1.3 标号 图 与 非 标号 图 


现在 我 们 讨论 另 一 个 情形 . 
例 1.3 假设 我 们 有 两 枚 硬币 , 一 金 一 银 . 把 它们 放 到 一 个 2 x 2 跳棋 盘 的 两 个 
方 格 内 . 这 样 就 有 12 种 构 形 , 如 图 1.4 所 示 , 深 色 硬币 代表 是 金币 . 


图 1.4 12 种 构 形 


一 种 构 形 可 以 按照 一 定 的 规则 变换 为 另 一 种 构 形 . 特别 地 , 如 果 构 形 cj 可 以 由 
构 形 ci 按照 下 面 两 个 步骤 之 一 恰好 获得 , 那么 就 称 c 可 以 变换 为 cj (1 < i,j < 
12,24 9): 

(1) 把 c 中 的 一 枚 硬币 水 平地 或 者 竖 直 地 移 到 一 个 空格 子 内 ; 

(2) 交换 ci 中 两 枚 硬币 的 位 置 . 

显然 ， AT Ci 可 以 变换 为 Cj, 则 Cy 也 可 以 变换 为 Ci. 例如 ， 如 图 1.5 所 示 ， C2 可 以 
变换 为 : (i) cl (HBS co 的 一 枚 银币 ); (ii) ca (向 右 移动 co 的 一 枚 金币 ); (iii) cs 

BUTE bel 1.4 中 的 12 种 构 形 . 构 形 中 有 些 对 ci, cj (1 < i,j < 12,145) 能够 


4 £1 5] F 
~ 
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图 1.5 FIG co 的 变换 


相互 变换 , 而 有 些 对 却 不 可 以 . 这 种 情形 也 可 以 用 图 来 描述 , 例如 用 图 F 描述 , 其 中 
V(P) 一 {c1,¢€2,:°*, C12}; CC te F 中 的 边 ， oy Fe ci 各 Cj 可 以 相互 变换 的 话 . (这 个 


图 如 图 1.6 Bra.) 4 
C12 
C11 C1 
C10 C2 
F C9 C3 
C8 C4 
C7 C5 
C6 


图 1.6 12 种 构 形 的 变换 图 模型 


我 们 再 来 看 一 个 例子 . 
例 1.4 我 们 收集 了 一 些 3 字母 的 英文 单词 ( 即 由 3 个 字母 构成 的 英文 单词 ): 
ACT, AIM, ARC, ARM, ART, CAR, CAT, OAR, OAT, RAT, TAR. 
如 果 单 词 We 能 够 由 单词 Wi a PRT RoR, 那么 就 称 W 可 以 
变换 为 Wo: 

(1) 交换 Wi 中 两 个 字母 ; 

(2) 用 另外 -个 字母 来 替代 Wi 中 的 一 个 字母 . 

易 见 , 如 果 Wi 可 以 变换 为 Wo, 那么 We 也 可 以 变换 为 Wi. 这 种 情形 可 以 建 
立 图 模型 G. G 中 的 顶点 就 是 所 给 的 单词 ; 如 果 两 个 单词 可 以 相互 变换 , 那么 它们 
所 对 应 的 G 中 顶点 就 是 邻接 的 . 这 样 的 图 称 为 词 集 的 单词 图 (the word graph of 
a set of words). 对 于 上 面 的 11 个 单词 , 它 的 单词 图 就 是 图 1.7 所 示 的 图 G. 

如 果 图 G 是 某 个 3 字母 单词 集 5 的 单词 图 , 那么 称 G 为 单词 图 (word graph). 
例如 , 在 图 1.8(a) 中 , ( 非 标号 ) 图 G 就 是 一 个 单词 图 , 注意 到 它 是 词组 3 = {BAT,， 
BIT, BUT, BAD, BAR, CAT, HAT} 的 单词 图 , 如 图 1.8(b) 所 示 . (这 个 想法 涉及 “ 辐 构 图 ” 
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G 
图 1.7 关于 11 个 单词 的 单词 图 
的 概念 , 该 概念 将 在 第 3 章 作 详细 讨论 .) 0 
BIT BUT 
: BAT 
G BAD CAT 
BAR HAT 
(a) (b) 


图 1.8 单词 图 

我 们 以 最 后 一 个 例子 来 结束 本 节 . | 
Gi 1.5 图 1.9 所 画 的 是 两 个 繁忙 街道 交叉 口 的 交通 车 道 . 当 一 个 车 辆 到 达 这 
个 路 口 时 , 它 会 在 9 个 车 道 的 一 个 车 道上 出 现 , 这 9 个 车 道 分 别 记 为 : 11, L2, ---, 





LQ. 
L9 L8 
i 
| 
| 
| 
| AE 
| | L7 
Li L6 
a las 
L2 


图 1.9 ”街道 交叉 路 口 的 交通 车 道 


在 这 个 路 口 处 有 一 个 交通 灯 , 它 告 知 不 同 车 道上 的 司机 何 时 可 以 通过 这 个 路 口 ， 
这 是 为 了 确保 某 些 处 于 不 同 车 道上 的 车 辆 不 会 在 问 一 时 间 进 入 路 口 , 比如 LI1 A L7. 
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然而 Ll Al L5 上 的 车 辆 同时 穿 过 路 口 是 没 有 问题 的 . 这 种 情形 可 以 用 图 1.10 中 的 
图 G 表示 , 其 中 V(G) = {L1, L2,---, LO}. 当 两 个 车 道上 的 车 辆 不 能 回 时 进入 路 口 
时 (否则 可 能 引发 交通 事故 ), 则 在 这 两 个 顶点 (对 应 于 上 述 车 道 ) 之 间 连 接 一 条 边 . 

Q 





L6 L5 


图 1.10 i) 1.5 中 的 图 G 


前 面 所 看 到 的 就 是 如 何 把 5 种 不 同情 形 用 图 来 表示 . 实际 上 , 每 个 例子 部 涉及 
一 个 集合 : (1) 委员 会 集合 ; (2) 整数 集合 ; (3) 2 x 2 跳棋 盘 上 两 枚 硬币 的 构 形 集合 ; 
(4) 3 字母 单词 集合 ; (5) 路 口 的 交通 车 道 集 合 . 在 每 个 集合 内 , BPR ML 
某 种 方式 相关 联 : (1) 两 个 委员 会 有 一 个 共同 的 成 员 ; (2) 集合 内 两 个 整数 的 和 或 差 
( 取 绝 对 值 ) 属于 这 个 集合 ; (3) 两 种 构 形 可 以 通过 某 种 规则 相互 变换 ; (4) 两 个 3 F 
母 单词 通过 字母 的 某 种 移动 相互 变换 ;，(5) 某 几 对 车 道上 的 车 辆 不 能 在 同一 时 间 内 
进入 路 口 . 在 每 个 例子 中 , 都 会 定义 一 个 图 G, 它 的 顶点 就 是 集合 中 的 元 率 . 当 G 的 
两 个 顶点 满足 上 述 条 件 时 , 它们 就 是 邻接 的 . 图 G 对 所 给 的 情形 建立 了 模型 . 对 于 
涉及 上 述 情 形 的 相关 问题 , 常常 通过 研究 其 图 模型 来 分 析 它 们 . 
习题 
1.1 在 例 1.1 中 , 可 以 提出 什么 逻辑 问题 ? 回答 这 个 问题 . 

12 WRP 1.1, 自己 用 9 名 编辑 和 8 个 委员 会 构造 一 个 例子 , 并 面 出 相应 的 图 . 
1.3 i S= {2,3,4,7,11,13}, 画 出 一 个 图 G, 其 顶点 集 是 S, 而 且 对 于 ?JEe5, 当 ?+7ES 

RA li — jl eS, W ije EG). 

14 # S = {-6,—3,0,3,6}, 画 出 一 个 图 G, 其 顶点 集 是 S, MAM iy eS,4it+tgeS 

或 者 li — jle s, Mig € E(G). 

1.5 “自己 构造 一 个 整数 集合 5S, 画 出 一 个 图 G, 其 顶点 集 是 S, mH i 和 j 满足 一 定 条 件 

时 , 则 ij € E(G). | 
1.6 ”考虑 图 1.4 中 的 12 种 构 形 c1,c2,…,ci2， 对 于 每 两 个 构 形 ci; Ale (1 < 11,7 < 12, 

i 关门, 首先 水 平 或 竖 直 地 移动 其 中 一 枚 硬币 , 然后 交换 两 枚 硬币 的 位 置 , 这 样 cj 就 有 
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可 能 从 Ci AR AR. 用 一 个 图 E 来 建立 此 模型 ， 要 求 V(F) = {C1, C2,- n ,cizh}, it A Ci 
和 cz 能 够 通过 上 面 两 步 相互 变换 时 , 则 cacy; 就 是 下 的 一 条 边 . 
1.7 AR| 1.4, 
(a) 给 出 10 个 3 字母 单词 , 要 求 所 有 单词 都 没有 在 例 1.4 中 出 现 过 , 相应 的 单词 图 至 
少 要 有 6 条 边 . 画 出 这 个 图 . 
(b) 给 出 由 5 个 3 字母 单词 构成 的 词 集 ， 要 求 对 应 的 单词 图 是 图 1.11 中 所 示 的 ( 且 顶 
点 经 过 适当 标号 的 ) 图 


OO 0 — 0-9 


图 1.11 习题 1.7(b) 中 的 图 


给 出 由 5 个 3 字母 单词 构成 的 词 集 , 要 求 对 应 的 单词 图 是 图 1.12 中 所 示 的 ( 且 顶 
点 经 过 适当 标号 的 ) 图 . 


一、 
e 
anamer” 


图 1.12 “习题 1.7(c) 中 的 图 


18 设 5 为 由 3 字母 和 (或)4 字母 单词 构成 的 有 限 调集 .3 的 单词 图 G(S) 的 顶点 集 为 9， 

而 且 两 个 顶点 (EW) wi 和 we B, 如 果 下 面 的 (1) 或 (2) RE: 

(1) 酌 个 单词 其 中 之 一 可 以 通过 替换 另 - 一 个 单词 中 的 一 个 字母 得 到 ; 

(2) wi 是 一 个 3 字母 单词 , wo 是 一 个 4 字母 单词 . w2 可 以 通过 在 w 中 插入 一 个 字 
BE (任何 地 方 , 包括 开头 和 结尾 ) 得 到 . 
(a) 找 出 关于 3 字母 和 (或 )4 字母 的 6 个 词 集 51, 52,…, Se, 使 得 对 每 个 整数 i 

(1 < i< 6), 图 1.13 中 的 图 Gi 都 是 Si 的 单词 图 ; 

(b) 任意 给 出 一 个 图 A, 判断 H 是 否 为 某 个 词 集 的 单词 图 . 


也 | NI X 
Cy ° 
Go G3 G4 G's G6 


图 1.13 JH 1.8(a) 的 图 
1.9 给 出 :个 单词 图 , 要 求 其 定义 方式 不 同 于 例 1.4 和 习题 1.8 中 单词 图 的 定义 , 并 说 明 你 
的 定义 . 
1.10 ”图 1.14 用 图 形 绘制 了 一 个 路 口 处 的 交通 车 道 . 当 一 辆 车 到 达 这 个 路 口 时 , 它 会 在 L1, 
L2,---, L7 这 7 个 车 道中 的 一 个 车 道上 出 现 . 对 于 此 情形 ， 建立 一 个 图 模型 G, 当 两 
个 本 道上 的 和 车辆 不 能 同时 进入 路 口 时 , 则 在 这 两 个 车 道 对 应 的 顶点 间 连 一 条 边 . 
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图 1.14 J 1.10 中 路 口 的 交通 车 志 
1.2 连 Ñ 


为 了 分 析 一 些 可 以 用 图 来 建 模 的 情形 , 我 们 必须 对 图 有 一 个 更 好 的 理解 .正如 
在 数学 的 所 有 领域 都 有 一 定数 量 的 术语 一 样 , 为 了 讨论 图 和 图 的 性 质 我 们 必须 要 壹 
悉 图 的 术语 . 学 会 这 些 基本 术语 是 我 们 当前 的 主要 任务 . 首先 来 回顾 一 些 概念 并 介 
绍 一 些 其 他 概念 . 一 个 图 (graph) G 由 两 部 分 构成 有 限 的 非 空 顶 上 (vertex) 集 
合 V 和 由 VV 的 二 元 子 集 ( 称 作 边 (edge)) 构成 的 集合 E. Ge = w 是 G 的 边 ， 
则 称 u A v 是 邻接 的 顶点 (adjacent vertex), 也 可 以 称 u Al v 通过 边 。 连接 
(joined), Ti u M v 互 称 为 邻 点 (neighbor). 在 此 情形 下 , 称 顶 点 u 和 边 e (同样 
地 , v 和 e) 是 相互 关联 的 (incident). 此 外 , 称 有 一 个 共同 顶点 的 两 条 不 同 边 为 邻 
接 边 (adjacent edge). 

如 前 所 述 , 虽然 图 是 用 集合 的 方式 定义 的 , 但 是 用 图 未来 表示 (实际 上 , 就 当成 
是 ) 图 是 合乎 习惯 的 , 而 且 也 是 比较 方便 的 . 如 图 1.15 所 示 的 图 G, MAR V = 
{u,v w, x£, y}, 2 E = {uv vw, ve, vy, wy, cy}. 由 于 该 图 有 5 个 顶点 和 6 条 边 , 所 
以 它 的 阶 是 5, BCE 6. 在 G 中 , MA u Ho 是 邻接 的 , u 和 ow 是 不 邻接 的 ; 顶点 
v RGH vw 是 关联 的 , 而 和 边 wy 不 是 关联 的 ; 边 wv 和 ow 是 邻接 的 , 而 uv 和 zy 不 
是 邻接 的 . 

图 H 称 为 图 G 的 一 个 子 图 (subgraph), id H CG, MR V(H) CV(G) H 
E(H) C E(G), 也 称 G BE (contain) H 作为 一 个 子 图 . MRACG,AV(A)E 
V(G) 的 一 个 真子 集 , 或 者 E(H) 是 EG) 的 一 个 真子 集 , MAK H E G 的 一 个 真 
子 图 (proper subgraph). 例如 , 图 1.15 中 的 图 H 是 图 G 的 一 个 子 图 , 实际 上 也 
是 G 的 一 个 真子 图 . 如 果 图 G 的 一 个 子 图 和 G 有 相同 的 顶点 集 , 那么 称 该 子 图 是 
图 G 的 一 个 生成 子 图 (spanning subgraph). 





图 1.15 AG 与 它 的 阁 干 子 图 


设 图 FAG 的 一 个 子 图 . 对 于 F 中 的 任意 顶点 u 和 vw, 只 要 ww 是 G 中 的 
H, 则 wwv — EE F 中 的 边 , 此 时 称 为 G 的 一 个 诱导 子 图 (induced subgraph). 
例如 , 在 图 1.15 H, H 不 是 G 的 诱导 子 图 , 这 是 由 于 v,e EV(H) H ve e E(G), {8 
vr ¢ E(H). 男 一 方面 , 图 1.15 中 的 五 是 G 的 一 个 渤 导 子 图 . Æ SER G 的 一 个 非 
空 顶 点 集合 , 则 由 S 诱导 的 G HFE (subgraph of G induced by S) 就 是 以 S 
为 顶点 集 的 诱导 子 图 . 这 个 诱导 子 图 用 CS) 来 表示 . 为 了 强调 这 是 G 的 一 个 诱导 子 
El, 有 时 把 这 个 子 图 记 为 (Oo. 对 于 图 G 的 一 个 非 空 的 边 和 集合 XX 诱导 的 子 
图 (X) (subgraph (X) induced by X) X 作为 边 集 , 以 至 少 与 X 中 一 条 边关 
联 的 那些 顶点 构成 顶点 集 . 这 个 子 图 称 为 是 G 的 一 个 边 诱 导 子 图 (edge-induced 
subgraph). 有 时 用 G[S] 和 GLX] FIRE (9) 和 (X). 图 1.15 中 的 已 ' 就 是 G 的 
边 诱 导 子 图 ; PEE, F = (X), 其 中 X’ = {e,e’}. 

图 G 的 任何 一 个 真子 图 都 可 以 通过 对 G 移 除 一 些 顶 点 和 (或 ) 边 得 到 . 对 于 G 
的 一 条 边 e, RNA G 一 e 来 记 G 的 一 个 生成 子 图 , 其 边 集 是 由 G 的 除去 e 以 外 的 
所 有 边 构成 . 更 一 般 地 ,在 蕊 是 G@G 的 一 个 的 边 集 合 , 那么 G 一 XX 就 是 G 的 一 个 生成 
子 图 , 满足 五 (G -— X) = E(G)— X. 对 于 图 1.15 中 的 图 G Al e= vy, TEI G -— et 
图 所 示 . Æ X = {e1,e2, ,ex}, 则 我 们 也 可 以 把 G 一 半 写 成 G 一 el 一 e2 一 :… 一 ek. 

对 于 非 平 几 图 G 的 顶点 ww G 一 ?为 G 的 一 个 子 图 , 其 顶点 为 G 除去 " 之 外 的 
所 有 顶点 , 其 边 为 G 除去 与 v 相关 联 的 边 之 外 的 所 有 边 . 对 于 VG 的 一 个 真子 集 
U, FRI G-U 具有 顶点 集 V(G) -UV, 其 边 集 是 由 G 中 连接 V(G) -UV 中 顶点 的 所 
有 边 构 成 . G-U 必然 是 G 的 一 个 诱导 子 图 ; 事实 上 , G-U=(V(G)-U). 在 图 
1.15 的 图 G P, XIF U = {u, y}, G-U PATE F. 

如 果 u M v 是 图 G 的 两 个 非 邻接 的 顶点 , W e= wv ¢ E(G). 用 G+e 表示 一 
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个 顶点 集 为 V(G) HERK EG) U fe} 的 图 . XH G 就 是 G +e 的 一 个 生成 子 图 . 

图 论 中 很 多 概念 将 会 以 不 同方 式 与 现实 问题 相关 联 (这 些 概 念 我 们 将 在 以 后 的 
章节 中 细致 讨论 ), 例如 , 我 们 可 以 把 图 的 顶点 视 为 一 些 地 理 位 置 , 边 视 为 连接 地 理 
位 置 之 间 的 路 线 , 则 该 图 可 以 认为 是 某 个 城市 的 模型 . 在 这 个 城市 中 就 有 多 种 旅行 
方式 . 

我 们 从 图 G 的 某 个 顶点 4 出发, WRA u ER 的 一 个 邻 点 , 然后 再 走 到 该 邻 
点 的 一 个 邻 点 , 如 此 下 去 , BPR MRE v, 至 此 我 们 已 经 描述 了 G 中 
一 条 从 u Bl v 的 链 . 更 正式 地 , G HA u ov $ (walk) W 即 为 G 的 一 个 顶点 序 
列 , 满足 : Mou 出 发 , 到 wv 结束 , 且 连 续 的 顶点 是 邻接 的 . 换 句 话说 , 可 以 把 W 表述 
成 


W : u = 0,U1,'°', Uk = V, (1.1) 


其 中 下 > 0, FFAM F i= 0,12 k— 1, vi A vipi 是 邻接 的 . 称 每 个 预 点 vi(0 < 
i S k) 和 每 条 边 vivi (OS ic k-1) 位 于 或 属于 W. 注意 到 , 链 W 的 定义 并 
不 要 求 列 出 的 顶点 是 不 同 的 ; 事实 上 , 也 不 要 求全 和 v 是 不 同 的 . 然而 , 由 于 W 中 
的 每 两 个 连续 的 顶点 是 邻接 的 , 所 以 它们 必然 是 不 同 的 . 夺 4 = v, 则 链 W 是 闭 的 
(closed); Æ u Z v, ME W 是 开 的 (open). SAW 的 一 个 顶点 移动 到 下 一 个 顶 
点 时 , 我 们 实际 上 遇 到 或 者 经 过 G 的 边 , 可 能 不 止 一 次 地 经 过 G 的 某 些 边 . 一 条 链 
所 经 过 的 边 的 总 数 (包括 边 重 复出 现 的 次 数 ) PAN KE (length). 例如 , 定义 
在 (1.1) 中 的 链 W IKEE k. 
对 于 图 1.16 中 的 图 G, 

W : £, Y, WwW, Y, Vv, wW (1.2) 
是 一 条 链 , 实际 上 是 长 度 为 5 ( 比 链 中 顶点 出 现 的 次 数 少 1) 的 7z 一 ww 的 链 . 长 度 为 0 
的 链 称 为 平凡 链 (trivial walk), 例如 , W : v 就 是 一 条 平凡 链 . (根据 这 个 定义 , 那 
些 因 为 没有 运动 而 感到 内 奖 的 人 , 现在 就 不 必 内 次 了 , 因为 每 天 “散步 ”就 是 这 么 地 


| 
£ yY 


图 1.16 图 中 的 链 
倘若 我 们 从 一 个 顶点 出 发 到 它 的 邻 点 , 一 直 继 续 下 去 , 直到 最 后 停止 , 那么 对 于 
这 条 链 上 就 没有 任何 限制 条 件 . 然而 有 些 时 候 我 们 想 在 某 些 类 型 的 链 上 做 些 限 制 . 
借用 古老 西方 的 术语 , 我 们 在 图 G PMP u-v 迹 (trail), 即 边 没有 被 多 
次 经 过 的 u—v BE. 这 样 , (1.2) 中 的 r- w BW ARR x 一 w 迹 ,这 是 由 于 边 wy 
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重复 了 . 另 一 方面 ， 
T : u, Ww, Y, 2, W, Vv (1.3) 


是 图 1.16 中 图 G 里 的 一 个 4 一 v 迹 . 注意 到 这 个 迹 了 中, 顶点 w 重复 了 , 这 是 完 
人 允许 的 . 虽然 迹 的 定义 保证 了 边 不 会 重复 , 但 是 并 没有 要 求 项 点 不 重复 . 

图 中 的 一 条 4 一 2 链 , SREP RABAT, 那么 它 是 一 条 4 一 v 路 (path). 
(1.3) 中 的 4 一 v 迹 TT 并 不 是 图 1.16 中 图 G 中 的 一 条 4 一 v 路 , 这 是 因为 顶点 ww 重 
复 了 . 

P: u, w, yY, v 

是 一 条 以 一 v 路 . 如 果 一 条 链 中 没有 重复 的 点 (因而 产生 一 条 路 ), 那么 也 就 没有 重 

如 果 图 中 一 条 uu 链 连 接 一 条 vv -w 链 , 那么 这 就 产生 了 一 条 4 一 w 链 . 特 
别 地 , 一 条 u 一 v 路 连接 一 条 wv 一 Ww 路 就 是 一 条 4 一 Ww p W, ERU u- w E, 
这 是 因为 W 中 的 点 可 能 重复 . 虽然 不 是 每 条 链 都 是 路 , 但 是 , 如 果 一 个 图 包含 一 条 
u—v 链 , 那么 它 一 定 包 含 一 条 4u 一 v 路 . 这 就 是 我 们 的 第 一 个 定理 , 当 一 个 结论 的 
证 明 被 给 出 时 , 证 明 的 方法 (或 用 到 的 方法 ) 都 会 作 适 当 的 说 明 . 本 书 中 所 有 的 证 明 
方法 都 将 会 在 附录 3 中 予以 总 结 . 

定理 1.6 #E G 包含 一 条 长 为 《的 以 一 v 链 , 则 G 包含 一 条 长 至 多 为 了 的 
u-v H. 

证 ”|[ 反 证 法 ] 在 图 G 中 的 所 有 的 u— 0 EH, 设 P: u= uoun Uuk = Ue 
一 条 长 度 最 小 (Ak) HM u-v i AKA kst 我们 断言 P 就 是 一 条 4 一 v 路 . 假 
设 PP 不 是 一 条 4 一 v 路 , U G 的 某 个 顶点 在 PP PERT, MITEA i METJ 
O<i<j<k/) Au =u; MRM P PRAT uiti titz euj, 那么 就 可 以 得 
到 一 条 4 一 v 链 

U = U0, U1,°°*, Ui-1, Ui = Uj, Uj41,°°°, Uk = UV. 

这 条 链 的 长 度 小 于 有, 这 是 不 可 能 的 . 所 以 , 根据 断言 , P ERARA ksl u-v 
路 . 名 

图 G 中 的 一 个 回路 (circuit) 是 一 个 长 至 少 为 3 KAR, 故 一 个 回路 开始 和 结 
来 于 同一 个 顶点 , 但 没有 边 重 复 . 当 以 相同 的 循环 次 序 排列 顶点 时 , 一 个 回路 可 以 
选择 其 中 任 一 顶点 作为 开始 (和 结束 ) 顶点 . 在 一 个 回路 中 , 除了 第 一 个 和 最 后 一 个 
顶点 , 其 他 的 顶点 也 是 可 以 重复 的 . 例如 , 图 1.16 的 图 G 中 ， 


C: Y, ,u,v Ww, TY MC: L,Y, W,U, V, WwW, £ XCO : W, T, Y, W, U, U, W (1.4) 


是 一 个 回路 . 除了 第 一 个 和 最 后 一 个 顶点 外 , 没有 顶点 重复 的 回路 称 为 圈 (cycle). 
k M (k-cycle) 是 一 个 长 度 为 上 的 图. 3 圈 也 称 为 三 角形 (triangle). 长 度 为 奇数 的 
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图 称 为 奇 图 (odd cycle); 当然, 1 BEY CH eK hE 
所 示 的 图 G 中 , (1.4) 中 的 回路 C 就 不 是 一 个 图 , 而 





(even cycle). 在 图 1.16 


C :£,Y, V, W, T 


AT a, 即 为 4 图 . 删 去 圈 中 的 一 个 顶点 , 就 获得 了 一 条 路 . ATION F EADS 
一 年 正确 . 

图 G 中 一 个 迹 、 一 条 路 、 一 条 回路 或 者 一 个 圈 , 它们 的 顶点 和 边 构 成 了 G 的 
一 个 子 图 , 同样 称 为 迹 、 路 、 回 路 或 圈 . 因此 , 例如 说 , 路 婚 可 以 用 来 描述 经 过 某 些 
顶点 和 边 的 方式 , 也 可 以 用 来 描述 由 这 些 顶 握 和 边 构成 的 子 图 . 图 1.16 的 图 G 再 
次 出 现在 图 1.17 F, G 的 子 图 Gi, G2, G3, Ga 分 别 是 迹 、 路 、 回 路 和 图 . 


本 < eS 
"> 


图 1.17 ”作为 子 图 的 迹 、 路 、 回 路 和 图 


我 们 将 会 对 一 类 图 G 特别 地 感 兴趣 , 在 这 一 类 GH, 每 一 个 顶点 都 可 以 通 
过 边 到 达 任 何其 他 顶点 .如 果 G 包含 一 条 w 一 v 路 , 那么 就 称 u 和 wv 是 连通 的 
(connected), 也 可 以 说 u 连通 到 (is connected to) v. u 和 w 是 连通 的 仅仅 意味 
着 G PERA u-v 路 , 而 不 是 说 u 和 w 是 通过 一 -条 边 连接 起 来 的 . 当然 , 大 4 连通 
到 vw, W o 也 连通 到 u 如 果 图 G 中 任意 两 个 顶点 都 是 连通 的 , 换言之 , 如 果 对 于 G 
中 每 对 不 同 顶 点 u,v, G RAGA u—v 路 , 那么 G 称 为 是 连通 的 (connected). 
根据 定理 1.6, G 是 连通 的 当 旦 仅 当 对 于 G 的 每 对 顶点 u,v, G BEAR uu pE. 
因为 每 个 顶点 都 连通 到 其 自身 , 所 以 平 几 图 是 连通 的 . 

一 个 不 是 连通 的 图 G 称 为 不 连通 的 (disconnected). € G 的 一 个 连通 子 图 不 
是 G 的 其 他 任何 连通 子 图 的 真子 图 , 则 称 它 为 G 的 一 个 连通 分 支 (component). 
图 G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 恰好 有 一 个 连通 分 支 . 图 1.16 中 的 图 G 是 连通 的 , 而 图 
1.18 中 的 图 H 是 不 连通 的 , 例如 A 中 没有 s—w 路 , 也 没有 ZX 一 z 路 . 图 瑟 有 3 个 
连通 分 文 , 即 Ay, Ho, H3. 

对 于 图 G 的 顶点 集 互 不 相交 的 子 图 G1,Ge,---,Gek>2,4C 的 每 个 顶点 和 
每 条 边 都 恰 属 于 这 些 子 图 中 的 一 个 子 图 , Wid G = G1U G2 U…U Ges. 特别 地 , Æ 
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G1,G2,… ,Gx 是 G 的 连通 分 支 , 则 G = Gi U G2 U…UGx. 所 以 对 图 1.18 中 的 那 
些 图 , 就 可 以 写成 H = H U He U Hs. 


3 t w x y z 
H = Hı U Hə U Hs 一 瑟瑟 O 
u v 
td 
H w T yY z 
>>> ——_O 
1 u v Hz Hs O 


图 1.18 不 连通 图 及 其 连通 分 文 


连通 分 支 可 以 看 成 是 一 种 等 价 关 系 . (等 价 关 系 在 附录 2.1 中 给 予 解释 .) 

定理 1.7 设 民 是 定义 在 图 G 顶点 集 上 的 关系 : 对 于 wv EV(G), žut 
Flv, 或 者 说 如 果 G 包含 一 条 4 一 v0 路, uv AKA R A u Rv. MR- 
种 等 价 关 系 . 

证 [直接 证 法 ] 显然 , REA RAAT PRAY. 剩 下 仅仅 需要 证 明 丸 是 传递 的 . 设 
u,v,weV(G), WE u Rv 和 wv Rw. 从 而 G 包含 一 条 4 一 vv 路 P 与 一 条 v 一 出 路 
P". 如 前 所 述 , P' 连接 P" 就 产生 一 条 4 一 册 链 WW. 由 定理 1.6, G 包 会 一 条 4 一 w 
be, 所 B&Rw. 加 


应 用 定理 1.7 中 所 描述 的 等 价 关 系 可 以 把 G 的 顶点 集 划 分 成 一 些 等 价 类 . 由 
一 个 等 价 类 中 的 顶点 所 诱导 的 子 图 是 G 的 一 个 连通 分 文 ; 练习 1.14 要 求 你 来 证 明 
这 一 点 . 由 此 我 们 有 以 下 结果 : 

图 G 的 每 个 顶点 和 每 条 边 都 恰 属 于 G 的 一 一 个 连通 分 支 这 就 意味 着 , 如 果 

G 是 一 个 不 连通 图 , 并 也 以 和 wv 属于 G 的 不 同 连 通 分 支 , 那么 uv é EGC). 

接 下 来 的 定理 给 出 了 阶 至 少 为 3 的 图 是 连通 图 的 一 个 充分 条 件 . 

TH 1.8 设 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 . 车 G 包含 两 个 不 同 的 顶点 以 和 wv, 使 
得 G 一 与 G 一 v 有 是 连通 的 , AG 是 连通 的 . 

证 [直接 证 法 ] 设 G 包含 两 个 不 同 的 顶点 义 和 v, 使 得 G 一 u 与 G 一 v 是 连通 
的 . 为 了 证 明 G 本 身 是 连通 的 , 我 们 证 明 G 的 任意 两 个 顶点 都 是 连通 的 . 设 z,y 是 
G 的 两 个 顶点 . 我 们 考虑 两 种 情形 : 

情形 1. {x,y} # {u,v}, 不 她 设 u g {x,y}. W x 和 y 就 是 G 一 4 中 的 顶 后 . 
由 于 G 一 4 是 连通 的 , 所 以 G 一 4 中 就 有 一 条 x 一 y P. BR, P EGH, Ms 和 
y 在 G 中 是 连通 的 . 

情形 2. {x,y} = {u,v}, RR c=u,y=v. 我 们 证 明 u 和 ww 在 G 中 是 连 
通 的 . 由 于 G 的 阶 至 少 是 3, 故 存在 一 顶点 w 满足 w uv 由 于 G- o 是 连通 的 , 
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G 一 4 包含 一 条 你 一 思路 已 . 此 外 , 由 G — u SE EL, G 一 v BSH wou 
P”. 所 以 , 已 连接 P” 就 产生 一 条 4 一 v 链 . 根据 定理 1.6, CUER — A uou 路 , 从 
而 4% 和 wv 在 G 中 是 连通 的 . 


E G 为 仅 含 顶点 u flv 且 不 含 任何 边 的 不 连通 图 , 则 子 图 G- uF G -v E 
CEJL) 连通 的 . 因此 , 在 定理 1.8 中 , 条 件 “ 所 考虑 的 图 的 阶 至 少 为 I 是 必需 的 . 

若 u bly 是 连通 图 G 的 顶点 , W G 中 必 存 在 一 条 4 一 v 路 . 然而 , G 很 有 可 能 
包含 多 条 u—v 路 . 例如 , 对 于 图 1.16 的 图 G, 下 面 的 均 为 uw 一 y 路 : 

P’: u,v,y P”: u, Ww, v, y P”: U, v, Ww, x,y. 

P', P”, P” 的 长 度 分 别 是 2, 3, 4. 由 于 ww 和 vy 是 不 邻接 的 , 所 以 G 中 没有 长 度 为 1 
的 4 一 y 路; 由 于 G 只 有 5 个 顶点 , 因而 也 没有 长 度 为 5 的 4 一 y B. 

设 G AK n MEAR, u Mou 为 G 的 两 个 顶点 . u 和 wv 之 间 的 距离 (distance) 定 
XA G P u-v 路 的 最 小 长 度 , 记 为 da(u,v), 或 者 在 不 引起 混淆 的 情形 下 简 记 为 
d(u,v). 因此 , 如 果 dlu, v) = k, 那么 G 中 就 存在 一 条 长 为 《的 4 一 v 路 


P : u = vo,V, ,Vk = V, (1.5) 


但 G 中 不 存在 长 度 更 小 的 w 一 v R. 长 为 do) 的 4 一 2 路 称 为 4 一 v miih 
线 (geodesic)， 事 实 上 , 因为 (1.5) 中 的 路 P 是 一 条 4 一 2 测 地 线 ,， 所 以 不 仅 
d(u,v) = d(w,vk) = k, MAR FRR i (0 <i < k) MA d(u,v;) = i 习题 1.16 
要 求 你 来 验证 这 一 点 . Au = v, W d(u,v) = 0; Æ uv € E(G), W d(u,v) = 1. 
一 般 地 , 对 n 阶 连通 图 中 顶点 u 和 wv (不 同 或 者 相同 ), 都 有 0 < dl(u,v) sn- 
例如 , 对 于 图 1.16 中 图 G 的 顶点 u, y, du, y) = 2. WR G 是 不 连通 的 , 那么 G 有 
某 对 不 同 的 顶点 x,y, 使 得 在 G 中 不 存在 x 一 y 路; 在 此 情形 下 , day) 是 没有 定义 
的 . 

某 些 场合 , 根据 其 他 顶点 到 一 个 给 定 顶 点 的 距离 , 把 一 个 连通 图 的 顶点 形象 化 
是 比较 有 用 的 . 图 1.19(a) 的 图 H ÆR 1.19(b) 中 得 到 重新 绘制 , 主要 是 为 了 列 出 那 
些 到 顶点 t 有 固定 距离 的 顶点 . 顶点 t (到 的 距离 为 0 的 唯一 顶点 ) 画 在 了 顶部 . 
下 一 层 的 顶点 是 t 的 邻 点 , 再 下 一 层 就 是 到 上 的 距离 为 2 的 顶点 , 等 等 . 注意 到 , 两 
个 邻接 的 顶点 必然 或 者 属于 同一 层 , 或 者 属于 相 邻 层 . 

连通 图 G 的 所 有 顶点 之 间 的 最 大 距离 称 为 G 的 直径 (diameter), WY diam(G). 
图 1.19 中 图 H 的 直径 是 3. 路 P: yur s 是 一 条 长 为 diam( 吾 ) 的 测 地 线 . 

如 果 G 是 一 个 连通 图 , 满足 dlu, v) = diam(G), w A u,v, M G 中 不 存在 含 v 的 
u—w 测 地 线 ; 否则 d(u,w) > d(u,v) = diam(G), 这 是 不 可 能 的 . 

让 我 们 再 回 到 定理 1.8, 该 定理 证 明了 : 如 果 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 包含 两 个 不 
同 的 顶点 u Alu, 使 得 G 一 ww 和 G 一 v 是 连通 的 , 那么 G 是 连通 的 . 实际 上 , 这 个 定 





(a) 


图 1.19 ”到 一 个 给 定 顶 点 的 距离 


理 的 逆 也 是 正确 的 , 即 如 果 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 图 , 那么 G 一 定 包 含 两 个 
Ths u Alu, 使 得 G 一 % 与 G 一 v 都 是 连通 的 . 我 们 现在 就 来 证 明 这 个 逆 定 理 . 

定理 1.9 车 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 图 , 则 G 包含 两 个 不 同 的 顶点 信和 
v, 使 得 G 一 以 和 G 一 v 是 连通 的 . 

WE [UE] Wu Move 是 GG 的 两 个 顶点 , 满足 d(w,v) = diam(G). 我 们 断 
言 : G 一 4 和 G 一 v 者 是 连通 的 . 假设 断言 不 成 立 , M G- uM G 一 v 中 至 少 有 一 个 
不 连通 , 不 妨 设 G 一 v 不 连通 . 因此 , G 一 v 包含 了 两 个 顶点 x My, 它们 在 G 一 v 内 
不 连通 . 然而 , 由 于 G 是 连通 的 , 所 以 顶点 4 和 z 在 G 中 是 连通 的 ,4 和 yy 在 G 中 
也 是 连通 的 . 

设 已 , P” 分别 是 G PY xu WIAA u— y WAR. 因为 dalu, v) = diam(G), 
所 以 顶点 wv 既 不 能 在 P E, 也 不 能 在 P” E, 从 而 已 和 P” 都 是 G 一 v 中 的 路 . 路 
P! 连接 P” 就 产生 一 条 G 一 v 内 的 z 一 y 链 . 由 定理 1.6, G 一 v 包含 一 条 x 一 y 路 ， 
因此 xz Ay 在 G 一 v 中 是 连通 的 , 从 而 导致 子 盾 . m 


定理 1.9 给 出 了 一 个 性 质 , 该 性 质 是 每 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 图 都 具有 的 性 质 . 
eo iL, 定理 1.9 给 出 了 一 个 图 是 连通 图 的 必要 条 件 . 事实 上 , 当 G 的 阶 甚至 是 
2 时 , 定理 1.9 也 正确 , 但 是 我 们 以 上 述 形 式 给 出 了 定理 1.9, 目的 是 为 了 把 定理 1.8 
和 1.9 合并 成 一 个 定理 , 即 一 个 图 是 连通 图 的 充分 必要 条 件 ; 如 下 所 述 . 

定理 1.10 设 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 . W G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 包含 两 
ARETAS, u Fe v, EAE OG —u fe G—v 都 是 连通 的 . 
习题 
1.11 如 图 1.20 所 示 的 图 G, i U = {u,w}, X = {e, f}, HF e = ru, f = vw. MH GH 

TKH G-U AIG — X. 


1.12 根据 图 1.20 中 的 图 G, 对 于 下 面 每 一 条 , 给 出 例子 或 者 说 明 这 样 的 例子 为 什么 不 在 
在 . 
(a) 一 条 长 为 6 的 TI 一 y &. 
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图 1.20 ”习题 1.11 和 习题 1.12 的 图 G 


) 一 条 不 是 v — w KHI v- w W. 
) 一 条 长 为 2 的 7 一 z 路 . 
(d) 一 条 长 为 3 的 z 一 z 路 . 
) 一 条 长 为 dlz 的 x 一 t 路 . 
) 一 个 长 为 10 的 回路 . 
(e) “个 长 为 8 WE. 
(h) 一 条 长 为 diam(G) 的 测 地 线 . 
画 一 个 图 P= Fi, UFLUP3UFi, HH OF, (1 <i< 4) 为 i 阶 连通 图 . 
(a) 所 画图 F 的 阶 和 边 数 是 多 少 ? 
(b) 图 所 的 最 小 可 能 边 数 和 最 大 可 能 边 数 分 别 是 多 少 ? 
对 于 一 个 图 G, G 的 连通 分 支 被 定义 为 : G 的 一 个 连通 子 图 , 该 子 图 不 是 G 的 任何 
其 他 连通 子 图 的 真子 图 . 也 可 被 描述 为 : G 的 由 某 个 等 价 类 中 的 顶点 所 诱导 的 一 个 
子 图 , 其 等 价 关系 如 定理 1.7 中 所 定义 . 证 明 连 通 分 支 的 这 两 个 解释 是 等 价 的 . 
画 出 阶 为 5 且 不 同 顶 点 的 距离 为 奇数 的 所 有 连通 图 . 解释 你 是 如 何 知 道 已 经 画 完 了 
所 有 这 样 的 图 的 . 
{i P: u = vov, ,Vk = v (k > 1) 是 连通 图 G 中 的 一 条 一 v 测 地 线 . 证 明 对 于 
每 个 整数 i (1 cick), PA d(w,v;) =å. 
(a) 证 明 : € 了 和 Q@ 是 一 个 连通 图 中 两 条 最 长 的 路 , 则 已 和 Q@ 至 少 有 一 个 公共 点 . 
(b) WKH RA RR: 设 G 是 直径 为 上 的 连通 图 . € P A Q 是 G 中 长 度 为 k 的 两 条 
测 地 线 , 则 P 和 Q 至 少 有 一 个 公共 点 . 
一 个 12 BAI G 具有 与 图 1.4 中 的 12 种 构 形 相对 应 的 顶点 集 V(G) = {e1,c2,+++, C12}. 
这 个 棋盘 上 的 “移动 ”是 指 把 一 枚 硬币 移 到 一 -个 未 被 占用 的 方 格 内 , 并 要 求 : 
(1) 金币 只 能 在 水 平方 站 或 对 角 方 向 上 移动 ; 
(2) 银币 只 能 在 竖 直 方 回 或 对 角 方 同上 移动 . 
如 果 可 以 通过 一 步 移动 把 顶点 ci 移 到 顶点 c, 则 ec; 和 cj (和 是 邻接 的 . 问 : 
(a) G 中 哪些 顶点 和 cl 邻接 ? 
(b) G 中 哪些 顶点 和 co 邻接 ? 
(c) HH G 的 由 {c2, C6, C9, C11} ASH FAL. 
(d) 列举 G 中 一 条 ci — cr 路 . 


1.3 ”若干 常见 的 图 类 17 


1.19 ”定理 1.10 说 明了 : 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 G 是 连通 的 当日 仅 当 G 包含 两 个 不 同 的 顶 
mou 和 w, 使 得 G — u H G 一 v 都 是 连通 的 . 基于 这 一 点 , 你 可 能 会 猜测 下 面 的 命题 
是 正确 的 . 每 一 个 阶 至 少 为 4 的 连通 图 都 包含 3 个 不 同 的 顶点 u,v, w, 使 得 G — uz, 
G -— v, G—w 有 是 连通 的 . 这 是 正确 的 吗 ? 
1.20 (a) 8 u A v 是 连通 图 G 中 的 两 个 不 同 的 顶点 . G 中 可 能 存在 包含 人 和 ve HAE 
通 子 图 . 那么 在 G 的 所 有 上 述 连通 子 图 中 , 最 小 的 边 数 是 多 少 ? 解释 你 的 答案 . 
(b) (a) 中 的 问题 是 否 会 让 你 联想 到 另 一 个 问题 ? 


1.3 厂 干 遇见 的 图 类 


随 着 对 图 论 的 进一步 学 习 , 我 们 会 发 现 有 些 图 是 经 常 遇 到 的 , 并 且 熟 悉 它 们 是 
非常 有 用 的 . 在 许多 场合 , 这 些 图 都 有 着 特定 的 名 称 . 

我 们 已 经 知道 路 和 圈 是 图 中 的 特殊 链 . 它们 也 用 来 描述 某 些 特定 种 类 的 图 . 一 
个 阶 为 n 的 图 G, 大 其 顶点 可 以 标号 成 (或 重新 标号 成 ) Vv, ,vn, 使 得 它 的 边 
是 V1 U2, V2U3,°°°,Un-1Un, WK G 为 一 条 路 ; 一 个 阶 为 n > 3 的 图 G, 在 其 顶点 可 以 
标号 成 (或 重新 标号 成 ) v1,v2,… ,vn, 使 得 它 的 边 为 vv, v2v3,… Un—1Un, Vin, 则 





称 G 为 一 个 图 . 如 果 一 个 图 是 一 条 阶 为 的 路 , 则 记 之 为 PB; 如 果 一 个 图 是 一 个 阶 
N n 的 图, 则 记 之 为 Cn. 图 1.21 列 出 了 一 些 路 和 圈 . 
Pı Q Po O—D Ps O--O—_0 Pa O—-O—_—_O | 
“Ae Oe | 
图 1.21 路 和 图 


如 果 图 G 的 任何 两 个 不 同 顶 点 都 是 邻接 的 , 则 称 G 是 完全 的 (complete). r 
阶 完全 图 记 为 Kn. 因此 , 对 于 nn 个 顶点 的 图 来 说 , Ky 有 极 大 可 能 的 边 数 . 由 于 Kn 
的 每 两 个 不 同 的 顶点 都 会 被 一 条 边 连接 , 并 且 Ka 中 顶点 对 的 个 数 是 (中, 所 以 


Kn 的 边 数 是 (2) = D, (1.6) 


因此 , 完全 图 Ks 有 3 Bid, Ks 有 6 条 边 , Ks 有 10 条 边 . 前 5 个 完全 图 如 图 1.22 所 
示 . 注意 到 , Py 和 K1 表示 同一 个 图 , 同样 地 Po 和 Ko, C3 和 Ks 都 表示 相同 的 图 . 
虽然 在 Ka 和 Ks 的 画 法 中 会 导致 某 些 交叉 边 , 但 这 些 交 叉 点 并 不 代表 图 的 顶点 . 
我 们 需要 对 图 1.21 和 图 1.22 中 图 的 画 法 作 一 些 注释 . 虽然 我 们 尝试 了 用 一 种 
易于 观察 的 方式 来 画 这 些 图 , 但 在 画 一 个 图 的 时 候 , 这 当然 不 能 作为 一 个 要 求 , 因为 
顶点 可 以 放 在 任何 适当 的 位 置 . 图 1.23 列 出 了 路 Ps 和 完全 图 Ks 的 一 些 不 同 画 法 . 


图 1.22 ”完全 图 


< XX y. ase 


图 1.23 Al Ps Al K 


图 1.24 中 的 不 连通 图 G 有 如 下 连通 分 支 : 两 个 阶 为 4 的 完全 图 , 一 个 Cs, 一 
个 P. 因此 , 这 个 图 可 以 写成 G = 2K, UCs U Ps. 


X XD Cp ~ 


图 1.24 Al G= 2K14 U Cs UP3 


图 G 的 补 图 (complement) G 定义 为 : G 的 顶点 集 为 Y(G), 且 对 于 G 的 每 
对 顶点 u,v, uv 是 G 的 边 当 且 仅 当 uv 不 是 G 的 边 . 注意 到 , 如 果 G 的 阶 为 n, 边 数 
为 m, 那么 G 的 阶 为 n, 边 数 为 (5) 一 m. 由 此 可 知 , 图 Kn 有 ?个 顶点 , 但 没有 边 ; 
这 个 图 称 为 ” 阶 空 图 (empty graph). 因此 , 空 图 的 边 集 是 空 集 . 事实 上 , 若 G 为 
任意 n BA, 则 G- E(G) WEZE Kn. 由 定义 可 知 , 图 的 顶点 集 不 会 是 空 集 . 图 
1.25 所 示 的 是 图 五 和 它 的 补 图 ; 这 两 个 图 都 是 连通 的 . 虽然 一 个 图 和 它 的 补 图 未 必 
都 是 连通 的 , 但 至 少 有 一 个 必须 是 连通 的 . 

定理 1.11 # G 是 一 个 不 连通 图 , UNG 是 连通 的 . 

证 ”| 直接 证 法 | 因为 G 是 不 连通 的 , 所 以 CG 包含 两 个 或 更 多 个 连通 分 支 itu 
和 w 是 G 中 的 任意 两 个 顶点 . 我 们 来 证 明 w% 和 w 在 G 中 是 连通 的 . # u fl v 属于 
G HARE XZ, M u 和 wv 在 G 中 是 不 邻接 的 , Mu 和 wv EG 中 是 邻接 的 . A 
it G 含有 一 条 长 为 1 的 4 一 v 路 . 下 面 假设 u 和 w 属于 G 的 同一 个 连通 分 支 . 设 
wit G 的 另 一 个 连通 分 支 中 的 顶点 , 则 uw, vw ¢ E(G), 推出 ww,vw € E(G), 所 以 
u,w,uv 就 是 G 中 的 一 条 以 一 v 路 . 加 
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uL u 


y 之 yY z 
图 1.25 图 及 其 补 图 


我 们 现在 把 注意 力 转 移 到 另外 一 类 图 , 这 类 图 的 顶点 集 能 够 用 特定 的 方法 来 划 
ot. 图 G 称 为 二 部 图 (bipartite graph), 4 V(G) 能 够 被 划分 为 两 个 子 集 U 和 W 
( 称 为 部 集 (partite set)), 使 得 G 的 每 条 边 必然 连接 U 中 一 个 顶点 和 W 中 一 个 
顶点 . 想 一 眼 就 能 分 辨 出 一 个 图 是 否 为 二 部 的 , 并 不 总 是 很 容易 . 例如 , 图 1.26 中 的 
连通 图 G1 和 Go 是 二 部 的 , 因为 G1 的 每 条 边 都 连接 U = {wi, r y} 中 的 一 个 顶 
RAW, = {01,w1} 中 的 一 个 顶点 , 同样 Gs 的 每 条 边 都 连接 Ue = {u2, wo, yo} 中 的 
一 个 顶点 和 We = {v2, x2, 22} 中 的 一 个 顶点 . 这 些 图 的 二 部 属性 也 在 图 1.26 中 得 
到 了 说 明 . Eti U = Ui UU 5 W = Wi UW, 我 们 看 到 G = Gi UG 的 每 条 边 
都 连接 U 中 的 一 个 顶点 和 W 中 的 一 个 顶点 . 这 就 证 明了 : 一 个 图 是 二 部 的 当 且 仅 
当 它 的 每 个 连通 分 文 都 是 二 部 的 . 


V1 Ul £1 Y1 
Gi by TI Gi 
wi 
Ul Wy 
yi 
u2 U2 Y2 w2 
Z2 V2 
Go Ga 
y2 W2 
Z9 Uo £2 
T2 
图 1.26 ”二 部 图 


当然 并 不 是 每 个 图 都 是 二 部 的 . 例如 , 考虑 图 1.27 中 的 5 Cs. 如 果 Cs 是 二 
部 的 , 那么 它 的 顶点 集 就 能 够 被 划分 为 两 个 集合 U ROW, 使 得 Cs 的 每 条 边 都 连接 
U 中 的 一 个 顶点 和 W 中 的 一 个 顶点 . 顶点 v 必然 属于 U 或 者 W, 不 妨 设 vi EU. 
由 于 viv2 是 Cs 的 一 条 边 , 可 以 得 到 ve CW; 由 于 v2v3 也 是 Cs 的 一 条 边 , 可 以 得 
到 v3 E U. 类 似 地 , va € W, vs € U. 由 上 述 讨 论 , v1,v5 € U, 1E vivus 是 Cs 的 一 条 
W, PAS. 因此 , Cs 不 是 二 部 的 . 更 一 般 地 , 任何 奇 圈 都 不 是 二 部 的 . 进一步 地 ， 
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情 . 


图 1.27 5 图: 一 个 非 二 部 图 


定理 1.12 非 平凡 图 G 是 二 部 的 当 且 仅 当 GASH. 

WE GHAR, 反 证 法 ] 我 们 已 经 知道 : 如果 一 个 图 含有 奇 图 , 那么 它 不 是 二 
部 的 . 下 面 证明 这 个 结论 的 道 : 设 G 是 一 个 不 含 奇 圈 的 非 平 几 图 , 则 G 是 二 部 的 . 
由 前 面 讨论 , 一 个 图 是 二 部 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 连通 分 支 都 是 二 部 的 , 因此 我 们 可 
以 假设 G 是 连通 的 . 设 u A G 的 任意 一 个 顶点 , U 为 G PEJ u 的 距 高 为 偶数 的 
所 有 顶点 构成 的 集合 , WAG 中 到 的 距离 为 奇数 的 所 有 顶点 构成 的 集合 . 因而 
{U,W} 就 是 V(G) 的 一 个 划分 . 由 d(w,4) = 0, 可 以 得 到 u cU. 我 们 断言 : G 的 每 
Bei WERE U 中 一 个 顶点 和 W 中 一 个 项 点 . 

假设 断言 不 成 立 , WU 中 或 者 W 中 存在 两 个 邻接 的 顶点 . 不 妨 假设 W 中 存在 
两 个 顶点 vv 和 w, 使 得 vw € E(G). 由 于 d(w,v) Al d(u, w) abe at HY, 所 以 存在 两 个 非 
FIER s Al t, 113 d(u,v) = 2s+1, d(u, w) = 2t+1. 设 已 :三 2001 02s+1 = V, 
P” : u = wo w, way = w DHE G PH u—v MAA u— w 测 地 线 . 显然 P 
和 P" 有 共同 的 起 始 顶点 u, 也 可 能 会 有 其 他 共同 顶点 . 在 P' 和 P” 的 所 有 共同 顶点 
中 , 设 x 是 最 后 一 个 顶点 (可 能 z = u). 因而 , 存在 某 个 整数 i > 0, 使 得 x = i, 从 而 
d(u,v;) =i. 注意 到 z 同时 在 P” E, SFA wi 是 P” PS) u 的 距离 为 i 的 唯一 顶点 ， 
PLA ax = wi. 于 是 有 T = Vi = Wi. 然而 C : Vi, Vi415°°" > U2841, W2t+1, Wat, tt, Wi = Vi 
是 长 为 | 

(2s +1)— i] + [(2t+ 1) —t)4+1= 28+ 2¢-214+3=2(s+t—-i+1)+1 
HE. 因此 C 是 一 个 奇 圈 , A BB. n 


我 们 知道 , 如 果 G 是 一 个 二 部 图 , 那么 V(G) 能 够 被 划分 成 两 个 子 集 U 和 W 
( 称 为 部 集 ), 使 得 G 的 每 条 边 都 连接 UV 中 一 个 顶点 和 W 中 一 个 顶点 . 然而 , 这 并 
不 意味 着 U 中 的 每 个 顶点 都 会 与 W 中 的 每 一 个 顶点 邻接 . 如 果 这 种 情形 确实 发 生 “ 
了 , 那么 称 G 是 一 个 完全 二 部 图 (complete bipartite graph). |U|=s # |W| =¢ 
的 完全 二 部 图 记 为 Kot X Kis. 若 s 二 1 或 者 t=1, 则 Kst 称 为 星 (star)( 图 ). 图 
1.28 示 出 了 一 些 完全 二 部 图 , 包括 星 Ks 可 以 看 出 , 尽管 Koa 的 画 法 和 图 1.21 中 
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的 Ca 的 画 法 是 大 不 相同 的 , 但 Koo 和 C4 是 同一 个 图 . 如 果 图 G A H 仪 仪 在 画 
法 或 者 顶点 标号 上 可 能 不 同 外 , 其 他 都 相同 , 我 们 写成 GSA. (用 专业 术语 描述 为 
这 两 个 图 是 同 构 的 . 我 们 将 在 第 3 章 讨论 同 构 .) Æ GA H 的 结构 是 不 同 的 , 则 写 
EGH. 


Ki1,3 K2,2 K2,3 K3,3 


图 1.28 ”完全 二 部 图 


二 部 图 属于 如 下 更 一 般 的 图 类 ， 称 图 G Ak 部 图 (k 一 partite graph), WR 
V(G) 能 够 被 划分 成 天 个 子 集 V, Vz, Vk (也 称 为 部 集 ), 使 得 如 是 G 的 边 仅 当 u 
Al 属于 不 同 的 部 集 . 特别 地 , 奢 不 同 部 集中 的 每 两 个 顶点 之 间 剖 有 一 条 边 连接 , 则 
Pk G 为 完全 有 部 图 (complete k—partite graph). Æ Wil =n; (1 < i < k), WHR 
们 把 这 个 完全 k 部 图 记 为 Kring, mn, 完全 k 部 图 也 称 为 完全 多 部 图 (complete 
multipartite graph). FXI FEA id <i<k), An =1, W Knin n, 就 是 完 
全 图 Ky. 完全 2 部 图 即 为 完全 二 部 图 . 图 1.29 示 出 了 一 些 完 全 多 部 图 . 


PR A Sp Ah 


Kı 1,1 & K3 K222 K1,2,3, 


图 1.29 ”完全 多 部 图 


我 们 可 以 按 不 同 的 方式 从 给 定 的 两 个 图 来 构造 新 的 图 . 对 于 两 个 质点 不 相交 的 
图 G 和 五 , 我 们 已 经 提 到 的 GUH 就 是 顶点 集 为 VY(G)UV( 卫 ) 和 边 集 为 BE(G)UE(H) 
的 (不 连通 ) 图 . 图 G 和 H 的 联 (join) G+H H GUY HERG 的 每 个 顶点 和 
H 的 每 个 项 点 而 获得 . 图 1.30 所 示 的 是 Ps 和 Ke WIER. 


atos poe SZ 


图 1.30 ”两 个 图 的 联 
对 于 两 个 (顶点 集 未 必 不 交 的 ) AG 和 互 ,G 和 五 的 香 卡 儿 乘 积 (Cartesian 
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product) Gx H RAMAR V(G x 日) = V(G) xV(H), 即 Gx 日 的 每 个 顶点 是 
一 个 有 序 对 (u,v), 其 中 we V(G), v € V(H). G x H 中 的 两 个 不 同 顶点 (uv) 和 
(x,y) 是 邻接 的 , 如 果 满 足 (1) u = x, vy € E(H) 或 者 (2) v = y, uz € E(G). 图 1.31 
所 表示 的 是 P 和 Ke WK LIER. 


ul 2 (u1 ; ua) (u + V2) 
P3 vI Ke | P3 x Ko (vi, U2) (v1, v2) 
Wy UD (wy, uz) (w1, v2) 


图 1.31 ”两 个 图 的 第 卡 儿 乘积 


关于 图 的 笛 卡 儿 乘 积 , 下 面 给 出 一 些 有 用 的 注释 . 首先 , 根据 稍 卡 儿 乘积 的 定义 , 
乘积 表达 式 中 G Al H 的 次 序 与 G x H 结构 是 无 关 的 , 换 句 话说 , G x HAH xG 
是 相同 的 图 , 即 它们 是 同 构图 . 

我 们 可 以 用 一 种 不 太 正 式 的 方法 来 画图 G x 五 (或 Hx G), 这 种 方法 不 需要 给 
顶点 标号 . 把 G 的 每 个 顶点 x 都 用 图 H 的 一 个 拷贝 A, KRE. Ru A oE G 的 
两 个 顶点 au Al 在 G 中 是 邻接 的 , 就 把 A. 和 A, 的 每 两 个 对 应 顶点 用 一 条 边 
连接 起 来 ; A u M ov 在 G 中 不 是 邻接 的 , Hy 和 A, 之 间 就 不 添加 任何 边 . 该 画 法 在 
图 1.32 中 得 到 说 明 . 


P3 K3 、 J Ps x K3 


图 1.32 MARRE EJLER 


(ESE Ko x Ko 是 一 个 4 圈 . 图 Cy x Ko, 通常 记 为 Q3, 并 称 之 为 立方 体 
(3—cube). 更 一 般 地 , 我 们 把 Qi 定义 为 Ko, AT n > 2, 把 Qa 定义 为 Qj_1 x Ko. 
图 Qn 称 为 m 方 体 (ni 一 cube) 或 者 超 立 方 体 (hypercube). n 方 体 也 可 以 按 如 下 方 
式 定 义 : 顶点 集 由 0 和 1 组 成 的 所 有 有 序 n 元 组 (通常 称 为 m 位 字符 串 (n- bit 
string)) 构成 , 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 的 有 序 n 元 组 恰好 在 一 个 位 置 (46 
标 ) LARA]. 图 1.33 所 示 的 是 n= 1,2,3 的 n F, 它们 的 顶点 都 是 用 n 位 字符 串 
来 标号 的 . 
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图 1.33 n F (1<n<3) 


Noo oa 111 
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习题 

1.21 MHK 3PI U2C4 U Ka. 

1.22 8G 是 不 连通 图 , 由 定理 1.11, G 是 连通 的 . 证 明 : Au Ml ov BC ERPI, 
则 dalu, v) = 1 或 dglu, v) = 2; 因此 , 如 果 G 是 不 连通 图 , 那么 diam(G) < 2. 

1.23 ”考虑 如 下 问题 对 于 给 定 的 正 整 数 k, 是 否 存在 连通 图 G, 满足 G 也 是 连通 的 且 含 有 
4 个 不 同 的 顶点 u,v, z,2 使 得 dolu, v) =k = dalz, y)? 
(a) 证 明 当 大 = 工 或 天 = 2 时 , G 是 存在 的 . 
(b) 找 出 使 G 存在 的 最 大 值 . 

1.24 ”判断 图 1.34 中 的 图 G 与 G2 是 否 为 二 部 的 . 若 它 为 二 部 的 , 重新 画 出 它 以 标 出 部 集 ; 
若 不 是 , 则 说 明 原因 . 





Y2 
图 1.34 “习题 1.24 中 的 图 


1.25 $ G 是 阶 至 少 为 5 的 图 . 证 明 : GAG 中 至 多 有 一 个 是 二 部 的 . 
1.26 RA G 的 顶点 集 为 有 限 整 数 集 . 如 果 ety 是 奇数 , 则 顶点 z 和 y 是 邻接 的 . G 属于 
”哪个 著名 的 图 类 ? 并 给 出 解释 
1.27 “对 于 下 面 图 GLH, G+HAMGx dH. 
(a) G = Ks, H = Ko; (b) G = Ks, H = K3; (c) G=Cs, H= Ky. 
128 ”我 们 已 经 知道 对 于 m > 1, n HE Qr 的 顶点 集 为 n 位 的 字符 串 集 Sn, Sn 中 的 两 个 
顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 恰 有 一 个 坐标 不 同 . 
(a) XIF n > 2, 定义 图 Rr 的 顶点 集 是 ”位 的 字符 串 集 合 Sn, 其 中 两 个 顶点 是 邻接 
的 当 且 仅 当 它们 恰 有 两 个 坐标 不 同 . 画 出 Re 和 Rs. 
(b) XIF n > 3, 定义 图 Tn 的 顶点 集 是 n 位 的 字符 串 集 合 Sn, 其 中 两 个 顶点 是 邻接 
的 当 且 仅 当 它们 恰 有 三 个 坐标 不 同 . By Te 和 Ts. 


1.4 SERSA DE 


在 有 些 情 形 下 , 对 于 我 们 所 讨论 的 问题 , 前面 所 定义 的 图 可 能 不 是 一 个 适当 的 
模型 . 我 们 现在 描述 图 的 定义 的 两 个 变形 , 它们 在 以 后 的 讨论 中 将 会 经 稼 遇 到 ， 在 
一 个 图 中 , 两 个 顶点 或 者 是 邻接 的 , 或 者 不 是 , 换言之 , 两 个 顶点 之 间 连 接 一 条 边 , 或 
者 没有 边 . 一 个 多 重 图 (multigraph) M 是 由 有 限 非 空 顶点 集合 V AIRS EW 
成 , 其 中 M 的 每 两 个 顶点 被 有 限 条 边 (可 能 是 0 条 边 ) 连接 . 在 两 条 或 两 条 以 上 的 
边 连 接 同 一 对 (不 同 的 ) 顶点 , 则 这 些 边 称 为 是 平行 边 (parallel edge). 在 多 重 图 
中 , 允许 连接 顶点 到 其 自身 的 边 , 这 样 的 边 称 为 环 (loop). WRI e 连接 顶点 wv 到 
其 自身 , 则 称 e 为 上 的 环 . 在 多 重 图 的 同一 个 顶点 上 , 允许 有 任意 CAPR) 个 环 . 图 
1.35 列 出 了 4 个 多 重 图 ; SEA M4 WH: 每 个 图 都 是 多 重 图 , 但 该 结论 的 逆 当 然 
不 正确 . 


WINS KS 


图 1.35 BER 


丰 M 是 以 了 为 顶点 集 的 多 重 图 , 则 把 M 的 一 条 边 看 成 是 V 的 一 个 2 元 子 集 
是 不 恰当 的 , 因为 我 们 必须 以 某 种 方式 说 明 边 的 重 数 , 而 且 还 要 考虑 环 的 存在 性 . 

回溯 到 例 1.2, 我 们 考虑 了 集合 S= {2,3,5,8,13,21} 以 及 S 中 的 奉 干 整数 对 ; 
这 些 整数 对 的 和 或 差 ( 取 绝 对 值 ) 仍 属于 5. 图 1.2 中 的 图 ACA ee TRA. 
在 H 中 , 有 一 条 边 连接 了 3 和 5, 说明 3+T5<e9 或 83-5E5. 在 此 情形 下 , 尽管 
都 有 3+5cS 和 |3-5|s5, 但 从 图 互 无 法 知道 这 点 . 图 1.36 的 多 重 图 M 则 提 
供 了 这 个 信息 . 即便 在 此 情形 下 , 顶点 ij 间 的 单一 边 也 不 能 告诉 我 们 是 上 +J7J ES, 
还 是 li- 7) € S; 它 只 能 告诉 我 们 其 中 之 一 出 现 了 . 因而 M 只 是 这 种 情形 的 一 个 较 
好 (但 不 是 最 好 ) 的 模型 . 

一 个 有 向 图 (digraph 或 directed graph) D 是 由 有 限 非 空 集合 V 和 集合 E 
构成 的 , 其 中 Y HARTA eR ATO (vertex); E 是 由 不 同 顶 点 的 有 序 对 (ordered 
pairs) 构成 的 集合 , 其 中 的 元 素 称 为 有 向 边 (directed edge) HU (arc). 4 (u,v) 
ERAH, 则 在 D 的 画 法 中 , 画 一 条 由 u 指向 v 的 有 问 直 线段 或 曲线 段 来 说 明 
这 条 边 , 并 称 u 邻接 到 (adjacent to) v, H v 邻接 自 (adjacent from) u; PR u W 
有 向 边 (u,v) 的 起 点 (start point), v 为 有 向 边 (u,v) 的 终点 (end point); 也 称 顶 
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8 5 


图 1.36 多重 图 


mou Alo SA (u,v) 关联 (incident). AHi (u,v) 和 (v,u) 可 能 会 在 某 个 有 
向 图 中 同时 出 现 . 在 有 向 图 的 定义 中 , 若 对 每 一 对 不 同 顶点 u,v, 至 多 有 一 条 有 问 边 
(u,v) 或 (v,u) 连接 它们 , 则 所 定义 的 有 问 图 称 为 是 定向 图 (oriented graph). 因 
此 , 定向 图 D 可 以 由 某 个 图 G 在 其 每 条 边 上 指定 一 个 方 癌 而 获得 ; 称 有 癌 图 DA 
G 的 一 个 定向 (orientation). 图 1.37 JT Am Di 和 Do, 其 中 Do BRERA, 
但 Di 不 是 . 


Dy Do 


图 1.37 “有 向 图 


接 下 来 , 回 到 例 1.3, 在 那里 我 们 邯 虑 了 由 两 枚 硬币 (一 枚 金币 , 一 枚 银币 ) 组 成 
的 12 种 构 形 ， 二 为 C1,02,°°*,€12.- 现在 ， 我 们 称 Ci RE SE H J, Cj, 如 果 Cj 可 以 由 Ci 
it 7a RK Leo AE TG aS. 建立 此 情形 的 模型 需要 一 个 有 癌 图 ， 即 
图 1.38 RA ARIA D, 它 也 是 个 定向 图 . 
习题 
1.29 (a) 设 S = {2,3,4,7,11,13}. 构造 多 重 图 M, 其 项 点 集 为 S, 对 于 S PARIK i 和 
jE itj 6S, Wij ERA, 并 且 , # li- jle s, 则 他 也 是 一 条 边 . 换 句 话说 ， 
@it+jesS S li-3|e¢ S FRY, 则 在 i 和 ;之 间 连 接 两 条 边 . 
(b) Æ$ (a) 中 的 限制 词 “ 不 同 ” 去 掉 , 则 其 对 答案 有 何 影响 ? 
1.30 ”考虑 图 1.38 中 的 12 种 构 形 c;, 1<i<12, MHSR D, EH V(D)={c1, c2, ,ci2》， 
H. (ci,¢;) 是 D 的 一 条 有 问 边 , WR cj 可 由 ci 相对 于 跳棋 盘 中 心 按 顺 时 针 旋 转 90° 
或 180° 获得 . 
1.31 用 图 1.38 中 的 12 种 构 形 定义 一 种 不 同 于 练习 1.30 中 所 定义 的 变换 , 并 且 能 用 一 个 
有 回 图 而 不 是 图 来 建立 此 模型 . 
1.32 设 S 和 A 是 两 个 有 限 非 空 的 整数 集合 . EXA HK D, BOK V(D)= A, Hc Fy, 
y —x € S, W| (x,y) Æ D AARI. 
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图 1.38 ”用 有 向 图 建立 的 12 种 构 形 的 模型 


(a) 对 于 A = {0,1,2,3,4}, S = {-2,1,2,4}, 画 出 有 向 图 D. 
(b) MR AAS 是 由 奇数 构成 , 那么 D 有 什么 性 质 ? 
(c) 还 可 以 怎样 来 推广 (b) 中 的 问题 ? 
(d) WÈ |A] = [S| = 5, D 的 边 数 为 多 少 ? 
133 ” 设 有 向 图 DD 的 顶点 集 为 {-3,3,6,12}, HÆ i +j, ilj, M (i3) ED. EHAN D. 


第 2 章 度 


2.1 MANE 


对 于 一 个 图 G, 有 很 多 关于 CWE, 它们 称 为 是 G 的 参数 (parameter). 尽管 
了 解 这 些 参 数值 可 以 为 我 们 提供 一 些 图 的 信息 , 但 很 少 能 反映 图 的 整体 结构 .( 这 种 
观点 与 同 构 图 的 概念 紧密 相连 , 关于 同 构 图 我 们 将 在 第 3 章 讨 论 .) 在 上 一 章 中 , 我 
们 已 经 介绍 了 图 最 为 重要 的 两 个 参数 : 阶 与 边 数 . 在 图 中 有 许多 参数 是 与 图 的 顶点 
相 联 系 的 . 本 章 我 们 将 介绍 其 中 最 为 重要 的 一 个 . 

在 图 G 中 , 与 顶点 v 相关 联 的 边 的 总 数 称 为 是 v 的 度 (degree), 记 为 deg vv; 
右 不 致 引起 混淆 , 可 简 记 为 degv. 显然 , degv 也 等 于 与 v 邻接 的 顶点 个 数 . 两 个 
邻接 的 顶点 可 互 称 为 邻 点 (neighbor). MA v 的 邻 点 集 N(v) RAE v 的 邻 域 
(neighborhood). 显然 degv = |N(v)|. 

称 度 为 0 的 顶点 为 弧 立 ( 顶 ) 点 (isolated vertex), 度 为 1 的 顶点 为 端点 (end- 
vertex) (或 叶 (leaf)). G 的 最 小 度 (minimum degree) 是 G 所 有 顶点 的 最 小 的 
BE, 记 为 5(G); G 的 最 大 度 (maximum degree), 记 为 A(G). # G A n 阶 图 ,v 是 
G 任 一 个 顶点 , WA: 


0 < 6(G) < degv < A(G) <n-1. 


如 图 2.1 所 示 , 图 G 的 阶 为 6, 边 数 为 5, 每 个 顶点 都 用 它 的 度 来 标号 . 由 于 G 会 
有 一 个 孤立 点 u, 因此 6(G) = 0. 此 外 , 顶点 w 在 G 中 有 最 大 的 度 , 因此 AG) = 
deg w = 4. HF degu=degz=1, W v HI z HE G 的 端点 . 若 将 G 中 所 有 顶点 的 
REHN, 0 十 1 十 1 十 2 十 2 十 4 = 10, 该 数 恰好 为 G 边 数 的 两 倍 . 下 面 的 定理 2.1 说 明 
上 述 发 现 并 不 是 一 个 巧合 

对 大 多 数 图 论 初 学 者 而 言 , 他 们 一 般 会 把 定理 2.1 作为 自己 学 习 这 门 课 的 第 一 
个 定理 . 因此 , 定理 2.1 常常 被 称 为 “图 论 第 一 定理 ”. 尽管 在 第 1 章 中 已 经 介绍 了 
许多 定理 , 我们 仍 沿 禾 习 惯 把 它 称 为 图 论 第 一 定理 . 

定理 2.1 (图 论 第 一 定理 ) FAG 的 边 数 为 m, Rl 

` deg v = 2m. 
vEV(G) 

证 ”| 直接 证 法 ] 在 计算 G 中 所 有 顶点 度 的 和 时 , 每 一 条 边 e 被 计数 了 两 次 (分 

AIX 与 e 关联 的 两 个 顶点 ). 加 


OO 





图 21 图 G, 5(G) = 0, A(G) = 4 


下 面 给 出 一 个 例子 , 可 作为 上 述 定 理 的 应 用 . 

例 2.2 设 图 G 的 阶 为 14, 边 数 为 27. G 中 每 个 顶点 的 度 只 可 能 为 3, 4 或 5, 
且 G 有 6 个 度 为 4 的 顶点 . 问 G 中 有 多 少 度 为 3 的 顶点 ? 多 少 度 为 5 的 顶点 ? 

解 ” 设 G 有 Zz 个 度 为 3 的 顶点 . 由 于 G 的 阶 为 14 且 度 为 4 的 顶点 有 6 个, 则 
度 为 3 或 5 的 顶点 共有 8 个 . 因此 , 度 为 5 的 顶点 有 8 一 zx 个. 对 G 的 顶点 的 度 求 
和 , 由 图 论 第 一 定理 , 我 们 得 到 : 


3XxZ 二 4x6 二 5x(8 一 了) 一 2 x 27, 
3x + 24+ 40 — 52 = 54, 


—2g = — 10, 
C=O. 
而 8 一 z ==3. 因此 , G 有 5 个 度 为 3 的 顶点 ,3 个 度 为 5 的 顶点 . 人 


从 例 2.2 的 解法 可 以 看 出 该 问题 有 唯一 解 . 或 许 你 还 可 以 发 现 其 他 的 解法 , 例 
如 试图 画 出 该 图 . 考虑 图 2.2 所 示 的 图 , 每 个 顶点 都 用 它 的 度 标 号 . 显然 , 该 图 满足 
例 2.2 的 条 件 , 有 14 个 顶点 、27 条 边 且 有 6 个 度 为 4 的 顶点 . 不 难 发 现 该 图 有 5 个 
BEA 3 的 顶点 ,3 个 度 为 5 的 顶点 , 恰好 为 例 2.2 的 解 . 虽然 以 这 种 方式 可 以 给 出 问 
题 的 正确 解答 , 但 这 种 解法 并 不 可 行 . 因为 我 们 并 不 知道 如 何 根 据 已 有 的 条 件 来 画 
出 图 2.2, 从 而 得 到 正确 答案 . 





图 2.2 ”一 个 阶 为 14, 边 数 为 27 的 图 
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下 面 我 们 来 看 另 一 种 可 能 的 “解法 ”>， 事 实 上 , 求解 该 问题 就 是 找到 两 个 整数 
7,y 使 得 : 
XY 二 8; 
Sz + 4x 6 +5y = 2 x 27 = 54. 


通过 观察 , x = 5, y = 3 满足 上 述 方程 , 从 而 “解决 ”了 该 问题 . 但 这 种 “解法 ”同样 
存在 缺陷 , 我 们 怎样 说 明 z = 5, y = 3 是 满足 方程 的 唯一 解 呢 ? (当然 , 我 们 可 以 学 
试 x,y 所 有 可 能 的 值 .) 在 例 2.2 中 所 给 出 的 解法 不 仅 证 明了 z =5,y=3 是 仅 有 的 
解 , 而 且 证 明了 该 解法 不 依赖 于 给 定 条 件 (图 有 14 个 点 , 27 条 边 , 6 个 度 为 4 的 硕 
FA) 的 图 . 这 正如 我 们 在 求解 ao? 一 zx = 3z 一 4 的 实数 根 z 时 , 仅仅 得 到 x = 2 是 该 
方程 的 解 是 不 够 的 , 因为 我 们 需要 找到 2? — 2 = 3r 一 4 的 所 有 人 解 . 尽管 x = 2 是 唯 
一 的 解 , 我 们 也 不 得 不 去 证 明 它 ， 

设 G 是 一 个 边 数 为 m 的 二 部 图 , U = {ui, ue, Us 和 W = {w wo, ---, 
wij} 是 G 的 两 个 部 集 .G 中 每 条 边 都 连接 着 U 中 的 一 个 顶点 和 W 中 的 一 个 顶点 , A 
此 U(x W) 中 顶点 的 度 和 等 于 G 的 边 数 , 即 


3 t 
> deg Ui = S| deg w; =m. (2.1) 
i=l j=l 


为 方便 起 见 , 我 们 把 度 为 偶数 的 顶点 称 为 偶 点 (even vertex), 度 为 奇数 的 顶 
点 称 为 奇 点 (odd vertex). 回顾 图 2.2 中 的 图 G, 它 有 6 个 奇 点 和 8 个 偶 点 . 特别 
地 , 奇 点 的 个 数 为 偶数 . 我 们 将 证 明 该 结论 对 所 有 图 均 成 立 . 

推论 2.3 “每 个 图 都 有 偶数 个 可 点. 

证 ”|[ 直 接 证 法 ] 假设 G 是 一 个 边 数 为 m 的 图 . 我 们 将 图 G 的 顶点 集 V(G) 划 
分 成 两 个 子 集 并 Al Vo, 其 中 V 是 由 G 的 所 有 奇 点 构成 , Vo 是 由 G 的 所 有 偶 点 构 
成 . 根据 图 论 第 一 定理 ， 


S deg v = ` deg v + ` deg v = 2m. 


vEV (G) vEVI vEV2 


vey, deg uv 是 所 有 偶数 的 和 , 因而 为 偶数 . 因为 
` degv = 2m 一 ` deg v, 


vEVI vEV2 
所 以 并 ,cv dego 也 是 一 个 偶数 . 由 于 Vi 中 顶点 的 度 均 为 奇数 , 即 推出 页 中 顶点 
的 个 数 是 偶数 


从 顶点 的 度 中 我 们 可 以 了 解 图 的 大 量 人 信息， 例如, 如果 一 个 n 阶 图 G 包含 
一 个 度 为 n -1 的 顶点 , 则 G 一 定 是 连通 图 ， 下 面 给 出 简要 的 证 明 ， 不 妨 假设 
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degu=n-1,ilw 5 G 中 其 他 所 有 的 顶点 都 邻接. 欲 证 明 G 是 连通 图 , 只 需 证 明 
对 于 G 中 任意 两 个 顶点 x,y, G 中 存在 一 条 x 一 y RY. Bw Achy 结论 显然 
成 立 . 若 包 不 为 x 或 y, 由 于 zy 都 与 w BE, Wl rwy 是 G 中 一 条 xz 一 y 路 

上 述 度 条 件 不 是 图 连通 的 必要 条 件 . 例如 , 阶 为 n(n > 4) 的 路 已 是 连通 的 , 但 
每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2. 下 面 我 们 给 出 图 连通 的 几 个 度 条 件 . 

定理 2.4 设 G 为 nn 阶 图 . SHAT G 中 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u fo v, 都 满 
Æ: 

degu + degv 2n- 1, 


则 G 是 连通 的 , 且 diam(G) < 2. 

证 [直接 证 法 ] 我 们 只 需 证 明 G 的 任意 两 个 顶点 可 由 一 条 长 至 多 为 2 的 路 来 
连接 即 可 . 设 x,y € V(G). A cy € E(G), W x,y 即 为 一 条 连接 x Al y 的 路 . 下 面 假 
it cy ¢ E(G). 由 degg +degy >n—1 WHEN, G 中 一 定 存在 一 个 与 x,y 都 邻接 的 
顶点 w. 因此 z,w,y 是 G 中 满足 条 件 的 一 条 路 . u 


由 定理 2.4 也 可 推出 : An 阶 图 G 的 每 个 顶点 v 都 满足 degv > (n — 1)/2, 则 
G 必然 是 连通 的 . 

推论 2.5 设 G 是 阶 为 n 的 图 . Æ 6(G) > (n—1)/2, UG 有 是 连通 的 . 

证 [直接 证 法 ] 对 于 G 中 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u,v, 


n— 1 n— 1 


deg u + deg v 之 一 十 5 =mn— 1. 





由 定理 2.4, G 是 连通 的 . = 


根据 推论 2.5, GH G 的 阶 为 7 且 6(G) > (7 一 1)/2= 3, WW G 是 连通 的 . 同样 ， 
Æ G 的 阶 为 8 旦 5(G) > (8 一 1)/2 = 3.5, W G 也 是 连通 的 . 当然 , 后 者 也 可 表述 成 : 
若 G 的 阶 为 8 H 6(G) > 4, M G 是 连通 的 . 进而 , 对 于 偶数 n, 推论 2.5 可 表述 成 : 
E n WE G 满足 6(G) 2 n/2, M G 是 连通 的 . 

我 们 再 回 到 定理 2.4. 该 定理 告诉 我 们 , 对 于 n NE G, 若 任意 两 个 不 邻接 的 顶 
点 度 的 和 “足够 大 ”, 则 G 是 连通 的 . 从 定理 2.4 可 以 看 出 m -1 已 经 足够 大 了 . 显然 ， 
若 任 意 两 个 不 邻接 的 顶点 度 的 和 至 少 为 n, 则 G 必 是 连通 的 . 若 任意 不 邻接 的 两 个 
顶点 的 度 和 至 少 为 n — 2, 情况 如 何 ? 它 是 否 还 能 保证 G 是 连通 的 ? 下 面 我 们 将 讨 
论 定理 2.4 中 的 界 的 紧 性 (sharpness), 即 说 明 如 果 将 定理 2.4 中 的 n 一 1 换 成 更 小 
的 整数 , 结论 是 否 依然 成 立 ; 若 不 成 立 , 则 说 明定 理 2.4 中 的 界 不 能 再 改进 了 , 因此 
这 个 界 是 紧 的 . | 

正如 下 面 的 说 明 , 定理 2.4 中 的 界 的 确 是 紧 的 . 例如 , 设 ” 为 一 偶数 , 不 妨 设 为 
n 二 2k. 考虑 图 GY 2K,, 即 G 是 由 两 个 连通 分 支 构成 的 不 连通 图 , 其 每 个 连通 分 
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不 同 的 连通 分 支 , 且 度 均 为 上 一 1. WA: 


degu + degv = (k—-1)+(k—-—1) =2k-2=n- 2. 


因此 , 对 于 一 个 n 阶 图 G 而 言 , 即使 任意 两 个 不 邻接 顶点 的 度 和 至 少 为 n 一 2, 也 不 


能 保证 G 是 连通 的 . 
7 CO Ce) 


M23 BA n=2k 且 任 意 两 个 不 邻接 项 点 度 和 人 至少 为 n 一 2 的 不 连通 图 


再 次 考察 内 阶 不 连通 图 G. AAG 至 少 有 两 个 连通 分 支 , 故 G 中 一 定 在 在 某 个 
连通 分 文 G1, Gi 的 阶 ni BAA n/2. Gr 中 每 个 点 的 度 至 多 为 n1 一 1 < (n/2)-1= 
(n — 2)/2, 因此 5(G) < (n 一 2)/2. (这 就 给 出 了 推论 2.5 的 一 个 道 否 证 明 .) E G 有 
三 个 连通 分 支 , WAP MHRA A n/3. 更 为 一 般 地 , 和 若 G 有 上 个 连通 
NL, 则 其 茶 个 连通 分 文 的 阶 至 多 为 n/k. 

在 多 重 图 和 有 向 图 中 , 也 有 类 似 的 度 概念 ， 对 于 多 重 图 GHIA v, v OE 
(degree) 定义 为 与 v 相关 联 的 边 的 总 数 , 其 中 v 上 的 每 个 环 对 度 的 贡献 为 2( 即 计 
数 2 次 ). 对 于 图 2.4 所 示 的 图 G, 有 

deg ui = 4, deg uz = 6, deg u3 = 6, deg u4 = 4. 


U1 V1 


图 2.4 ”多 重 图 和 有 问 图 的 度 


FARE] D 的 顶点 v, v 的 出 度 (outdegree) odv 定义 为 DD 中 以 wv 为 起 点 
HAUTE, v BY ABE (indegree) idv 则 定义 为 DD PA v 为 终点 的 有 问 边 个 数 
对 于 图 2.4 所 示 的 有 回 图 D, 有 | 

od vi = id v1 = L, od Us = 2, id Vs 一 L, od v3 一 0, id vs = i. 
习题 
2.1 给 出 满足 下 列 条 件 的 图 或 说 明 这 样 的 图 为 什么 不 存在 : 
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(a) 阶 为 7 的 图 , 顶点 的 度 分 别 为 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3. 
(b) 阶 为 7 的 图 , 顶点 的 度 分 别 为 1, 2, 2, 2, 3, 3, 7. 
(c) 阶 为 4 的 图 , 顶点 的 度 分 别 为 1, 3, 3, 3. 
2.2 ”给 出 满足 下 列 条 件 的 图 或 说 明 这 样 的 图 为 什么 不 存在 : 
(a) RA ASHK. 
(b) 所 有 顶点 度 为 3 的 非 完 全 图 . 
(c) 阶 至 少 为 5 的 图 G, 且 对 于 G 中 任意 两 个 邻接 的 顶点 u, v, 均 有 degu 4 deg v. 
(d) 阶 至 少 为 5 的 非 完全 图 H, 且 对 于 H 中 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u, v, A degu Fx 
deg v. 
2.3 bry 12 且 边 数 为 31 的 某 个 图 的 每 个 顶点 的 度 或 者 为 4 或 者 为 6, 则 该 图 中 度 为 4 
的 顶点 有 多 少 个 ? | 
24 给 出 一 个 阶 为 6 且 边 数 为 10 的 图 G, 满足 5(G) = 3, A(G) = 4. 
2.5 AA 25 且 边 数 为 62 的 图 G 的 每 个 顶点 的 度 只 可 能 为 3, 4, 5 或 6, HE 2 个 度 为 
4 的 项 点, 11 个 度 为 6 的 顶点 . 问 G 中 有 和 多少 度 为 5 的 顶点 ? 
2.6 证明: 在 一 个 阶 为 3n (n > 1) 的 图 中 , 若 度 为 一 1 和 和 ni 十 1 的 顶点 个 数 均 为 n, 则 
n 必 为 偶数 . 
27 议 G 为 22 阶 的 二 部 图 , 忆 和 丈 为 G 的 两 个 部 集 , 其 中 Ul = 12. 车 U 中 每 个 顶点 
的 度 为 3, W 中 每 个 顶点 的 度 为 2 或 4. 问 : G 有 多 少 度 为 2 的 顶点 ? 
28 设 G An 阶 图 . EX G 中 任意 三 个 互 不 邻接 的 顶点 u,v 和 w, 都 有 degu 十 degv + 
degw > n — 1, 则 G 一定 是 连通 的 吗 ? 
2.9 证 明 : 石 不 连通 图 G RAMSAR, 则 这 两 个 奇 点 一 定 属于 G 的 同一 连通 分 支 . 
2.10 ”我 们 已 经 知道 : An 阶 图 G 的 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u Al v 都 满足 degu 十 degv > 
n— 2, Wl G 可 能 是 不 连通 的 . 
(a) WEH: FE n 阶 的 连通 图 G, CWE: 对 于 G 中 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 4 和 w, 都 
有 degu+degu>n-2, H G 有 两 个 不 邻接 的 顶点 x Al y, A degr + degy = 
nm — 2. 
(b) EH: en GTA G 的 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u Al ov 都 满足 degu+degy > n—2, 
则 G 至 多 有 两 个 连通 分 支 . 
(c) (b) 中 的 界 是 紧 的 吗 ? 
2.11 推论 2.5 说 明了 ;: A n BYE G 满足 6(G) > (n—1)/2, M G 是 连通 的 . 问 : 界 (n 一 1)/2 
FEB ARH? Bll, (n 一 1)/2 能 否 用 (n 一 2)/2 RE? 
2.12 证明: Æ n WA G 满足 A(G)+5(G) >n-1, A G 是 连通 的 , A diam(G) < 4. 并 
WEH: 界 n 一 1 是 紧 的 . 
2.13 设 G 是 阶 为 n(n > 2) 的 图 


(a) 证 明 : Æ G 的 每 个 顶点 v 都 满足 degv > (n — 2)/3, W G 至 多 有 两 个 连通 分 支 . 
(b) 证 明 (a) PAS AER. 
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2.14 WEH: 看 图 G 的 任意 一 条 边 都 连接 一 个 奇 点 和 一 个 偶 点 , 则 G 是 二 部 图 是 有 偶数 条 
边 . 

2.15 证明: 者 对 连通 图 G 的 任意 两 个 顶点 u 和 wv, 每 条 4 一 v 路 的 长 度 都 为 奇数 或 都 为 
偶数 , 则 G 是 二 部 图 . 

2.16 ”证 明 : 对 于 阶 为 2n 十 1 (Qn+125) HAG, € G 的 每 个 顶点 的 度 或 为 n 十 1 或 为 
n +2, 则 GEERS tn 十 1 个 度 为 n 十 2 的 顶点 或 至 少 n+2 AER n+1 的 顶点 . 

217 WG 为 连通 图 且 满 足 : 
(a) G 包含 一 顶点 w, 满足 deg w 4 0 (mod 3), 
(b) 对 G 中 任意 两 个 邻接 的 顶点 u,v, 都 有 degu + deg v = 0 (mod 3). 
证 明 : G 是 二 部 图 , 日 不 包含 满足 degz = 0 (mod 3) 的 点 z. 

2.18 设 8 阶 图 G 的 顶点 集 为 V(G) = {v1,v2,…,vV8}. Æ degui =i (1 <7 < 7), TOK 
deg us. 并 给 予 解释 . 
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前 面 已 经 提 到 , 对 于 nn BAG, A 0 < 6(G) < A(G) <n—-1. & 4(G) = A(G), 
WG 的 顶点 具有 相同 的 度 , 此 时 称 图 G 是 正则 的 (regular). 若 对 于 G 的 任意 一 
个 顶点 v, 都 有 degu=r(O<r<n-1), WH G 是 7 正则 (r-regular) KE r 正则 
的 (regular of degree r). 图 2.5 列 出 了 所 有 4 阶 和 5 阶 的 正则 图 . 由 推论 2.3 可 
知 , 不 存在 含有 奇数 个 奇 点 的 图 , 因此 不 可 能 有 1 正则 或 3 正则 的 5 阶 图 . 


0 正则 1 正则 2 正则 3 正则 
O 
se O Q 
5 阶 
O Oo 
0 正则 2 正则 4 正则 


图 2.5 ”一些 正 则 图 


3 正则 图 也 被 称 为 是 立方 图 (cubic graph). 图 K4, K33, 和 Q; 都 是 立方 图 ; 
然而 最 为 著名 的 立方 图 则 是 Petersen 图 , 如 图 2.6 所 示 . 我 们 将 在 后 面 遇 到 这 个 图 , 
(8.5 节 将 专门 讨论 Petersen 图 .) 

由 推论 2.3 可 知 : Br 和 WAAR, 则 不 可 能 存在 n 阶 的 7 正则 图 . 但 除 此 
之 外 , 对 于 0<r<n 一 1, 在 nn 阶 的 7 正则 图 存在 性 方面 , 还 没有 其 他 的 限制 条 件 . 


图 2.6 Petersen 图 


在 下 面 的 证 明 中 , 我 们 将 考虑 顶点 集 为 V(G) = {v1,v2,… ,vn} 的 图 G, 并 对 顶 后 的 
下 标 实施 模 n 的 算术 运算 . 例如 : Æ n = 6, i= 5, 则 将 顶点 vite WA 1. 

定理 2.6 设 r 和 nn 为 满足 0<r<n 一 1 的 整数 , 则 存在 n 阶 的 7 正则 图 
SARS rfn 中 至 少 有 一 个 为 偶数 . : 

证 [直接 证 法 ] 如 前 面 所 述 , 如 果 7 和 nn 均 为 奇数 , 则 不 可 能 存在 7 MAr E 
则 图 .因此 只 需 验 证 充分 性 即 可 . 假设 7 和 为 满足 0 < rn 一 1 的 整数 , 且 7 
Alon 中 至 少 有 一 个 为 偶数 . 下 面 我 们 构造 一 个 n Br r 正则 图 Hrn. 8 V(Hrn) = 
{V1, 02," VnF- 首先 假设 了 是 偶数 ， WU AE ESE Th ER k < (n ~ 1)/2, 使 得 r = 
2k < n 一 1， HFEA i <i <n), 连接 六 到 ww ,Wis+k 并 连接 v; 到 
Vi-1, Vi-2, °° Vi-k- 如 果 认 为 顶点 1,v2，,… ,vm 是 循环 排列 的 , 则 每 一 个 v; 和 vv 后 
的 个 顶点 邻接 , 也 和 vi 前 的 个 顶点 邻接 . 因此 Hrn 是 正则 的 . 4 r= 4, n= 10 
时 , Ha10 就 是 图 2.7(a) 中 的 图 . 

再 假设 7 是 奇数 , n = 24 是 偶数 . 同样 存在 某 个 非 负 整数 k < (n 一 2)/2 使 得 
7 二 2k 十 1 < nn 一 1. 我 们 按照 上 述 方式 连接 v 到 2k SOUS, 同时 连接 六 到 vite. 在 
此 情形 下 , 我 们 仍然 可 以 认为 顶点 v1,v2,… ,vn 是 循环 排列 的 , 每 一 个 vi 与 vi 后 的 
k MALK v 前 的 有 个 顶点 邻接 , 日 v; 和 其 “相对 ”的 瞧 一 顶点 邻接 . 因此 Hrn 





是 7 正则 的 . 当 7 = 5, n= 10 时, 5,10 MÆR 2.7(b) 中 的 图 . 
Ul 
v10 v2 
Ug Va 
Ug UA 
V7 ve v5 
(a) Hao (b) Hs,10 


图 27 10 队 4 正则 和 5 正则 图 


2.2 正 则 图 35 


上 述 图 Hrn 称 为 是 Harary 图 , 是 以 Frank Harary 来 命名 的 . 在 5.3 节 , 我 们 
将 再 次 提 及 Harary 和 Harary 图 . 

我 们 所 给 出 的 定理 2.6 的 证 明 是 一 种 构造 性 证 明 . 我 们 确实 构造 了 一 个 具有 给 
定性 质 的 图 , 并 非 简 单 地 证 明 具 有 这 些 性 质 的 某 个 图 是 存在 的 . 对 于 正则 图 的 子 图 ， 
会 有 一 些 限制 条 件 . 尽管 定理 2.6 的 证 明 没 有 体现 出 这 一 点 , 但 这 些 限制 的 确 是 存 
在 的 . 例如 , A 五 是 一 个 7 正则 图 , 则 五 不 可 能 包含 一 个 A(G) >r 的 图 G 作为 子 
图 . 另 一 方面 , 各 对 某 个 整数 r, 如 果 图 G 满足 A(G) <r, 则 G 是 某 个 7 正则 图 的 
FE (事实 上 , 可 以 是 诱导 子 图 ). 我 们 来 看 下 面 这 个 定理 . 

定理 2.7 “对 于 任意 图 G 和 任意 整数 7 SAG), 都 存在 7 正则 图 H, CaF 
G 作为 诱导 子 图 . 

证 [直接 证 法 | 若 G 是 > 正则 的 , 取 互 = G 即 可 . 因此 , 我 们 可 以 假设 G 不 
是 7 正则 的 . 设 G 的 阶 为 mw V(G) = {v1, v2,---, un}. RG 是 G 的 一 个 拷贝 , 其 顶 
点 集 V(G’) = {vv 0h}, 且 对 1<i<n,G’ 的 顶点 必 对 应 于 G 的 顶点 v. 我 
们 现在 从 G 和 C 来 构造 图 Gi: 对 G 的 所 有 满足 degw <r 的 顶点 vi (1 <i <n), 
PON vivi 易 见 , G 是 Gi 的 诱导 子 图 且 6(Gi) = 6(G) +1. & Gi Æ r EMW, 取 
H = Gi; 着 Gi 不 是 7 正则 的 , 则 重复 上 面 的 操作 , BEAU k= r- (G) 步 后 得 到 
一 个 > 正则 图 Gy. 图 Gi 即 为 所 求 . m 


A T AAH EE 2.7 中 的 构造 , 考虑 图 2.8 中 的 G, 其 中 A(G) = 4, 5(G) = 2. 
我 们 要 构造 一 个 包含 G 作为 诱导 子 图 的 4 正则 图 H. 首先 , 在 G 的 两 个 拷贝 中 ， 
在 所 有 度 小 于 4 的 对 应 顶点 对 之 间 添 加 边 , 从 而 构造 出 图 G1. 显然 A(G1) = 4, 
6(Gi)=3, H G 是 Gi HASTA. 重复 上 面 的 操作 , 在 Gi 的 两 个 拷贝 中 , 在 所 有 
BA 3 的 顶点 对 之 间 添 加 边 , 构造 出 图 互 . 则 五 是 4 正则 的 , 且 G 是 H 的 诱导 子 
图 . 


9- 





图 2.8 ”包含 G 作为 诱导 子 图 的 4 正则 图 H 
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定理 2.7 FTE 1936 年 出 版 的 第 一 本 图 论 专著 (Denks Konig 4) FRSE T A 
述 . 尽管 Konig 的 证 明 是 对 多 重 图 而 言 的 , 但 他 的 证 明 可 以 导出 我 们 在 定理 2.7 中 
所 给 的 证 明 . 然而 定理 2.7 并 没有 构造 一 个 包含 给 定 图 G (满足 AG) <r) FEAR 
导 子 图 旦 阶 数 最 小 的 r 正则 图 . Paul Erd6s 和 Paul J. Kelly 发 现 了 一 种 方法 , 应 用 
该 方法 可 找到 上 述 r 正则 图 的 最 小 阶 数 . 对 于 该 问题 , 考虑 下 面 的 例子 . 

例 2.8 对 于 图 2.9 所 示 的 图 G 找 出 仿 G 作为 诱导 子 图 且 阶 数 最 小 的 5 正 


则 图 H. 
LNI, 


K 2.9 例 2.8 的 图 G 


fe. 由 于 G 的 阶 为 6, 6(G) = 2, KA 五 的 阶 至 少 为 9. 然而 并 不 存在 9 阶 的 
5 正则 图 , H 的 阶 至 少 为 10. 因此 要 构造 含 G 作为 诱导 子 图 的 5 正则 图 , 就 必须 在 
G 中 至 少 添 加 4 个 顶点 , 记 为 u,v, w, 2, 如 图 2.10(a) Bras. 如 图 2.10(b) Bras, 连接 
u,v, w, r 到 G 中 的 顶点 以 及 它们 之 间 的 边 , 就 得 到 了 一 个 5 正则 图 H. 显然 G 是 


H 的 诱导 子 图 . 因此 , 上 述 A 的 最 小 阶 数 为 10. > 





Aj 2.10 j 2.8 中 图 A 


2.19 ”构造 所 有 可 能 的 6 阶 和 7 阶 正则 图 . 
2.20 ”证 明 若 G 是 非 正则 的 连通 图 , WG 包含 两 个 邻接 顶点 u All v, 使 得 degu + deg v. 
2.21 (a) 找 出 Petersen 图 的 0, 1, 2, 3 正则 的 生成 子 图 Go, Gi, G2, Gs. 
(b) 找 出 Petersen 图 的 0, 1, 2, 3 正则 的 诱导 子 图 Fo, Fi, F2, F3. 
(c) 怎样 修改 (b) 使 问题 变 得 更 为 有 趣 (或 更 有 挑战 性 )? 
2.22 ”对 于 图 2.11 所 示 的 图 G, 构造 一 个 含 G 作为 诱导 子 图 的 3 正则 图 H. 
(a) 利用 定理 2.7 的 证 明 方 法 , H 的 阶 是 多 少 ? 
(b) FEE H 有 最 小 的 阶 , 则 阶 是 多 少 ? 


2.23 


2.24 


2.20 


2.26 


2.27 


2.28 


2.29 


2.30 
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图 2.11 习题 2.22 中 的 图 G 
构造 一 个 阶 数 最 小 的 3 正则 图 H, CES 
(a) Ps (EAS TA. 
(b) Ps 作为 诱导 子 图 . 
(c) Pr (EARS TA. 
如 图 2.12 所 示 的 图 G, H 是 包含 G 作为 诱导 子 图 的 3 正则 图 , 那么 H 的 阶 最 小 为 


多 少 ? 
G oo |. 


图 2.12 “习题 2.24 中 的 图 G 


(a) 设 v 是 图 G 的 顶点 . WERA G -ov 是 3 正则 的 , 则 G 具有 奇数 阶 . 

(b) RA G 是 7 正则 图 , 其 中 r 是 奇数 . 证 明 G 不 包含 奇数 阶 的 连通 分 支 

(a) WEAR: 图 G 是 正则 的 当 且 仅 当 G 是 正则 的 . 

(b) WEH: 若 G 与 避 均 是 7 正则 的 , 则 G 具有 奇数 阶 . 

WEH: 47 G 是 7 正则 的 二 部 图 (7r > 1), 且 部 集 分 别 为 A W, W U= |W}. 

考虑 下 面 问题 : 是 否 存 在 图 GMES r, 其 中 6(G) <r, A(G) < r, 使 得 按 定理 2.7 
的 证 明 所 构造 的 7 正则 图 H ARS G 作为 诱导 子 图 , MH H 在 所 有 满足 条 件 的 r 
正则 图 中 具有 最 小 的 阶 . 

(a) 证 明 : 对 于 n RE G, E 6(G) + 6(G) <n-1. 

(b) 证 明 : 对 于 n 阶 图 G, 6(G) 十 6(G) =n-1 当 且 仅 当 G 是 正则 的 . 

从 G = Ki 开始 , 应 用 定理 2.7 中 的 构造 方法 , 给 出 一 个 含 G 作为 诱导 子 图 的 3 正则 
图 A, H 是 鄂 一 个 著名 的 图 ? 


2.3 度 J J| 


我 们 已 经 讨论 了 所 有 顶点 具有 相同 度 的 图 , 但 顶点 具有 不 同 度 的 图 更 加 典型 ， 


AEA G 所 有 顶点 的 度 排 成 一 个 序列 s, 则 s PRA G 的 度 序列 (degree sequence). 
例如 , 如 图 2.13 所 示 的 图 G, 其 每 个 顶点 用 度 标 号 . 下 面 的 序列 
s:4,3,2,2,2,1,1,1,0; s’:0,1,1,1,2,2,2,3,4; s” :4,3,2,1,2,2,1,1,0 (2.2) 


均 为 G 的 度 序 列 , 其 中 序列 s 是 非 增 的 ,s 是 非 减 的 ,s” 的 排列 是 随意 的 . 确定 图 的 
度 序列 并 不 困难 , 然而 其 逆 间 题 却 相 当 有 趣 . 


图 2.13 REPS A 4,3, 2,2,2,1,1,1,0 的 图 


给 定 一 个 由 非 负 整数 组 成 的 有 限 序列 s, s 是 否 是 某 个 图 的 度 序列 呢 ? 一 个 由 
非 负 整数 组 成 的 有 限 序 列 称 为 是 可 图 的 (graphical), 如 果 它 是 某 个 图 的 度 序 列 . 当 
然 ,(2.2) 中 所 有 的 序列 都 是 可 图 的 . 
例 2.9 下列 哪 些 序列 是 可 图 的 ? 
(1) sı : 3,3,2,2,1,1 
(2) s2 : 6,5,5, 4,3,3,3,2,2 
(3) s3 : 7,6,4, 4,3,3,3 
(4) s4 : 3,3,3,1 


(1) 序列 sı 是 可 图 的 . 事实 上 它 是 图 2.14 中 Gi 的 度 序 列 . 


2 | 3 3 1 

(z1 | < 
2 1 

图 2.14 ”上 度 序 列 为 3,3,2,2,1,1 的 图 


(2) 因为 so 中 奇数 项 的 个 数 是 奇数 , 所 以 so 不 可 能 是 某 个 图 的 度 序 列 (否则 ， 
这 个 图 有 奇数 个 奇 点 , 与 推论 2.3 矛盾 ). 因此 , s2 不 是 可 图 的 . 

(3) 序列 ss 同样 也 不 是 可 图 的 . 否则 ,ss 将 是 一 个 7 阶 图 的 度 序 列 , 且 该 图 包含 
一 个 度 为 7 的 顶点 . (7 阶 图 任 一 顶点 的 度 至 多 为 7 一 1 = 6.) 

(4) 尽管 序列 s 包含 的 4 项 均 不 超过 4 一 1 = 3, MEH s 中 奇数 项 的 个 数 为 偶 
数 , 但 s4 VA REA AY. | 反 证 法 ] 假如 s4 是 可 图 的 , 则 存在 一 个 阶 为 4 的 
图 Ga, 其 顶点 集 V(G4) = {u,v,w, x} 满足 degu = degv = degw = 3 和 
degr = 1. 这 就 意味 着 u,v, w 94 G4 中 的 任意 其 他 顶点 (包含 顶点 x) W 
接 , 但 z 仅 可 能 与 u,v, w 中 的 一 个 邻接 , 从 而 导致 矛盾 ! 9 


序列 s4 说 明 , 有 可 能 难以 判断 一 个 序列 是 否 可 图 . 下 面 给 出 的 定理 将 帮助 我 
们 有 效 地 确定 一 个 给 定 的 序列 是 否 为 可 图 的 . 该 定理 要 归功 于 Václav Havel 和 S. 


Louis Hakimi. 尽管 Havel 和 Hakimi 是 分 别 独 立 完 成 了 证 明 并 各 目 撰写 论文 来 曾 
述 该 定理 的 , 但 我 们 还 是 习惯 上 称 它 为 HaveLHakimi 定理 .为 应 用 该 定理 , 我 们 考 
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谍 非 增 序列 . 
定理 2.10 ”由 非 负 整数 构成 的 非 增 序列 s :di,d2,…,dn (n 之 2,d; 21) È 
可 图 的 当 且 仅 当 序列 
Sı : dg ~1,d3 —1,---,da,41 — 1, dg,42,---,dn 
是 可 图 的 . : 
证 | 直接 证 法 和 反 证 法 ] 假设 s 是 可 图 的 , 则 存在 图 G1, WAR V(G) = 
{t22,V3 , Un} HWE 


di—1, #2<i<d +1 


de Vi = 
SG a 4 dy +2<i <n. 


我 们 在 G1 中 增加 一 个 新 的 顶点 vo. 和 di 条 边 vvh? <i < di +1), 从 而 获得 图 G. 
由 于 degg vi 二 di(1 <i <n), M s Æ G 的 度 序列 , Bs 是 可 图 的 . 

证 明 必要 性 更 具有 挑战 性 . 假设 s 是 可 图 的 . Æ s 是 某 个 图 G 的 度 序列 , 并 且 对 
FGP PEJ di 的 顶点 u, 与 之 邻接 的 顶点 的 度 分 别 为 do ds3,…,dai+t1, WA G — u 
的 度 序列 恰好 是 s1; 必要 性 得 证 . (然而 , BU s 为 度 序列 的 任 一 个 图 都 不 包含 满足 
上 述 性 质 的 顶点 u, 则 该 如 何 讨论 ? 值得 庆幸 的 是 , 我 们 不 必 在 意 这 个 问题 , 因为 我 
们 将 证 明 : 一 定 存 在 某 个 以 s 为 度 序列 的 图 G, 它 包含 满足 上 述 性 质 的 顶点 u) 

及 证 法 ] 假设 以 s 为 度 序 列 的 任 一 个 图 都 不 包含 度 为 di 目 满足 下 述 性 质 的 顶 
BR: 与 该 顶点 邻接 的 顶点 的 度 分 别 为 如 ,da ……,da+l B G 是 以 s 为 度 序列 的 图 ， 
其 顶点 集 为 V(G) = {v1,v2,…,vn), HE: deg vi = di (1 <icn), 与 v1 邻接 顶 
点 的 度 和 尽 可 能 地 大 . AA ur 不 同时 与 度 为 d2, ds,…, da,+1 的 顶点 邻接 ( 即 vi 不 
同时 与 di 之 后 的 di 个 最 大 度 的 顶点 邻接 ), WS v1 邻接 的 顶点 中 必 存 在 某 个 顶点 
Us, 使 得 vs WIRED FRETS vi 不 邻接 的 顶点 vr 的 度 ; 即 存在 顶 上 已 vr 和 us, dr > de, 
v1 与 ve WH, v 与 vr 不 邻接 . 由 于 deg vi = dr > ds = deg vs, 则 一 定 存 在 顶点 v, 
使 得 v 与 w 邻接 而 与 we 不 邻接 . 考虑 在 G 的 基础 上 将 边 vivs, Urve 替换 成 viv, 
vsvt 所 得 到 的 图 C (如 图 2.15 Bras, 其 中 虚线 表示 两 点 之 间 没 有 边 ). 


G 中 的 边 G' 中 的 边 
图 2.15 定理 2.10 证 明 中 , 由 G 到 G 的 换 边 过 程 


可 以 发 现 ,G 和 C 具有 相同 的 顶点 集 , 并 且 s 同时 是 G AG’ 的 上 度 序列 . 然而 ， 
GPA v1 邻接 顶点 的 度 和 大 于 G 中 与 v 邻接 顶点 的 度 和 , 导致 巴 盾 ! 四 
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我 们 用 下 面 两 个 例子 来 说 明定 理 2.10. 
例 2.11 判断 序列 s:5.43.3.2.2.2.111 是 否 为 可 图 的 . 
解 ” 删 除 序列 s 的 首 项 5, 对 其 后 的 5 项 每 项 减 1, 我 们 得 到 


sh : 3,2,2,1,1,2,1,1,1. 
为 再 次 利用 定理 2.10, 对 序列 5, 按 非 增 顺序 排列 , 得 到 
sı : 3,2,2,2,1,1,1,1,1. 


由 定理 2.10, s 是 可 图 的 当 且 仅 当 sl 是 可 图 的 . 由 于 51 仍然 比较 复杂 , 为 判断 sl 是 
否 是 可 图 的 , 我 们 继续 上 面 的 操作 . 删除 序列 si 的 首 项 3, 对 其 后 的 3 项 每 项 减 1, 
得 到 

sə = 82: 1,1,1,1,1,1,1,1. 


再 由 定理 2.10, si 是 可 图 的 当日 仅 当 sz 是 可 图 的 . 此 时 s 已 经 相当 简单 以 至 我 们 
可 以 迅速 地 判断 出 , so 是 如 图 2.16 所 示 的 图 Go = 4Ko 的 度 序列 . 因此 so 是 可 图 
的 , 故 s1 和 s 均 为 可 图 的 . © 
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1 


K 2.16 i) 2.11 中 的 G2, Gi, AIG 


在 例 2.11 中 , 很 显然 s2 是 某 个 图 的 度 序 列 (BE s2 是 图 2.16 中 图 Go 的 度 序 
列 ), 因此 我 们 在 得 到 序列 sz 后 停止 了 讨论 . 回顾 上 面 的 讨论 , 序列 so = s2 是 由 si 
删除 首 项 3 和 对 其 后 的 3 项 每 项 减 1 所 得 到 的 . 从 而 , 如 果 我 们 在 Go 上 增加 一 个 
顶点 vi, 并 连接 到 G2 中 三 个 度 为 LOTR, 则 可 得 到 以 si 为 度 序 列 的 图 Ca， 
如 图 2.16 所 示 ， 

在 例 2.11 中 , 序列 si 是 通过 对 s1 的 项 重新 排列 而 得 到 的 递减 序列 . 而 序列 si 
是 由 序列 s 通过 删除 首 项 5, 并 对 其 后 的 5 项 每 项 减 1 所 得 到 的 . 因此 , 如 果 在 G 
上 增加 一 个 顶点 v, 并 连接 v 到 Ga 中 一 个 度 为 3 的 顶点 , 两 个 度 为 2 的 顶点 , 两 个 
度 为 1 的 顶点 ,; 则 可 以 得 到 以 s 为 度 序列 的 图 G. 至 此 我 们 恰好 构造 了 一 个 以 序列 
s 为 度 序列 的 图 G. 同时 也 非 正式 地 描述 了 一 个 有 效 的 算法 , 该 算法 可 以 判断 由 非 
负 整 数 构 成 的 序列 是 否 为 可 图 的 . 下 面 将 给 出 另外 一 个 例子 来 说 明 : 奉 一 个 序列 不 
是 可 图 的 , 我 们 将 怎样 操作 . 
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例 2.12 判断 序列 s :7,7,4,3,3,3,2,1 是 和 否 为 可 图 的 . 
解 删除 序列 s 的 首 项 7, 对 其 后 的 7 项 每 项 减 1, 我 们 得 到 


sı = 81 : 6,3,2,2,2,1,0. 
或 许 我 们 已 经 可 以 看 出 sl 不 是 可 图 的 . 大 不 能 , 可 继续 上 述 操 作 . 删除 序列 si 的 首 
项 6, 对 随后 的 6 项 每 项 减 1, 得 到 

sa = 8» : 2,1,1,1,0,—1. 
由 于 so 包含 负数 -1 以 及 不 可 能 存在 负数 度 的 顶点 , 故 sz 显然 不 是 可 图 的 . 由 定 
理 2.10, 序列 s 和 和 sy 均 不 是 可 图 的 . Q 


我 们 也 可 以 采取 观察 的 方法 证 明 例 2.12 中 的 序列 s 不 是 可 图 的 . BRE s 是 可 
图 的 , 则 存在 阶 为 8 的 图 G, H. s 可 作为 G 的 度 序列 . 注意 到 G 有 两 个 度 为 了 的 顶 
点 , 故 G 中 所 有 顶点 的 度 至 少 为 2. 因此 G 不 可 能 有 度 为 1 的 顶点 . 
>) ei 
2.31 证明: FES di,do,---,d. 是 可 图 的 当日 仪 当 n — di — ln — d2 1,.…， 

n — dn 一 1 是 可 图 的 . 
2.32 利用 定理 2.10 判断 下 列 序 列 是 否 为 可 图 的 . 对 于 可 图 的 序列 , 用 类 似 于 例 2.11 的 方 
法 , 构 知 出 以 该 序列 为 度 序 列 的 图 
(a) s1:5,3,3,3,3,2,2,2,1 
(b) s2 :6,3,3,3,3,2,2,2,2,1,1 
(c) s3 :6,5,5,4,3,2,1 
(d) s4 :7,5,4,4,4,3,2,1 
(e) ss :7,6,5,4,4,3,2,1 
2.33 证明 : 对 于 0 到 5 之 间 的 任意 整数 r, 序列 z,12,3,5,5 均 不 是 可 图 的 . 
2.34 ”存在 哪些 整数 x (0 < x < 7), 使 得 序列 7,6,5,4,3,2,1,zx 是 可 图 的 ? 
2.35 FFA x,7,7,5,5,4,3,2 是 可 图 的 , 则 x 可 能 的 值 是 多 少 ? 
2.36 4 S= {2,6,7}. 证 明 : FEER% k, 使 得 通过 对 S 中 每 一 项 列 出 上 次 所 得 到 的 新 
序列 是 可 图 的 . 试 求 最 小 的 k. 
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大 家 知道 , 一 个 图 G 可 由 两 个 集合 定义 , 即 顶 点 集 V(G) MUR L(G); 或 者 由 
一 个 图 表 来 定义 . 同样 , 图 也 可 由 矩阵 来 表述 . 在 处 理 某 些 问题 时 , 图 的 矩阵 表述 是 
特别 有 用 的 . 

设 G 是 一 个 阶 为 n, 边 数 为 m WA, 其 中 V(G) = {vv unh E(G) = 
{fe1, e292,… ,em}. BG 的 邻接 矩阵 (adjacency matrix) 定义 为 n x n Hee A= 


[@i;]， 其 中 


ae. _ | 1, Ay viv; € E(G) 
7 0， 其 他 情形 . 


图 G ASCRIBE (incidence matrix) 定 义 为 n x n 的 矩阵 A = [bi 其 中 


be; = | L, A vi 与 e; 关联 
” 0， 其 他 情形 . 


下 面 两 个 矩阵 可 用 于 表示 图 2.17 中 的 图 G. 


01110 11106000 

v3 10010 100100 

G A=]/1001 0 B=/)010010 
11101 O01ll1itl 

00010 000001 





图 217 ”图 的 邻接 惩 阵 和 关联 是 阵 


关于 邻接 矩阵 和 关联 矩阵 , 有 一 些 很 有 用 的 发 现 . 首先 , 这 些 抢 阵 依赖 于 顶点 和 
边 的 标号 . 但 在 任何 情形 下 , 邻接 矩阵 都 是 一 个 主 对 角 元 全 0 的 , 对 称 的 nxn ERE 
邻接 矩阵 第 i FF (RE i 列 ) 中 1 的 个 数 即 为 顶点 v 的 度 . SR i 行 中 1 
的 个 数 也 为 顶点 ui WEE, 且 每 列 中 1 的 个 数 恰 为 2, 因为 与 每 条 边关 联 的 顶点 数 恰 
为 两 个 . 

类 似 于 两 个 序列 相同 , 若 两 条 u- o 链 的 对 应 项 相同 , 则 认为 这 两 条 链 是 相同 
的 (equal). 考虑 图 2.17 中 的 图 G 及 其 对 应 的 邻接 矩阵 A A 的 平方 4 A A 
立方 A? 在 图 2.18 中 给 出 . 通过 观察 , 我 们 发 现 A? 的 主 对 角 元 恰好 是 G 的 顶点 的 
E. 该 发 现 不 仅 具 有 一 般 性 , 事实 上 , 4 的 任意 次 短 的 每 一 元 素 都 可 以 描述 图 G 的 
某 种 特征 . 


3 1 12 1 4556 2 
p il 221 1 p 52 26 1 
1 2 21 1 52261 
2 1140 66644 
I 1 10 I 21140 


图 2.18 ieee 


定理 2.13 RAG 的 顶点 集 为 V(G) = {u1,02,--+, Un}, PREEN A = 
fai]. WAR 的 第 宇 行 ， 第 了 了 列 元 素 ai) 等 于 G PKA KBE vi 0; 链 的 个 数 . 
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证 [归纳 证 法 ] 采用 归纳 方法 进行 证 明 . 首先 从 A = Al 开始 . 根据 viv; 是 否 
为 G 中 的 边 , A 中 元 素 aj = al) 为 1 或 者 0. 因此 , af 恰 为 G 中 长 为 1 的 vi 一 v) 
链 的 个 数 . 假设 , 对 正 整 数 k, G 中 长 为 的 vi 一 v; 链 的 个 数 为 ai?. 由 矩阵 乘法 的 
定义 , AR? 的 (全力 元 ai 是 AF 的 第 i 行 向 量 和 A 的 第 j 列 向 量 的 点 (内 ) BR, 

即 


a(t) = Yafay = = aa, 二 at)aaj +--+ aP any. (2.3) 


注意 到 , 每 条 长 为 上 十 1 的 Vi — Vj W 是 由 某 个 长 为 k 的 名 一 vi EW’ (H. v: 
3 邻接 ) 开始 , 再 连接 W 到 v; 所 得 . 由 归纳 假设 , 长 为 k 的 vi 一 vi 链 的 个 数 为 
ai, AL ve 邻接 v; 当 且 仅 当 ay = 1. 因此 由 (2.3) 可 知 ， ays 确实 给 出 了 G 中 长 
为 k 十 1 的 vi 一 wv; 链 的 个 数 . ” 


由 定理 2.13 知 : a$? = deg vi, at? 是 GPE 的 三 角形 个 数 的 两 倍 . 事实 上 ， 
知道 A* 中 每 个 元 素 所 表述 的 含义 , 就 可 以 不 通过 实际 的 抢 阵 乘法 计算 获得 邻接 拖 
ERR, 至 少 对 于 小 阶 数 图 的 邻接 矩阵 的 小 次 数 舌 . 例如 : 对 于 图 2.17 中 的 图 G, 
43 的 元 素 ag) 就 是 G 中 长 为 3 的 v4 -vi 链 的 个 数 . 不 难 发 现 , G 有 6 条 长 度 为 3 
的 va — vi 链 , Bp: 

(1) v4, U5, V4, V1 (2) v4, V2;,04, V1 (3) V4, V3, V4, V1 
(4) v4, U1, V2,V1 (5) v4, 01,03, V1 (6) V4, V1, V4, U1, 


因此 oS? = 6, 正如 我 们 前 面 所 见 . 


习题 
2.37 ”对 于 图 2.19 所 示 的 图 G1 的 邻接 矩阵 A, 不 通过 计算 A 或 实施 矩阵 乘法 , 确定 A? 
和 A’, 
VI v2 v 
v3 v2 
G1 Go G3 
Vå V3 
US U4 





图 2.19 “习题 2.37~2.39 中 的 图 
2.38 ”对 于 图 2.19 所 示 的 图 Ga 的 邻接 矩阵 A, 不 通过 计算 A 或 实施 矩阵 乘法 ,确定 A? 
和 A3. 
2.39 ”对 于 图 2.19 所 示 的 图 Gs 的 邻接 矩阵 A, 不 通过 计算 A 或 实施 矩阵 乘法 , 确定 A‘. 
2.40 KG K.nr RANAR U = {v1, v2, or W = {vrtl, ur+2 ++, vor}, 不 通过 
矩阵 乘法 , 确定 G 的 邻接 矩阵 A 以 及 AR A?, A? 和 A4. 
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2.41 (a) 对 于 如 图 2.17 所 示 的 关联 矩阵 B, 计算 BB", HB 是 BASE. 
(b) 对 于 图 G, 其 顶点 集 为 V(G) = {v1,v2,--+, un}, BM BB? 中 的 G,7) 元 表达 G 
的 什么 信息 ? 


25 “专题 探索 : 不 规则 图 


回顾 前 面 定 义 , SAG 任意 两 顶点 具有 相同 的 度 , 则 称 G 是 正则 的 . 我 们 已 经 
在 前 文中 讨论 了 正则 图 的 存在 性 . 这 里 我 们 将 讨论 与 正则 图 相对 的 一 类 图 以 及 它们 
的 存在 性 . 一 个 阶 至 少 为 2 的 图 G 称 为 是 不 规则 的 (irregular), € G 的 任意 两 个 
顶点 都 有 不 同 的 度 . 在 深入 讨论 不 规则 图 之 前 , 我 们 暂时 离开 一 下 主题 . 

在 杂志 Mathematical Intelligence? 的 第 10 卷 第 4 期 (1988 年 秋 ), 英国 数学 教育 
家 和 作家 David Wells 要 求 读者 评价 所 列 出 的 24 个 定理 的 优美 之 处 . 两 年 后 , 在 该 
杂志 的 第 12 卷 第 3 期 上 , 他 公布 了 所 收 到 的 评价 结果 . 列 在 第 一 位 的 定理 是 

e" = 一 |. 

并 列 在 第 二 位 的 是 : 

Euler 7 DAAA: V-E+ PF =2. 

有 无 穷 多 个 素数 . 

在 后 面 我 们 将 以 不 同 的 形式 来 介绍 Euler 多 面体 公式 , 以 及 David Wells 列 出 
的 另外 两 个 定理 , 其 中 还 包括 并 列 排 在 第 15 位 的 6 个 定理 中 的 一 个 : 

ELEH ”在 任何 宾 会 上 , 总 有 两 人 在 该 安 会 上 恰 有 相同 数量 的 朋友 . 

所 谓 的 宴会 定理 可 以 用 图 的 术语 来 描述 . 设 G 为 一 个 图 , 其 顶点 代表 出 席 宴 会 
WA. APADA CA) 是 朋友 , 则 在 两 点 之 间 连 接 一 条 边 . 在 宴会 上 , 每 个 人 的 朋友 数 
即 为 G 对 应 顶点 的 度 . REBATE, 必定 存在 具有 相同 度 的 两 个 项 点. 这 个 定理 
可 以 由 刚才 介绍 的 术语 重新 表述 . | 

定理 2.14 非 平 凡 的 不 规则 图 是 不 存在 的 . 

WE ”|[ 反 证 法 ] 假设 存在 非 平凡 的 不 规则 图 ; REFERA n > 2 的 图 G, 使 得 G 
中 顶点 都 有 不 同 的 度 . 这 些 度 必 是 0,1,2,.…,n —1 中 的 n PBR A, 对 于 上 
述 的 每 个 度 , G 中 必 有 一 个 顶点 与 之 对 应 . 设 u 和 w 是 G 中 的 两 个 顶点 , 且 满 足 
deg u = 0, degv = n- 1. HF degu = 0, i u TS G 中 的 任何 其 他 顶点 邻接 , 当然 
BA v. 男 一 方面 , 由 于 degv=n-1, 故 v 与 G 中 的 任意 其 他 顶点 都 邻接 , 当然 
包括 u. 这 显然 是 矛盾 的 . u 


= AEM 2.14 可 以 看 出 , 讨论 不 规则 图 并 没有 多 少 意义 . 然而 , 我 们 可 以 从 其 他 
角度 考虑 类 似 问 题 . 回顾 定义 , 非 平 几 图 称 为 是 不 规则 的 当 且 仅 当 G 中 任意 两 点 虱 
具有 不 同 的 度 . 但 各 我 们 对 度 的 定义 作 一 些 修改 , 情形 又 会 震 样 呢 ? 
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设 F SARL. SWFA G 以 及 G 的 顶点 v, v ÆG PF E (F-degree) 
Fdegv 定义 为 G PE v W FELKAR, 其 中 拷贝 是 指 G 中 与 有 相同 结构 
的 诱导 或 非 诱导 的 非 标号 子 图 . 例如 , WTA F = Ks 以 及 图 2.20 所 示 的 图 G, G 
的 每 个 顶点 都 用 它 的 F 度 标号 . 





图 2.20 “举例 说 明 图 G Ay F E 


注意 到 , E F = Ko, 则 对 于 G 中 任意 顶点 都 有 下 degv = degv. 因此 顶点 的 
F 度 是 对 通常 度 的 推广 . 进一步 地 , 下 面 定 理 是 对 图 论 第 一 定理 的 推广 (定理 2.1). 
定理 2.15 设 玉 为 一 个 阶 为 上 之 2 的 图 , G 为 一 个 图 . $GCGHAAT FY 

m 个 找 员 ， 则 
S F degv = km. (2.4) 

vEV(G) 

WE [直接 证 法 ] 在 计算 所 有 顶点 的 五 度 和 时 , BED F 的 拷贝 被 计数 了 有 次 (分 
别 对 应 该 拷贝 所 含 的 个 顶点 ). 故 等 式 (2.4) 成 立 . 


例如 , 图 2.20 中 图 F S Ks 阶 为 3, 图 G 所 有 顶点 的 五 度 和 为 9, 推出 了 GI 
好 包含 3 个 三 角形 . 

推论 2.16 设 下 为 一 个 偶数 阶 的 图 , G 为 一 个 图 . 则 G ABR F RAS 
数 的 顶点 . 

设 F 是非 平凡 图 . 图 G 称 为 是 FF IER (F-regular), € G 的 任意 两 个 顶点 
都 有 相同 的 下 OBE. 图 G 称 为 是 F 不 规则 的 (F-irregular), Æ G 的 任意 两 个 顶点 都 
ARTA F BE. a F = Ko, 则 正则 性 与 王 正 则 性 是 相同 的 , 不 规则 性 与 五 不 规则 
性 也 是 相同 的 . 因此 对 F S Ko, 不 存在 非 平 凡 的 FF 不 规则 图 . 然而 对 F SS Ks, 并 
非 如 此 . 图 Gi 和 Go 的 下 度 如 图 2.21 Bras; 可 以 发 现 , 图 Gi Æ F 正则 的 但 非 正 
则 的 , 图 Go 则 是 正则 的 但 非 F 正则 的 . 

FES P, 图 2.22 中 图 G 的 顶点 是 用 它们 的 FF 度 来 标号 的 . 6 SATA v 
的 Ps 拷贝 也 在 图 2.22 中 列 出 . SOL, 这 是 一 个 非 平 几 的 FF 不 规则 图 . 图 2.22 的 图 
G 表明 了 : RERA Ke 不 规则 图 , Ps 不 规则 图 依然 是 存在 的 . 事实 上 , 在 此 专题 上 
有 如 下 的 一 个 猜想 . 

猜想 2.17 设 下 为 一 个 非 平 凡 的 连通 图 . 则 存在 一 个 FF 不 规则 图 当 且 仅 当 
FE Ko. 


图 2.21 Al Gi M Go WY FE 


2 6 7 3 1 
F i G u v w T y 
z 
u v u v w Y w 
o— oo 
ON ~ 
xz 
UV wW v 
NZ w 
0—-O——O / 
Uv w T 
pa a 


图 2.22 ”一 个 五 不 规则 图 


再 次 回顾 不 规则 图 的 定义 : 非 平凡 图 G 称 为 是 不 规则 的 , GG 中 任意 两 点 都 
有 不 同 的 度 . 同时 我 们 还 证 明了 , 非 平 几 的 不 规则 图 是 不 存在 的 . 我 们 发 现 , 如 果 用 
新 的 方式 重新 定义 度 , 则 不 规则 图 是 存在 的 . 但 是 如 果 我 们 仍然 用 标准 的 方式 定义 
BE, 而 重新 解读 我 们 所 谓 的 图 , 譬如 说 考虑 多 重 图 , 情形 又 将 会 电 样 呢 ? 图 2.23 所 示 
的 多 重 图 M( 顶 点 已 用 度 标 号 ) 是 不 规则 的 , 故 不 规则 的 多 重 图 是 存在 的 . 


" oY 
3 4 


图 2.23 ”不 规则 的 多 重 图 


现在 我 们 知道 不 规则 的 多 重 图 是 存在 的 , 那么 对 于 多 重 图 而 言 , 什么 问题 才 是 
一 个 值得 研究 的 有 趣 问 题 呢 ? 设 M 是 一 个 多 重 图 . 若 将 M 中 所 有 点 对 之 间 的 平行 
边 用 一 条 边 来 代替 , 所 得 到 的 图 G 称 为 是 M 的 基础 图 (underlying graph). 考虑 
如 图 2.24 所 示 的 图 G S Kz, G 是 图 2.23 PABA M 的 基础 图 . 当然 G 不 是 不 规 
则 的 . 由 图 2.23 所 示 的 多 重 图 M 可 以 看 出 , 用 一 些 平行 边 来 替换 G 中 的 一 条 或 几 
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条 边 , 就 可 以 构造 出 一 个 不 规则 图 . 哪些 图 具有 这 样 的 性 质 呢 ? 即 , 哪些 图 是 不 规则 
多 重 图 的 基础 图 呢 ? 在 试图 回答 这 个 问题 之 前 , 我 们 注意 到 可 以 用 如 图 2.24 所 示 的 
更 为 简单 的 方式 来 描述 图 2.23 中 的 多 重 图 M, 即将 G 的 每 条 边 分 配 一 个 整数 来 代 
表 多 重 图 中 连接 这 两 顶点 之 间 平 行 边 的 个 数 . 所 得 到 的 图 称 为 是 赋 权 图 (weighted 
graph). 因此 不 规则 多 重 图 可 认为 是 不 规则 的 赋 权 图 . 


AAA 


”图 2.24 图 和 多 重 图 


在 所 有 非 平凡 连通 图 中 , Ks 是 仅 有 的 不 能 作为 不 规则 赋 权 图 的 基础 图 的 图 . 
定理 2.18 设 G 是 阶 至 少 为 2 的 连通 图 . 则 G 是 一 个 不 规则 多 重 图 (BR 
图 ) yoke eS AR GS Ko. 
习题 
2.42 XF F&S Ka, 给 出 两 个 图 Hi 和 H2, 使 得 Hi 是 下 正则 而 非 正则 的 , He 是 正则 而 非 
FEM. 
2.43 ”列举 连通 图 F 和 G, 使 得 G 是 正则 的 , RSD u Al v, (#14 F degu- F degv > 2. 
2.44 XIF FS Ps, 列举 一 个 阶 至 少 为 7? 的 下 不 规则 图 . 
2.45 ”自己 选取 一 个 不 连通 图 F, 并 讨论 下 E. 
2.46 ”列举 以 下 列 图 作为 基础 图 的 不 规则 多 重 图 . 
(a) P3, (b) Pa, (c) Ca, (d) Cs, (e) Ka. 
2.47 (a) 列举 一 个 以 C4 为 基础 图 的 不 规则 多 重 图 ( 赋 权 图 ), 使 得 所 有 边 的 权 和 s 最 小 . 
(b) 对 于 (a) 中 的 s, 考虑 下 面 问题 : 对 于 哪些 大 于 s 的 整数 s', 存在 以 Cu 为 基础 图 
的 不 规则 赋 权 图 , 使 得 所 有 边 的 权 和 恰 为 3’? 
2.48 ”证 明和 定理 2.18. 
2.49 ”对 于 给 定 图 G, 给 G 的 每 条 边 染 上 红色 或 蓝 色 . 染色 图 G 的 顶点 wv 的 度 定义 为 (a,b), 
aU 关联 a RAM b RRI. 图 G MAE 2 色 不 规则 的 , 车 存在 G 的 一 种 红 - 蓝 
染色 , 使 得 G 的 任意 两 顶点 的 度 都 不 同 . 图 2.25 所 示 的 图 H 是 2 色 不 规则 的 吗 ? 解 


释 原 因 . 
| 


图 2.25 “习题 2.49 的 图 
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回顾 前 文 , 两 个 图 G 和 H 称 为 是 相同 的 , 4 VG) = V(A) 且 E(G) = E(A). 
我 们 曾经 称 两 个 图 G 和 五 是 “ 同 构 的 ”; 车 它们 有 相同 的 结构 , 并 记 之 为 G S H. 
换 句 话 说 , WR G 和 H 的 顶点 可 以 通过 标号 (或 重新 标号 ) 而 形成 两 个 相同 的 图 ， 
那么 GSH. 我 们 现在 更 精确 地 描述 这 个 术语 . 

假如 要 求 你 列举 出 三 个 阶 和 边 数 均 为 5 的 图 , 那么 图 3.1 所 示 的 三 个 图 应 该 是 
这 个 问题 可 以 接受 的 答案 . 


Uy u2 U3 
yl vI - Y2 vV? Y3 US 
Ho H3 
Ti wI T2 wo T3 w3 


图 3.1 MALJI A 5 的 图 


通过 重新 放置 Ho 的 顶点 , Ho 可 以 被 重男 为 图 3.2 中 的 Ho. 类 似 地 ,H3 也 可 以 
被 重 画 为 图 3.2 中 的 Hs. 


人 


图 3.2 ”一 个 阶 和 边 数 均 为 5 的 图 


现在 我 们 清楚 地 看 到 , 图 3.1 中 的 三 个 图 的 区 别 仅 仪 在 于 它们 顶点 的 标号 方式 
与 图 的 画 法 , 也 就 是 说 , 它们 有 相 辣 的 结构 . 因此 , 从 某 种 意义 上 说 , 我 们 仅仅 给 出 
了 一 个 阶 和 边 数 均 为 5 的 图 . 换 句 话说 , 图 3.1 所 示 的 三 个 图 只 不 过 是 同一 个 图 的 
不 同 表现 形式 ; 这 个 图 就 是 5 图 Cs. 从 图 3.2 的 H: 的 重新 画 法 中 可 以 看 出 : (1) H 
的 uz 对 应 于 Hi 的 ui; (2) Hz 的 we 对 应 于 Hi 的 v1; (3) Ha 的 yo 对 应 于 Hi 的 
wi;(4) Ho 的 v2 对 应 于 Hi 的 21; 以 及 (5) Ho 的 za 对 应 于 Hi 的 加. 当然, He 的 
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MAI A 的 顶点 的 对 应 方式 并 不 是 唯一 的 . 图 3.3 所 示 的 He 的 男 外 两 种 夯 法 说 
明了 , H 的 顶点 与 H 的 顶点 之 间 存 在 着 其 他 的 对 应 方式 . 事实 上 , 这 样 的 对 应 方 
AXLA JLF. 


wo To V2 up 
y2 ve y2 wa 
图 3.3 Al H2 的 其 他 画 法 


如 上 所 述 , 厂 两 个 图 仅 仪 区 别 在 画 法 与 (或 ) 顶点 的 标号 方式 上 , 则 称 它 们 为 同 
构 的 . 正式 地 说 , 两 个 (标号 ) 图 Gi 和 Go 称 为 是 同 构 的 (isomorphic) (或 者 , AA 
同 结构 ), 如 果 存 在 一 个 从 V(G1) 到 T(G2) 的 一 一 对 应 o, 使 得 : uv E E(Gi) 当 且 
仅 当 bug(oi) € E(G2). 此 时 , 9 称 为 是 从 Gi 到 Go 的 一 个 同 构 (isomorphism). 
如 果 G1 和 Go FIA, 则 称 Cl 同 构 于 (is isomorphic to) G2, WÑ Gi =G 
对 于 非 标号 图 Gi 和 Go, 如 果 对 它们 的 顶点 进行 (任意 ) 标号 所 得 的 标号 图 是 同 
构 的 , 则 称 Gi 和 Go 是 间 构 的 . 如 果 G1 和 Go 不 是 同 构 的 , 则 称 它 们 为 非 同 构图 
(nonisomorphic graphs), WX G 4 H. 

从 图 3.2 Ho 的 画 法 中 可 以 看 出 , 如 下 定义 的 映射 $9 :V(Hi) — V( AD), 
lu) = ue, (vı) = w2, (w1) = y2, (z1) = v2, O(N) = T2, 
是 一 个 同 构 . 因此 , H 兰 Ao. 直观 上 , 两 个 图 是 同 构 的 , 如 果 可 以 将 其 中 一 个 图 重 
画 使 得 两 个 图 的 图 表 完 全 一 样 . 用 这 种 非 正式 的 语言 解释 同 构 往 往 是 很 实用 的 , 但 
它 并 不 对 所 有 情形 都 有 令 人 满意 的 解释 , 因此 必须 要 有 正式 的 定义 . 本 书 我 们 把 两 
个 同 构图 视 为 是 “相同 的 ”, 两 个 非 同 构 图 视 为 是 “不 同 的 ”. 从 这 个 角度 看 : MA 1 

个 1 阶 图 , 2 个 2 阶 图 , 4 个 3 阶 图 . 有 11 个 4 阶 ( 非 同 构 ) 图 ,如 图 3.4 所 示 . 


oo oo oo bo li N 
7 o A N bs 


图 3.4 11 个 阶 为 4 的 图 


我 们 进一步 讨论 同 构 的 定义 . 首先 , 如 果 两 个 图 G1 和 Go 是 同 构 的 , 则 从 Gi 
的 顶点 集 到 Co 的 顶点 集 必 须 存 在 一 个 一 一 对 应 . 这 意味 着 , G1 的 顶点 和 G2 的 顶 
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点 必 能 够 完全 配对 . 因此 有 |V(G1)| = |V(G2)|, 所 以 , Gi 和 Go 有 相同 的 阶 . 因此 ， 
讨论 两 个 图 是 否 相 同 , 我 们 先 考 虑 它们 的 阶 是 否 相 同 . 

下 面 继 续 分 析 同 构图 的 定义 .我 们 发 现 , 不 仅 需 要 从 顶点 集 V(G) 到 顶点 集 
V(G2) 的 一 个 一 一 对 应 , 而 且 还 要 满足 : Gi 中 的 顶点 ui 和 vi 邻接 当 且 仅 当 它们 
的 对 应 顶点 lui) 和 pluz) 在 Go PRE. BG, 中 邻接 的 顶点 被 映射 到 Go 中 邻接 
的 顶点 , 而 Gi 中 不 邻接 的 顶点 被 映射 到 Go 中 不 邻接 的 顶点 . 因此 , 若 G1 和 G 是 
同 构 的 , 则 G1 和 Go 必 有 相同 的 边 数 . 

因此 , 大 两 个 图 是 同 构 的 , 则 它们 必须 有 相同 的 阶 和 相同 的 边 数 . 换 句 话说 , 车 
两 个 图 有 不 同 的 阶 或 不 同 的 边 数 , 则 它们 一 定 不 是 同 构 的 . 例如 , 即使 图 3.5 的 F 
i F" 的 边 数 均 为 6, 它们 也 不 是 同 构 的 , 因为 它们 的 阶 不 同 . 同样 地 , 即使 图 3.5 的 

AMA” 的 阶 均 为 6, BE 们 也 不 是 同 构 的 ， 因为 它们 的 边 数 不 同 . | 


A Ora 


图 3.5 。 非 同 构图 


另 一 方面 , 即使 两 个 图 有 相同 的 阶 和 相同 的 边 数 , 这 也 不 能 确保 它们 是 同 构 的 . 
例如 , 图 3.6 所 示 的 G1 和 Go 的 阶 和 边 数 均 为 6, 然而 它们 不 是 同 构 的 . 为 解释 其 原 
Al, 我 们 假设 它们 是 同 构 的 , 则 存在 一 个 同 构 6: V(Gi1) — VG). 因此 , 在 Gi 中 存 
在 三 个 顶点 , 它们 分 别 被 映射 到 Go 中 的 ue, ve, z2. AW ua, ve 和 zo 彼此 邻接 , 构成 
一 个 三 角形 , 所 以 , G1 中 的 这 三 个 顶点 也 应 该 构成 一 个 三 角形 . 然而 , G1 不 含 三 角 


形 , FAY JA. 
vi w U8 we 
<> d p- 
a OW z2 y2 
图 3.6 ”两 个 非 同 构图 


我 们 重新 叙述 一 下 同 构 的 定义 : 两 个 图 Gi 和 Go 是 同 构 的 , 如 果 存 在 从 了 (G1) 
到 V(G2) 的 一 个 一 一 对 应 $ 使 得 G1 中 的 每 对 邻接 顶点 映射 到 G2 中 邻接 的 顶点 ， 
H Gi 中 的 每 对 不 邻接 顶点 映射 到 Go 中 不 邻接 的 顶点 .从 前 文 我 们 知道 , 具有 这 
些 性 质 的 映射 $ 是 一 个 同 构 . 注意 到 , VG) = V(G1), V(G2) = V(G2), 所 以 同一 
映射 $8 :V(G1) 一 V(G2) 也 把 Ci 中 邻接 的 顶点 映射 到 Go 中 邻接 的 顶点 , G1 中 不 
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邻接 的 顶点 映射 到 Go 中 不 邻接 的 顶点 . 由 此 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 3.1 两 个 图 G1 和 G2 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 的 补 图 G1 和 Go 是 同 构 
ay. 
我 们 来 看 图 3.7 所 示 的 两 个 图 H 和 Ao. 首先 , 两 个 图 的 阶 均 为 6, 边 数 均 为 
9, 所 以 Ay 和 He 可 能 是 同 构 的 , 但 无 法 确信 . 然而 , AA Hi = Gi, Ho = Gs (其 中 
Gi fl Go 为 图 3.6 中 的 图 ), FER G1 和 Gs 不 是 同 构 的 , 所 以 根据 定理 3.1, Hi 和 
H 不 是 同 构 的 . 事实 上 , 我 们 不 需要 借助 定理 3.1 也 可 判断 出 Hi 和 He 不 是 同 构 
的 . 因为 , 假如 Hil 和 Ao 是 同 构 的 , WFE TIA 6: V/A) 一 V(H2). Æ A, 
顶点 1,71, 和 是 彼此 邻接 的 , 形成 一 个 三 角形 , 所 以 在 Ae 中 ， 顶点 plv), (21), 和 
b(z1) 应 该 也 形成 一 个 三 角形 . 但 是 , He 不 含 二 角形 , 从 而 产生 一 个 矛盾 . 


图 3.7 i Ai Al He 
事实 上 , 一 个 图 和 它 的 补 图 可 能 是 彼此 同 构 的 . 如 果 有 G = G, 则 我 们 称 图 G 
是 自 补 的 (self-complementary). 当然 , 这 种 情形 只 有 当 GA G 有 相同 边 数 时 才 


可 能 发 生 , 显然 边 数 就 是 (3) = MY. 为 了 使 MY 为 一 个 整数 , 则 必须 4 |n, 
或 者 4| (n—1), B) n = 0 (mod4) 或 者 n=1 (mod4). 图 3.8 列 出 了 四 个 自 补 图 . 


一 分 全 


图 3.8 HR 


两 个 同 构图 不 仅 需 要 它们 有 相同 的 阶 和 相同 的 边 数 , 而 且 要 求 它 们 对 应 的 顶点 
也 应 该 有 相同 的 度 . | 

定理 3.2 P G PHARMA, 则 它们 对 应 的 顶点 有 相同 的 度 . 

证 [直接 证 法 | 因为 G 和 五 是 同 构 的 , 所 以 存在 一 个 同 构 $:V(G) 一 V(H). 
W u G 中 的 一 个 顶点 且 glu) =», 其 中 4v 是 五 中 的 顶点 . RMSE H Po 
RFT Gu WEE. 首先 假设 dega w= 0, M G 没有 与 4 邻接 的 项 点 . i y i H 
HRR v 之 外 的 任 一 顶点 , 则 G 中 存在 一 个 顶点 z 使 得 O(c) = y. 因为 x 和 久 是 G 
中 不 邻接 的 顶点 , Ky 和 wv H 中 不 邻接 的 顶点 . 所 以 , HASH v 邻接 的 顶点 ， 
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即 degy v = 0. 

下 面 假设 deggu = k > 1. 设 N(u) = {21,22,---, ae} 是 G PATA u Wee 
顶点 集合 , 其 中 O(a) = (1 <i<k) Anum a; (1 <ick) 是 邻接 的 , 所 以 v 和 
yi (1 Si S k) 也 是 邻接 的 . E y 是 APT, WE y € {vu} U {y1 y2,-++ ued, 
则 在 G 中 存在 顶点 x 使 得 O(c) = y, BP r ¢ {u} UN(u). AA x Alu EG 中 是 
不 邻接 的 , 所 以 y 和， 在 H 中 是 不 邻接 的 . 因此 degg v =k. 


定理 3.2 不 仅 告诉 我 们 , 两 个 同 构图 G 和 H 上 必 有 相同 的 度 序列 , 而 且 从 这 个 
定理 的 证 明 中 我 们 得 到 : A $ 是 V(G) 到 V(H) 的 一 个 同 构 , u 是 G ATA, 则 
degg u = deg, lu), 也 就 是 说 , 在 一 个 同 构 下 , 一 个 顶点 仅 能 被 映射 到 具有 相同 度 
EA TUR. 

通过 上 面 的 讨论 我 们 已 经 知道 : 如 果 G 和 五 是 同 构 的 , 那么 它们 的 阶 相间 , E 
们 的 边 数 相同 , 并 且 它 们 对 应 顶点 的 度 也 相同 . 另 一 方面 , 如 果 它 们 对 应 顶点 的 度 
相同 , 则 它们 的 阶 一 定 相 同 , 它们 的 边 数 也 一 定 相 同 . 正如 具有 相同 的 阶 和 相同 的 
边 数 只 是 两 个 图 同 构 的 必要 条 件 一 样 , 其 有 相同 的 度 序 列 也 只 是 两 个 图 同 构 的 一 个 
必要 条 件 , 而 非 充 分 条 件 . 例如 , 图 3.6 所 示 的 两 个 非 同 构图 Gi 和 Go 的 度 序列 均 
为 2,2,2,2,2,2, 图 3.7 所 示 的 两 个 非 同 构图 的 度 序 列 均 为 3,3, 3, 3, 3, 3. 

因此 , 我 们 工作 所 受到 的 挑战 在 于 : 当 两 个 国有 相同 的 度 序列 时 , 如 何 判 断 它 
们 是 否 同 构 . 我 们 看 儿 个 例子 . 

例 3.3 判断 图 3.9 所 示 的 图 F 和 F 是 否 同 构 . 


Us 
vı 
Fi Wi Fa WwW- y2 
LY Z1 T? 


图 3.9 例 3.3 的 两 个 图 


fa AA Kh AF, 的 度 序列 均 为 4,3,3,2,1,1, 它们 可 能 是 同 构 的 . 事实 上 , E 
们 并 不 同 构 . 假如 A S Fo, 则 存在 一 个 同 构 o: VC) > VES). AS c 是 五 中 
唯一 的 度 为 4 的 顶点 . 因此 , $(z1) 在 Fo 中 度 为 4. APIS za 是 Fo 中 唯一 的 
BA 4 的 顶点 , 因此 olei) = r 因为 在 Poy Aaa BS a 邻接, 所 以 在 Fo 
中 ov) 和 b(21) 均 与 ole) = z2 邻接 . 又 因为 degr vi = degp z1 = 1, 所 以 也 有 
degp (v1) = degp, (a1) = 1. 这 就 是 说 , 在 Fo 中 za SA Pon ee. 然而 , 事实 
并 非 如 此 , 从 而 导致 了 矛盾 > 


细心 的 读者 也 许 已 经 发 更, 上述 关于 图 3.9 中 Fi Al PL AE PHA re A A fa 
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化 . 在 五 中 , BEA 4 的 顶点 邻接 于 两 个 端点 , 而 2 中 度 为 4 的 顶点 并 非 如 此 . 因 
此 , Fi 和 Fo 不 是 同 构 的 . 

设 Gi 和 Go 为 两 个 图 . 我 们 可 以 假设 Gi Al Go 有 相同 的 度 序列 , 否则 , 立即 可 
得 G1 关 Go. WR G1 具有 某 些 不 依赖 于 Ga 的 画 法 或 顶点 标号 方式 的 性 质 , 而 Go 
却 不 具有 这 个 性 质 , 则 G1 关 Go. 例如 , EG 含有 两 个 度 为 3 的 顶点 且 这 两 个 顶点 
分 别 与 一 个 度 为 2 的 顶点 邻接 , 而 Go 没有 两 个 这 样 的 顶点 , 则 Gi 关 Gz 4G. 
有 两 个 三 角形 且 这 两 个 三 角形 有 一 个 公共 顶点 , 而 Go 没有 这 个 性 质 , 则 Gi 关 Go; 
F G1 含有 8 个 三 角形 而 Go 仅 含 有 了 个 三 角形 , M Gi Z Go. 对 于 最 后 的 一 个 例 
T, 我 们 需要 注解 一 下 . 如 果 我 们 在 解释 两 个 图 为 什么 不 同 构 时 , 给 出 的 是 类 似 于 一 
个 图 含有 8 个 三 角形 而 另 一 个 图 仅 含 有 了 个 三 角形 之 类 的 理由 , 这 是 不 能 使 人 信服 
的 ,因为 确定 一 个 图 含 多 少 个 三 角形 并 不 是 容易 的 事 , 特别 当 这 个 图 阶 和 边 数 都 比 
较 大 时 . 这 就 有 必要 去 寻找 一 个 比较 容易 判定 的 性 质 (假设 这 两 个 图 的 确 是 不 同 构 
的 ). 

例 3.4 判断 图 3.10 所 示 的 图 A, 和 Hs 是 否 同 构 . 


U1 w1 Y1 u2 we y2 
图 3.10 例 3.4 的 两 个 图 
解 ” 首先, 注意 到 Hi 和 > 有 相同 的 度 序列 4,3,3,2,2,2. 因此 , 进一步 观察 
是 有 必要 的 . 因为 这 两 个 图 “看 起 来 ”不 是 同 构 的 , 所 以 我 们 要 寻找 它们 结构 上 的 差 


弄 . 注意 到 H 含有 两 个 邻接 的 度 为 2 的 顶点 (Bl y 和 21), AM, Ho 不 含有 这 样 
的 顶点 . 因此 , Hi 关 Ae. 5 


我 们 注意 到 , 如 果 G 和 H 是 两 个 同 构 图 , $ : Y(G) 一 V(A) 是 一 个 同 构 , 并 且 
G 中 顶点 4 被 9$ 映射 到 五 中 顶点 wv, 则 G 中 顶点 色 所 具有 的 不 依赖 于 图 的 画 法 以 
及 顶点 标号 方式 的 任何 性 质 一 定 为 H 中 的 顶点 v 所 具有 . 更 一 般 地 , G 所 具有 的 任 
何 结构 性 质 也 应 该 被 A 所 具有 . 例如 : | 

(1) WR G 含有 一 个 上 图 , 则 五 也 含有 一 个 上 图 , 其 中 ,大 > 3 为 某 一 整数 ; 

(2) WR G 含有 一 个 长 为 的 4 一 v 路 , 则 五 也 含有 一 个 长 为 的 $(w) — olw) 

路 . 

综 上 所 述 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.5 & Ge HABA, 则 

(a) G 是 二 部 的 当 且 仅 当 万 是 二 部 的 ， 

(b) G 是 连通 的 当 且 仅 当 H 是 连通 的 . 
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正如 所 期 望 的 , 两 个 有 向 图 Di 和 D: 称 为 是 同 构 的 (isomorphic), 如 果 存 在 
一 个 一 一 对 应 $ : V(D1) 一 V(Dz) 使 得 (utoi) € E(D1) 4AM (6(u1), o(v1)) € 
E(D2). 在 第 7 章 我 们 将 详细 讨论 有 回 图 . 
习题 
3.1 ”列举 三 个 阶 和 边 数 均 为 5 的 非 同 构图 . 
3.2 ”列举 三 个 彼此 不 同 构 的 图 , 要 求 它们 有 相同 阶 , 相同 边 数 以 及 相同 度 序列 . 
3.3 ”对 于 图 3.11(a) 和 3.11(b) 所 示 的 每 一 对 图 Gi 和 Go, 判断 它们 是 否 同 构 ， 并 给 予 解 


FE. 
Gi G2 G1 - Ge 
| (a) (b) 


图 3.11 习题 3.3 的 图 


3.4 图 3.12 中 的 哪 一 对 图 是 同 构 的 , 并 给 予 解 释 . 


co Bq oR «BD «fd 


Al3.12 习题 3.4 的 图 


3.5 i Gi M Go 为 两 个 图 , A V(G1) = {u1, v1, wi, 21, y1, 21}, V(Ga) = {u2, v2, w2, 
v2, y2,z2}. WR v 的 度 为 3, 且 vi 与 一 个 度 为 2 的 顶点 邻接 , 而 v2 的 度 为 3, 但 v2 
不 与 度 为 2 的 顶点 邻接 , 能 否 由 此 得 出 结论 G1 关 Go? 并 给 予 解释 . 

36 KG. 和 Gz 为 两 个 有 相同 度 序列 的 图 . 如 果 G 有 一 个 度 为 2 的 顶点 , 并 且 此 顶点 
与 一 个 度 为 3 和 一 个 度 为 4 的 顶点 邻接 , 然而 , G2 有 一 个 度 为 2 的 顶点 , 但 此 顶点 与 
两 个 度 为 3 的 顶点 邻接 , 能 否 由 此 得 出 结论 Gi 关 Go? 并 给 予 解 释 . 

37 ”下面 的 解答 是 否 正确 ? 
问题 ， 判断 图 3.13 所 示 的 图 Gi 和 Go 是 否 同 构 . 


e Q7 “EA 
图 3.13 “习题 3.7 的 图 


解 图 Gi 含有 一 个 5 圈 C.C 的 任意 两 个 项 点 可 以 由 C 上 的 一 个 长 度 为 2 的 路 连 
接 , 然而 , Go 中 却 不 含 这 样 的 5 el. 因此 , Gi 关 G2. > 


3.8 


3.9 


3.10 
3.11 


3.12 


3.13 


3.14 


3.15 
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图 3.14 中 的 哪 一 对 图 是 同 构 的 ? 并 给 子 解 释 . 


"1 BK BO 
图 3.14 ”习题 3.8 的 图 


判断 图 3.15 所 示 的 图 Gi 和 Go 是 否 同 构 , 并 给 对 解释 


图 3.15 “习题 3.9 的 两 个 图 


是 否 存 在 不 连通 的 上 自 补 图 ? 


设 G 是 一 个 阶 为 n = 4k 的 自 补 图 , 其 中 >1 设 U= {v : degv < n/2} 以 
BW = {v : degv > n/2}. TERA: 如 果 |U| = |W], BAG PRAIA v, 使 得 
deg v = n/2. 

设 G 和 互 为 两 个 顶点 集 不 相交 的 目 补 图 , 其 中 互 有 偶数 阶 n. 设 F 是 由 GUH 通 
过 连接 G 的 每 一 个 顶点 和 H 中 每 -一 个 度 小 于 n/2 的 顶点 所 得 到 的 图 . 证 明 : F Æ 
一 个 月 补 图 

假设 存在 两 个 连通 图 G 和 H 以 及 一 个 从 VG) BVA) 上 的 一 一 映射 $, 使 得 对 任 
意 G 中 两 点 顶点 u 和 w 均 有 dalu, v) = dallu), pv). TEAR R: G 和 五 是 同 
Fe. 

设 G 和 H 为 两 个 n 阶 连 通 图 其 中 V(G) 
一 映射 o: V(G) 一 V(A), 使 得 对 任意 (1 
da(gloi,g(ui+l)) ULAR: G H. 

设 G 和 互 为 两 个 连通 图 . 如 果 存 在 一 个 一 一 映射 6: V(G) 一 V (A), 使 得 对 两 个 不 
同 顶点 u,v € V(G) 均 有 dalu, v) 天 da(g(9(o)) HEH RRR: G Ž H. 


一 {v1, v2, , Vn}. MRES T 
< 1 < Tt 一 1), HA dg (vi, Vit1) 一 


3.2 同 构 关系 


我 们 回顾 一 下 两 个 图 Gi 和 G2 同 构 的 定义 , 即 存在 一 个 同 构 $ : V(G1) 一 


V(G2). 易 知 , 同 构 在 任 一 个 图 的 集合 中 建立 了 一 种 关系 . 换 句 话说 , 如 条 图 G 同 
构 于 图 Go, MEK Gi 与 Ga 存在 关系 . 这 种 关系 是 一 个 等 价 关 系 , 也 就 是 说 , 同 构 是 
自 反 的 (任何 一 个 图 与 它 本 身 是 同 构 的 ), 同 构 是 对 称 的 (如 果 Gi 同 构 于 Go, M Ga 
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同 构 于 Gi), 并 且 同 构 是 传递 的 (如 果 Gi MF Go E Go 辣 构 于 Gs, 则 Gi 同 构 
于 G3). 

同 构 是 等 价 关 系 的 证 明 依 赖 于 双 射 ( 即 一 一 的 和 瞎 上 的 上 映射 ) 的 三 个 基本 性 
质 : (1) 每 一 个 恒 等 映 射 是 双 射 ; (2) 每 一 个 双 射 有 一 个 道 映射 , 并 且 该 道 映 射 也 是 
一 个 双 射 ; (3) 两 个 双 射 的 复合 是 一 个 双 射 .( 关 于 映射 的 术语 和 相关 结论 见 附录 2.) 

定理 3.6 ”在 图 的 集合 上 , 同 构 是 一 种 等 价 关系 . 

证 [直接 证 法 | 首先 , RTE AAA, 也 就 是 说 , 每 一 个 图 与 它 本 号 
是 同 构 的 . 设 G 为 一 个 图 , 对 G 的 每 个 顶点 v 考虑 由 cu) =u 定义 的 恒 等 映 射 
e: V(G) 一 V(G) 显然 e 是 双 射 ， 当然 ，G 中 的 两 个 顶点 4 和 wv 邻接 当 且 仅 当 
e(u) =u 和 e(v) = v 邻接 . 因此 , e 是 一 个 同 构 , 所 以 G IAA G. 

fe PK, 我 们 来 证 明 同 构 是 对 称 的 . 设 Cl 和 Go 为 两 个 图 , A Gi 辐 构 于 Go. 
因此 , 存在 一 个 同 构 g : V(Gi1) 一 V(G2). 因为 $ 是 一 个 双 射 , 所 以 它 的 道 ot : 
V(G2) > V(G1) 存在 并 且 也 是 一 个 双 射 . 设 ue, v2 为 Ga 的 两 个 顶点 , 且 (uz) = 
ur, 的 (oa) = vy. FAK glui) = ua, $(v1) = v2. WÈ wo 和 ve 在 Go 中 邻接 , 因为 
$ 是 一 个 同 构 , 则 wi 和 wi 在 G1 中 也 邻接 . 男 一 方面 , 如 果 ue 和 va 在 Go 中 不 邻 
接 ， WU ua M vy FE Gi 中 也 不 邻接 . IN uz Al ve TE Go rt a Fe BI pb 1 (uz) 和 
ptv) Æ Gi 中 邻接 . 从 而 , ot 是 一 个 同 构 , 所 以 Go 同 构 于 Gi. 

BOA, 我 们 证 明 同 构 是 传递 的 . 对 于 图 Gi, Go, 和 G3, 假设 Gi 同 构 于 Ge 以 及 
Go 同 构 于 G3. 因此 , 存在 同 构 Qa:V(G1) > V(G2) M 6B: V(G2) — V(G3). 408 
复合 映射 6oa :V(G1) 一 V(G3). 因为 a 和 6 是 双 射 , 所 以 Boa 也 是 一 个 双 射 . 
因为 a 是 一 个 同 构 , 所 以 wi 和 vi FE Ga 中 邻接 当 且 仅 当 a(wi) M alv) 在 G 中 
邻接 . 又 因为 6 是 一 个 同 构 , 所 以 alu) 和 a(w1) 在 G2 PRHA Bl(a(wi)) 
和 Bla(vi)) 在 Gs 中 邻接 . 因此 ， ui 和 vi 在 G1 中 邻接 当 且 仅 当 (Go a)(uı) A 
(Boa)(v1) TE Gs 中 邻接 , 所 以 Boa 是 一 个 同 构 . 因此 , G1 同 构 于 Gs. m 


由 于 同 构 是 作用 在 图 集合 上 的 一 个 等 价 关系 , 我 们 可 以 把 图 集合 划分 成 一 些 等 
价 类 ( 子 集 ) 称 之 为 同 构 类 (isomorphism class). 属于 同一 个 同 构 类 的 任意 
两 个 图 是 同 构 的 , 属于 不 同 同 构 类 的 任意 两 个 图 是 不 同 构 的 ， 

假如 要 求 我 们 给 出 所 有 度 序 列 为 s: 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,2, 2 的 图 . SEFC RETA, 我 们 
所 寻找 的 是 那些 非 同 构 的 图 . 图 3.16 给 出 了 这 个 问题 的 答案 .( 共 有 4 个 这 样 的 图 


Qu Bu BB 


图 3.16 度 序 列 为 S.: 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,2 的 所 有 图 
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最 后 , 我 们 考察 图 3.17 所 示 的 图 WAG. 问 : 互 是 G 的 一 个 子 图 吗 ? 和 在 一 
看 , 这 种 提 法 容易 让 人 产生 疑惑 , 因为 我 们 定义 H ÆG 的 一 个 子 图 GCA HCG) 
为 : V(H) ETY(G) 并 且 E(H) C E(G) (此 时 五 和 G 的 顶点 集合 已 被 指定 ). 然而 ， 
图 3.17 所 示 的 图 H A G 并 没有 被 标号 . 因此 我 们 定义 : 对 于 非 标号 图 五 和 G, 如 
Xt AAG 的 顶点 作 (任意 ) 标号 , FT G 的 一 个 子 图 , 则 称 五 是 G 的 一 个 
TER. 因此 , 对 于 图 3.17 所 示 的 图 H M G, 就 是 G 的 一 个 子 图 了. 


H o_o  ©@ o G <<] HCG ><] 


图 3.17 图 G 的 一 个 子 图 H 


3.16 ”有 多 少 个 度 序列 为 s: 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6 的 ( 非 同 构 ) 图 ? 
3.17 考虑 图 3.18 所 未 的 ( 非 标 号 ) 图 Ai, Hz, H3,G. 回答 以 下 问题 : 
(a) Hi 是 G 的 子 图 吗 ? 
(b) Ho 是 G 的 子 图 吗 ? 
(c) Hs 是 G WTR? 


G pend Hi OQ—O—O—O—O He Ha AN 


图 3.18 Ye 3.17 的 图 


3.18 是否 存 在 满足 如 下 条 件 的 图 , 它 有 三 个 连通 分 支 且 恰好 有 两 个 不 是 同 梅 的 ? 
些 图 对 是 不 同 构 的 . 证 明 : 与 奇数 个 图 同 构 的 图 的 总 数 是 个 数 . [提示 : 构造 一 个 顶点 
集 为 V(G) = {u1,v2,---, Un} 的 图 G, 其 中 viv; € B(G) 当 且 仅 当 Gi 同 构 于 G;] 
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对 于 两 个 同 构图 Gi 和 Go, BEM RRA Riss A, 则 确定 它们 是 否 
同 构 可 能 会 相当 困难 . 知 它 们 画 法 相同 且 标 号 相同 , 则 容易 证 明 它 们 是 同 构 的 . 在 
此 情形 下 , 我 们 事实 上 只 有 -一 个 图 ,例如 G, 则 如 下 的 恒 等 映射 显然 是 一 个 同 构 ， 
e: V(G) — V(G), 对 任意 的 vEV(G), 均 有 elv) =v. 由 此 , 对 于 图 3.19 Pa H 
的 每 个 顶点 v, 由 alv) =v 所 定义 的 上 映射 ai: V(H) > V(A) Æ H OBIE AN— 
个 同 构 . 
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H VI Us v4 v5 
X 3.19 ALA 
对 于 图 3.19 中 的 图 A, 还 存在 H 到 其 自身 的 其 他 辣 构 . 例如 , 由 
vo, 如 果 vv =v, 
Q2(v) = vi, WẸ v= v, 


v, 如 果 v A v1, vo, 


所 定义 的 映射 也 是 一 个 同 构 . 另外 , 还 有 两 个 从 五 到 其 自身 的 同 构 , 中 如 下 所 定义 
的 aa 和 a4, 
ve, WIR v = vs; 
a3(v)= 4 vs, 如 果 v = vs; 
v, ”如果 v A vs, v6; 


ve, wv =; 
V1， WR v = v; 
aalv) = 4 ve， 如 果 w = vs; 
vs, U v = ve; 


v, We v = v3, va. 

从 图 G 到 其 目 身 的 一 个 同 构 称 为 是 G 的 一 个 目 同 构 (automorphism). A 
为 映射 的 复合 运算 满足 结合 律 ; 恒 等 映 射 是 一 个 目 同 构 ; 一 个 目 同 构 的 逆 仍 是 一 个 
自 同 构 ; 并 且 两 个 自 同 构 的 复合 也 是 一 个 自 同 构 , 所 以 图 G 所 有 自 同 构 的 集合 在 复 
合 运算 下 构成 一 个 群 . 该 群 称 为 是 G 的 自 同 构 群 (automorphism group), 记 为 
Aut(G). 例如 , 对 于 图 3.19 所 示 的 图 H, Aut(H) = {a1, a2, @3, Q4}. 

因为 图 的 每 一 个 日 同 构 如 是 顶点 V(G) 上 的 一 个 置换 , 所 以 用 置换 循环 的 术 二 
可 以 更 为 简单 地 描述 目 同 构 . (关于 置换 的 相关 结论 见 附录 2.) 对 于 图 3.19 所 示 的 
RI H, Aut(H) 的 元 素 可 以 表示 为 | 

QT =€ (单位 元 )， Q2 = (V1 V2), @3 = (05 Vg), G4 = (V1 V2)(U5 ve). 

此 处 ,aa 表示 为 两 个 置换 循环 (v1 v2) 和 (vs ve) WY “FEAR”, BO SCA: (1) aa W vy 
映射 到 v E, 把 v2 映射 到 vi E; (2) as 把 ve 映射 到 vs E, 把 vs 映射 到 ve E; (3) 
as 固定 A 的 其 他 所 有 顶点 (也 就 是 说 , o, TE H 中 其 他 顶点 上 映射 到 它们 目 喘 上 ). 

图 3.20 给 出 了 图 3.19 中 图 H 的 目 同 构 群 的 群 表 . 由 于 a 和 as 的 “乘积 ”为 
on, 故 群 表 中 的 第 4 行 第 3 列 的 元 素 是 o 这 是 由 于 


(403 ){(V1) = 4(g(U1)) = 04(V1) = v2, 
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(agaz) (w2) = a4 (az (v2)) = Aa(v2) = v, 
(asas) (V3) = a4 (az (v3)) = a4(v3) = v3, 
(asas) (U4) = a4 (az (v4)) = ad4(V4) = v, 
(asaz) (vs) = as{as(vs)) = a4 (ve) = vs, 


(asaz) (v6) = as (Qa3(v6)) = Cra (Us ) = U6, 


OH] = E 


H v3 v4 a2 = (v1 v2) 
a3 = (v5 v6) 


c4 = (vı v2)(vs ve) 





图 3.20 Aut(H) 的 群 表 


可 见 aaas = az. 然而 , 如 果 用 置换 循环 表示 上 月 同 构 , 则 很 容易 地 获得 上 述 关于 

乘积 的 等 式 . 由 于 
ct4Q3 一 [ol V2)(Us ve)|(Vs ve), 
从 右 向 左 来 理解 上 式 , 可 以 看 出 : (1) v1 被 映射 到 vo, v2 被 映射 到 v1; (2) v3 和 va 
iR ZX BR LA KE; (3) vs 通过 (v5 ve) 被 映射 到 ve, 而 ve 通过 中 间 的 (vs ve) 被 映射 到 vs, 
v5 被 (v1 v2 } 所 固定 ， 因此 由 上 述 映射 的 复合 rt, U5 BRAY Bl U5; (4) 类 似 可 得 ， U6 也 
被 固定 . 故 
Q4G3 = (V1 V2)(U5 ve)(vVs ve) = (vı V2) = Q2. 

下 面 看 自 同 构 群 的 另 一 种 描述 . 考虑 图 3.21 所 示 的 图 下 , Aut(F) 的 元 素 以 及 

群 表 也 在 图 3.21 中 列 出 . 例如 , 目 同 构 65 把 映射 到 把 v 映射 到 w, 把 w BT 





v bı b2 Ba Ba Be 

u w fi | Bi Bo B3 Ba Bs Be 

F x b2 | 82 fi Be Bs Ba ba 

y 63183 Bs fi Be B2 Be 

Bi =e za = (vw) Ba | Ba Be Bs Bi Bs Bo 

a = Ba = (u v) B = Bs = (u v w) Bs | 85 Bs Bs Bo Be Pr 
Bg = (u w) Be = (u w v) Pe | Be Ba B2 Ba Bs Bs 


图 321 ”图 下 和 Aut(F) 的 群 表 


到 u, MEERA. 把 Bs 简写 为 8, 则 B82 = BB = Go. 更 进一步 地 , 如 果 把 6。 
简写 为 a, 则 Bs = 8362 = Ba, Ba 二 aß. Alb, Aut(F) 的 每 一 个 元 素 均 可 以 由 aw 和 
8 表示 , BE 
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A =a? = p’, fo=a, $3 = ba = ap’, 

b4 =aß = Ba, Bs=8, Be = 08°. 
WM a 和 6 BP ARE Aut(F) 的 生成 元 (generator), {a, 8} 为 该 群 的 一 个 生成 集 (gen- 
erating set). 

对 于 图 G 的 顶点 v, v 通过 G 的 自 同 构 所 映射 到 的 顶点 集合 称 为 是 G 的 一 个 轨 

道 (orbit). 事实 上 , 如 果 REENE VG) 的 如 下 关系 : ATERT a € Aut(G)， 
使 得 alz) = y, MEX z Ry. 可 见 , R 是 V(G) 上 的 一 个 等 价 关 系 . 不 难 发 现 , 由 
这 个 关系 形成 的 不 同等 价 类 就 是 G 的 轨道 . 如 果 两 个 顶点 4 和 w 属于 同一 个 轨道 ， 
则 称 它 们 是 相似 的 (similar). 图 3.20 Pra A A 4 个 轨道 , 即 {v1, ve}, {vs}, 
{va}, {us, ve}; 而 图 3.21 所 示 的 图 已 也 有 4 TAE: {u,v w}, {1}, {y}, {2} AAS 
一 个 图 G 的 轨道 是 很 有 益 的 . 如 果 已 知 G 中 每 个 顶点 的 结构 (轨道) 信息 , 由 于 某 
些 顶 点 的 相似 性 , 那么 就 没有 必要 去 考虑 G 中 所 有 的 顶点 . 在 此 情形 下 , 我 们 只 需 
要 考虑 每 个 轨道 的 (任意 ) 一 个 顶点 , 作为 该 轨道 的 代表 元 . 如 果 一 个 n BAA nF 
不 同 的 轨道 , 那么 Aut(G) 仅仅 由 一 个 和 目 同 构 组 成 , 即 恒 等 目 同 构 . 图 3.22 所 示 的 


G 就 是 这 样 的 一 个 图 . 
G fo 


图 3.22 ”含有 7 个 轨道 的 7 阶 图 


另 一 方面 , 如 果 图 G 仅 有 一 个 轨道 , 那么 G 中 任意 两 个 顶点 都 是 相似 的 ; 此 时 
我 们 称 G 是 顶点 可 迁 的 (vertex-transitive). 图 3.23 所 示 的 图 G1 是 顶点 可 迁 的 ， 
因为 自 何 构 只 能 把 一 个 顶点 映射 到 一 个 与 它 有 相同 度 的 顶点 , 所 以 , 每 个 顶点 可 迁 
图 都 是 正则 的 . 然而 , 它 的 逆 并 不 成 立 . 例如 , 图 3.23 所 示 的 图 Go 是 一 个 3 正则 图 ， 
但 是 , 它 并 不 是 顶点 可 迁 的 ; 4 属于 Gs 的 一 个 三 角形 (更 为 精确 地 , 两 个 三 角形 ), w 
不 属于 Go 的 任何 一 个 三 角形 . 因此 , 不 存在 Go 的 自 同 构 , CIE u 映射 到 w 完全 
图 、 圈 、 完 全 二 部 图 Kes, Petersen 图 是 为 大 家 所 涩 知 的 几 类 顶点 可 迁 图 . 


u V wW tT y 
u d w r y 
图 3.23 ”一 个 顶点 可 迁 图 和 一 个 非 顶 点 可 迁 的 正则 图 


下 面 回顾 一 下 群 论 的 一 些 基本 概念 . 我 们 首先 看 一 下 群 的 定义 . 一 个 群 (group) 
是 一 个 韭 空 集合 A (有 限 或 无 限 ) 以 及 定义 在 A 上 的 满足 结合 律 的 一 个 二 元 运算 
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o 构成 , HA 含有 一 个 单位 元 e (必然 是 唯一 的 ), 使 得 对 每 个 元 素 a € 4 均 有 
eca=ace=a; FFA AY MER: 对 每 个 元 素 a € A, 在 4 中 均 存 在 一 个 逆 元 5 
(必然 是 唯一 的 ), E boa =aob=e. 记 上 述 的 群 为 (4,o). 由 于 运算 o 满足 结合 
律 , 所 以 对 于 任意 的 x,y,z € A, BA (roy)oz=xro(yoz). 如 果 对 所 有 的 a,b € A, 
均 有 aob = boa, WP (4,o) 为 一 个 abel 群 (abelian group). 图 3.20 所 示 的 图 H 
的 目 同 构 群 Aut( 互 ) 是 一 个 abel 群 , 而 图 3.21 所 示 的 图 F Ae Aut(F) 群 
却 不 是 abel 群 . (如 果 本 书 的 主要 专题 是 群 论 , 则 记号 G 将 被 用 来 表示 一 个 群 ; 但 
是 , 在 本 书 中 记号 G 的 使 用 上 , 图 更 有 优先 权 !) 

设 (4,o) 为 一 个 群 , BA 4 的 一 个 非 空 子 集 . Æ (B,o) 是 一 个 群 , 则 称 (B,o) 是 
A 的 一 个 子 群 (subgroup). 两 个 群 (4,o) 和 (B, =) 称 为 是 同 构 的 (isomorphic), 
如 果 存 在 一 个 双 射 6: 4 一 B, 使 得 对 所 有 的 x,y € A, 1A ole oy) = O(a) * oly). 
通常 我 们 用 乘法 来 指 代 群 (4,e) 上 的 运算 o, 并 把 aob 写作 ob. 通常 我 们 用 4 记 
一 个 群 , 而 把 运算 符号 省 略 不 写 . 

我 们 还 要 提 到 一 类 很 普遍 的 群 一 一 置换 群 , 其 中 群 运算 即 为 映射 的 复合 . 事实 
E, Arthur Cayley 给 出 了 一 个 著名 定理 : 每 一 个 群 同 构 于 一 个 置换 群 . 我 们 已 经 提 
到 , 图 的 自 同 构 群 是 一 个 置换 群 . 一 个 基数 为 n 的 集合 上 的 所 有 置换 形成 的 群 称 为 
是 对 称 群 (symmetric group), 记 为 Sn. AAS, WBA n!. n BA G 的 目 同 构 群 
是 其 顶点 集 V(G) 上 的 一 个 置换 群 , 也 就 是 说 , n 阶 图 G 的 自 同 构 群 是 Sn 的 一 个 子 
群 . 根据 Joseph-Louis Lagrange 的 一 个 定理 , Aut(G) 的 阶 整除 n! (Sn 的 阶 ). 因为 
每 个 图 的 目 同 构 群 的 阶 是 有 限 的 , 我 们 只 对 有 限 群 感 兴趣 . ET n 阶 群 只 有 一 个 
生成 元 , 则 该 群 称 为 是 n MA (cyclic group). 图 3.20 和 3.21 所 示 的 图 五 和 
F 的 目 同 构 群 Aut( 五 ) 和 Aut(F) 都 不 是 循环 群 . 特别 地 ，Aut( 瑟 ) 是 所 谓 的 Klein 
四 元 群 (Klein four group) (以 Felix Klein 命名 ), 而 Aut(F) 是 6 阶 对 称 群 S3. 在 
群 论 中 , 还 有 一 类 经 常 出 现 的 非常 有 趣 的 群 . 首先 , 我 们 来 看 该 群 类 的 一 个 成 员 . 

例 3.7 确定 Aut(Cs). 

解 WGC, 其 中 GG 的 顶点 标号 如 图 3.24 所 示 . 


图 3.24 3.7 的 图 GG 


G 的 一 个 目 同 构 a = (vi v2 v3 v4 vs) TRA G 的 一 个 “旋转 ”, G 的 男 一 个 目 
同 构 Gy = (ve v5)(v3 va) 可 视 为 G 的 一 个 反射". G 的 自 同 构 群 是 由 单位 元 e 四 
个 旋转 
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aœ = (V1 V2 V3 Va Us), a” = (v1 V3 Us V2 V4), 
a? = (vı V4 V2 V5 V3), * = (v1 Us V4 V3 V2) 
和 五 个 反射 
Bı = (ve v5)(v3 va), B2 = (v1 V3)(v4 Us), B3 = (v1 vs (V2 v4), 
Ba = (vı v2)(v3 Us), Bs = (vı Va)(v2 v3). 


构成 . 设 8 = pi, AEI 3.25 中 Aut(G) 的 群 表 可 以 看 出 , a 和 6 是 Aut(G) 的 生成 元 ， 
这 是 由 于 
e= = fF, D1 = pb, Bo = a? B = Ba’, 
$3 =b = ba, Ba =aß = bat, fs =a°B = Ba’. 
更 一 般 地 , aC, 的 目 同 构 群 的 阶 为 2n, 该 群 称 为 是 二 面体 群 (dihedral group), if 
常 记 为 Da. 因此 , 二 面体 群 Ds 的 阶 为 10, 它 的 群 表 由 图 3.25 给 出 . 此 外 , Ds = S3. 
Q 


œ = (v1 V2 V3 V4 V5) 
B1 = (v2 v5 v3 va) 
B2 = (v1 v3)(v4 vs) 
p3 = (v1 vs )}(v2 va) 
Ba = (ul v2)(v3 vs) 
Bs = (vı va)(v2 v3) 





图 3.25 i 3.7 中 Aut(G) 的 群 表 


一 个 有 限 群 A 可 能 有 , 也 的 确 可 能 需要 , 一 个 较 大 的 生成 集 ; 习惯 上 我 们 不 把 单 
位 元 作为 A 的 生成 元 . 对 于 一 个 群 4 = {&1,Q2,…,an} 以 及 4 的 一 个 生成 集 A, 我 
们 定义 一 个 有 回 图 Da(4) 与 之 关联 , RZA AR A Cayley 染色 有 向 图 (Cayley 
color digraph) (以 著名 数学 家 Arthur Cayley 命名 ). AMA] Da(A) 的 顶点 集 为 4， 
(a;,a;) (i Æj) 是 Da(4) HAM, 行人 存在 某 个 生成 元 be A, 使 得 a; = aib; 并 用 
给 这 条 弧 标 号 (或 染色 ). 因此 , 对 每 个 be A, DA(4) 的 每 个 顶点 a: 剖 邻 接 到 ( 指 
向 ) Tet ab. 类 似 地 , 对 每 个 be A, DA(4) 的 每 个 顶点 oj 都 邻接 自 顶 点 abt (EN, 
被 aojp 所 指向 ). 故 Da(A) 的 每 个 顶点 的 出 度 和 入 上 度 都 等 于 IA). 我 们 看 Cayley 
染色 有 向 图 的 几 个 例子 | 

例 3.8 图 3.26 给 出 了 Klein 四 元 群 A = {a az, ag, aa} MARR, 对 应 于 生成 
AK A = {a2, as} Cayley 染色 有 向 图 也 在 图 3.26 中 给 出 . 
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Ul a1 a2 az 44 
a2 a2 Qi a4 Q3 DA (A) 


a3 a3 A ai a2 





aA a4 aa 42 ai 


图 3.26 W 3.8 的 群 表 和 其 Cayley 染色 有 向 图 


例 3.9 图 3.27 给 出 的 是 循环 群 4 = {e, a, a°, a SHAR, 对 应 于 两 个 生成 
元 集 Al = {a} 和 As = {a,07} 的 Cayley 染色 有 向 图 分 别 在 图 3.27 中 给 出 . 


2 


总 
总 
te 





图 327 i) 3.9 的 群 表 和 其 Cayley 染色 有 问 图 


正如 每 个 无 向 图 都 有 自 同 构 群 一 样 , 每 一 个 有 向 图 也 有 自 同 构 群 . 对 于 Cayley 
染色 有 向 图 D 的 情形 , D 的 保 色 自 同 构 $ 构成 了 ( 弧 没有 被 染色 的 ) AMA D 的 
白 间 构 群 的 一 个 子 群 ; 所 谓 $ 保 色 , HASH: 对 D RAT (u,v), M (u,v) 与 法 
(o(u), o(v)) 有 相同 的 颜色 ( 即 对 应 同一 个 生成 元 

在 图 论 的 第 一 本 专著 里 (事实 上 , 在 该 书 之 前 ), 图 的 自 同 构 群 就 已 经 成 为 一 个 
重要 专题 了 . 1936 Æ, Dénes König 在 这 本 专著 的 第 1 章 (基础 ) 第 1 节 (基本 概念 ) 
的 第 5 页 , 就 提出 了 下 面 的 问题 (从 德语 中 翻译 的 ): 

一 个 给 定 的 抽象 群 何 时 能 被 解释 为 是 一 个 图 的 群 ? 如 果 可 行 , 相应 的 图 又 

该 如 何 构 造 ? 

早 在 20 世纪 初 , 德国 在 群 论 方面 拥有 很 多 著名 的 数学 家 , TEMA. Ferdinand 
Georg Frobenius (1849—1917) 便 是 其 中 最 著名 的 一 位 , 他 在 数学 的 很 多 领域 作出 了 
重要 贡献 , 尤其 在 群 论 方面 . 他 有 一 位 博士 生 Issai Schur (1875—1941), Schur 在 他 
66 岁 生 日 (1 月 10 日 ) 那天 去 世 . 

Schur 是 一 位 天 才 数 学 家 , 他 的 研究 涉 猪 于 数学 的 诸多 方面 , 但 他 最 出 名 的 还 
是 因为 他 在 群 论 方面 的 工作 , 特别 是 在 表示 论 方面 . 由 于 Schur 的 影响 , 柏林 成 为 当 
时 最 著名 的 群 论 研究 基地 . Schur 非常 受 学 生 们 的 欢迎 , 他 在 柏林 大 学 的 演讲 经 常 是 
座无虚席 . 然而 , 从 1933 年 开始 , 德国 发 生 的 一 系列 的 事件 导致 Schur 的 生活 极度 
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艰难 , 因为 他 是 犹太 人 . 1935 F, Schur 被 大 学 解聘 , 他 的 余生 充满 艰辛 . 

在 柏林 大 学 , Schur 指导 了 几 名 博士 生 , 包括 Richard Rado, 我 们 将 在 第 11 章 
介绍 他 ; Richard Brauer (1901—1977), 他 在 代数 和 数论 上 的 工作 非常 有 和 名; 以 及 
Helmut Wielandt (1910—2001), 他 在 置换 群 与 线性 代数 方面 做 出 了 很 大 贡献 . 

Schur 的 另 一 个 学 生 是 Roberto Frucht (1906—1997). Frucht 于 1924 FHEA +A 
林 大 学 学 习 , 当年 他 18 岁 . RE Frucht 最 喜爱 的 数学 领域 是 张 量 微 积 分 , 但 他 在 该 
领域 找 不 到 导师 . 他 对 Schur MA SF, 问 Schur 是 否 可 以 作为 他 的 导师 . Schur 同 
By, 前 提 是 Frucht 愿意 在 Schur 的 研究 方向 上 做 博士 论文 . 因此 , Frucht ina 
究 群 论 并 于 1930 年 获得 了 博士 学 位 . 

就 在 Frucht 毕业 时 , 他 的 父亲 失业 了 . 因此 , 谋生 成 为 Frucht 的 首选 . 在 德国 
的 那 段 时 间 里 , 学 数学 的 想 找 一 个 除 高 校 教 师 以 外 的 工作 是 很 困难 的 . 即使 要 做 高 
校 教 师 的 工作 也 要 求 是 德国 公民 , 但 Frucht 却 是 捷克 斯 洛 伐 克 人 . 因此 , Frucht 只 
好 罗 转 到 意大利 的 特 里 斯 特 , 在 一 家 意大利 保险 公司 工作 . Frucht 在 意大利 一 直 采 
到 1938 年 . 在 那 段 时 间 里 , 他 在 数学 方面 少 有 作为 . 直到 1936 年 的 某 一 天 , 他 收 到 
Akademische Verlagsgesellschaft 出 版 公司 的 一 份 宣 传 图 论 专 车 ( Dénes König 车) 
的 目录 . Frucht 马上 订购 了 这 本 书 , 并 且 很 快 成 为 一 名 狂热 的 图 论 人 研究 者 . 

Konig 关于 自 同 构 群 的 问题 很 快 引起 了 Frucht 的 极 大 关注 . 在 此 问题 上 , Frucht 
经 历 几 个 月 的 失败 以 后 , 找到 了 一 个 似乎 很 简单 的 解法 (当然 是 在 他 发 现 了 以 后 ). 
1939 年 , 在 二 战 爆 发 前 夕 ,Frucht 从 意大利 逃 疡 到 南美 . 在 阿根廷 做 了 一 段 时 间 的 
保险 精算 师 以 后 , 他 在 智利 瓦尔 帕 药 索 的 圣母 玛 利 亚 大 学 找到 了 一 份 满意 的 工作 . 
在 那里 , 他 继续 着 自己 囊 爱 的 图 论 方面 的 工作 , 度 过 了 自己 的 余生 . 

定理 3.10 (Frucht 定理 ) 对 于 每 个 有 限 群 A, 都 存在 一 个 图 G, 使 得 Aut(G) 
同 构 于 A. 

为 了 证 明定 理 3.10, Frucht 首先 利用 了 他 自己 所 获得 的 结果 : 每 一 个 有 限 的 抽 
RE A 都 同 构 于 Cayley 染色 有 问 图 DA(4) 的 保 色目 同 构 群 . 接 下 来 , Frucht 把 
Da(A) 转换 为 一 个 图 G, 使 得 G 的 目 同 构 按 适当 的 方式 与 DA(4) 的 保 色 目 同 构 相 
XT PY. 

实现 上 述 想 法 有 多 种 方法 , 其 中 之 一 为 : 对 于 DA(4) 中 标号 为 bi E A 的 每 条 
JE (u,v), 用 一 条 路 u, u, v, ov 取代 它 , 并 且 在 顶点 u 处 添加 一 个 悬挂 边 , 在 顶点 v1 
处 添加 一 条 长 为 2 的 路 , 其 中 u 和 vi 为 新 的 顶点 . 如 果 有 男 一 个 生成 元 , 例如 bo, 
则 对 Da(A) 中 标号 为 bo € A WBE (u,v), 用 路 u, ua, v2, 0 RRE, 并 且 在 顶点 
ug 处 添加 一 条 长 为 3 的 路 , 在 顶点 v2 处 添加 一 条 长 为 4 的 路 , 其 中 ue 和 ve 为 新 
的 顶点 . 如 果 有 另外 的 生成 元 , 则 重复 上 面 的 操作 ; 见 图 3.28 的 演示 . 

例如 , 考虑 例 3.8 的 Cayley 染色 有 问 图 Da(4). 我 们 把 它 重 新 画 成 图 3.29 所 
示 的 图 , 相应 的 图 G 也 在 图 3.29 HHH, HEF bi = az, bz = ag. 根据 Frucht M, 
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b 
ot o os a 
AL U u ul VI v 
ba 
O—— =O 
u vV U U2 UD Vv 
在 Da (A) FR 在 G 中 


图 3.28 ”由 Dala) 构造 一个 图 G 


Aut(G) 5 A (Klein 四 元 群 ) 是 同 构 的 . 





图 3.29 由 De(4) 重 构 的 图 G 


习题 
3.20 ”对 于 图 3.19 Brash H, 列举 VA) 的 一 个 置换 , 使 其 保持 度 , 但 不 是 H 的 目 同 构 . 
3.21 ”确定 Ks WHY. 
3.22 ”确定 天 1,3 的 目 同 构 群 . 
3.23 ”确定 Pa 的 自 同 构 群 , 其 中 n> 2. 
3.24 ”确定 Ca 的 日 同 构 群 . 
3.25 ”对 图 3.30 所 示 的 图 Hi 和 Ho, 确定 
(a) 每 个 图 的 轨道 . 
(b) 每 个 图 的 自 同 构 群 . 


4 8 3 2 
1 3 6 1 2 0 
Hı o o, H3 < 10 
| 5 9 4 9 


图 3.30 “习题 3.25 的 图 


3.26 ”对 图 3.23 所 示 的 图 Go, 确定 
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3.27 
3.28 


3.29 


3.30 


3.31 


3.32 
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(a) G2 的 轨道 

(b) Go 的 自 同 构 群 . 

证 明 : 对 每 个 图 G, Aut(G) 同 构 于 Aut(@). 

对 于 群 表 如 图 3.31 所 示 的 群 A = fe, a, d}, 

(a) 给 出 一 个 生成 集 A 以 及 对 应 的 Cayley 染色 有 向 图 . 

(b) 用 (a) 中 的 Cayley 染色 有 向 图 , 构造 一 个 图 G, 使 得 Aut(G) S A. 
(c) 给 出 一 个 阶 为 12 的 图 H, 使 得 Aut(H) = A. 


e a b 
e € a b 
aja b € 
b 6 e a 


图 3.31 JE 3.28 的 群 表 


考虑 群 表 如 图 3.32 所 示 的 群 A = {e,a,b,c}, 其 中 a = b’ =c* =e. 
(a) 对 于 A = {a,b}, 给 出 相应 的 Cayley 染色 有 问 图 . 
(b) 用 (a) 中 的 Cayley 染色 有 向 图 , 构造 一 个 图 G, 使 得 Aut(G) S A. 


Pret 


图 3.32 “习题 3.29 WHER 


Amr sa 0 
~ o mip 
TO ® 28 
Sano oe 
mn oe ofe 


{> 


考虑 群 表 如 图 3.33 所 示 的 群 A = {e, a,b,c,d}, 

(a) 对 于 A = {a}, 给 出 相应 的 Cayley 染色 有 回 图 . 

(b) 用 (a) 中 的 Cayley 染色 有 问 图 , 构造 一 个 图 G, 使 得 Aut(G) 2 A. 
b 
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图 3.33 “习题 3.30 WHER 


it 4 = Ss 是 作用 在 集合 {1,2,3} 上 的 对 称 群 . 对 于 A = {(123), (12)}. 
(a) 给 出 相应 的 Cayley 染色 有 问 图 . 

(b) 用 (a) 中 的 Cayley 染色 有 向 图 , 构造 一 个 图 G, 使 得 Aut(G) & A. 
对 于 例 3.9 中 的 每 一 个 Cayley REA HR, 分 别 构造 图 G, 使 得 Aut(G) & A. 
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3.4 延伸 阅读 : 重 构 与 可 解 性 
图 3.34 是 五 张 卡 片 组 成 的 一 副 纸 牌 , 在 每 张 卡片 上 都 画 了 一 个 图 





图 3.34 ”一 副 纸牌 


我 们 看 不 清 每 张 卡 片上 的 图 , 现在 把 它们 分 开 , 如 图 3.35 Bras. 我 们 给 这 些 卡 
片 编 号 . 你 发 现 这 5 张 卡片 上 的 图 之 间 有 什么 关系 ? 当然 , 1 号 和 2 号 卡片 上 的 图 
EQN, 3 号 和 4 号 卡片 上 的 图 也 是 同 构 的 . 另外 , 我 们 还 发 现 这 些 图 的 阶 均 为 4. 


图 3.35 ”由 五 张 卡片 组 成 的 一 副 纸 牌 


可 以 证 明 , 存在 某 个 n 阶 图 G, 使 得 对 每 个 ve V(G), FERS TA G -v 就 画 
在 图 3.35 中 纸牌 的 某 一 张 卡 片上 . 从 两 方面 可 以 看 出 n = 5. 其 一 , n 必须 等 于 5， 
因为 有 5 张 卡片 ; 其 二 , 对 v eV(G), 每 个 子 图 G 一 v 的 阶 为 n 一 1=4, 故 n=5. 

MRE G 的 某 个 参数 值 或 者 某 个 性 质 可 以 由 ( 非 标号 ) 图 G 一 v (ve V(G)) 所 
确定 , 则 对 图 G 而 言 , 这 个 参数 或 这 个 性 质 称 为 是 可 识别 的 (recognizable). Lift 
例子 的 讨论 为 下 面 定 理 提供 了 一 般 性 的 证 明 . 

定理 3.11 每 个 图 的 阶 是 可 识别 的 . 

在 继续 下 面 内 容 之 前 , 我 们 看 图 3.36 中 的 一 副 (非常 少 的 ) 纸牌 . 因为 这 副 纸 牌 
只 有 两 张 卡片 并 且 每 张 卡片 都 是 1 阶 (平凡 ) 图 , 所 以 我 们 所 要 讨论 的 图 G 的 阶 为 
2. 容易 看 出 , AMT 2 Br ( 非 同 构 ) Al, 即 Ko 和 Ko. BA, Ko 的 边 数 是 1, 而 
Ko 的 边 数 是 0. 但 是 , 不 论 是 情形 GY Ko 还 是 情形 G & Ko, EMARE F G -u 
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都 是 Ki 换 句 话说 , 可 能 G = Ko, 也 可 能 G = Ko, 因此 我 们 无 法 从 子 图 G 一 vw 
(v € V(G)) 来 确定 G 的 边 数 . 因此 , Ko 和 Ko 的 边 数 是 不 可 识别 的 . 所 幸 的 是 , 这 
仅 是 个 例外 , 并 不 是 一 般 规 律 . 


AE 


图 3.36 ”由 两 张 卡 片 组 成 的 纸牌 


定理 3.12 每 个 阶 至 少 为 3 的 图 的 边 数 是 可 识别 的 . 
证 [直接 证 法 | 设 G 是 一 个 阶 为 nz 3 BMRA m 的 图 . 设 V(G) = {v1, v, 
++, Vn}. 当然 , 在 由 子 图 G 一 vi (1 < i <n) 组 成 的 纸牌 中 , 所 有 顶点 履 没 有 标号 . 设 
e 为 是 G 的 一 条 边 , 例如 e = vive. WAL e 将 出 项 在 每 个 子 图 G -u (3 <in) 
H, 但 不 出 现在 G 一 或 G 一 ww 中. 设 G-wi 的 边 数 为 mi (1 <ic<n), WEA 
ii mi 中 每 一 条 边 被 计数 了 n 一 2 0K, Bf, 
N o mi = m(n- 2), m= doin Mi 一 


n—2 
i=1 


WEA 3.35 PARA i (1 <i <5) 给 出 子 图 G— v, 其 边 数 为 mi. 我 们 有 
5 
Som =44+44+3434+1= 15. 
i=1 
根据 定理 3.12, m = 15/(5 — 2) = 5. 因此 , 对 于 图 3.35 中 纸牌 所 描述 的 问题 , 图 G 
的 边 数 是 5. 
现在 我 们 知道 , 阶 至 少 为 3 的 每 个 图 G 的 边 数 是 可 识别 的 . 接 下 来 , 我 们 将 证 
明 图 G 的 另 一 性 质 也 是 可 识别 的 . 
定理 3.13 每 个 阶 至 少 为 3 的 图 G 的 度 序 列 都 是 可 识别 的 ， 
ik [直接 证 法 ] 设 G 是 一 个 阶 为 n > 3 且 边 数 为 m 的 图 , 其 中 V(G) = {vi， 
v2，,…, Un}. 由 定理 3.12 知 , m 可 由 子 图 G 一 vi (1 <in) 确定 . 设 G 一 vi 的 边 数 
Am,1i<icn. 换 句 话说 , G 的 边 数 是 m, 但 当 顶 点 vu 从 G 中 删除 以 后 , 所 得 子 
图 G 一 vw 的 边 数 为 mi. 因此 , deg vu; = m — mi, KM m- m,m — ma,t, m — Mn JE 
G 的 一 个 度 序列 . m 


再 回 到 图 3.35 中 纸牌 上 的 子 图 G 一 vi (1 <i < 5), 我 们 发 现 mi = m = 4, 
m3 = m4 = 3, ms = 1. 我 们 已 经 知道 ， G 的 边 数 Tr 等 于 ð, 所 以 1,1,2,2,4 是 G 的 
一 个 度 序列 . 特别 地 , deg vs = 4, 从 而 vs 与 卡片 5 中 图 G 一 vs 的 每 一 个 顶点 都 邻 
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接 . 现在 , 我 们 已 经 完全 弄 清 了 对 应 于 图 3.35 中 纸牌 的 那个 神秘 图 G 了 (在 同 构 意 
义 下 )， 这 个 图 在 图 3.37 中 给 出 . 


”vc 


图 3.37 “对 应 于 图 3.35 中 纸牌 的 图 G 


因此 , 由 图 3.35 中 纸牌 所 给 的 子 图 G 一 vi (1 <i <5), 我 们 不 仅 可 以 确定 G 的 
阶 , G 的 边 数 , G 的 度 序 列 , 而 且 我 们 还 可 以 确定 图 G AZ. 

一 个 阶 为 n> 2 的 图 G 称 为 是 可 重 构 的 (reconstructible), WR G 可 由 它 的 
FA G 一 vi (1 <i<sn) 唯一 确定 (在 同 构 意 义 下 ). 因此 , 图 3.37 所 示 的 图 G 是 可 
BAN. 从 前 面 的 讨论 可 知 , 阶 为 2 的 图 不 是 可 重 构 的 . 很 多 人 都 确信 , 阶 至 少 为 3 
的 每 个 图 都 是 可 重 构 的 , 但 是 该 猜想 还 没有 被 证 明 . 

重 构 猜想 阶 至 少 为 3 的 每 个 图 都 是 可 重 构 的 . 

Af i AA, 这 个 猜想 是 在 1941 年 由 Paul J. Kelly (1915—1995) 和 Stanislaw 
M. Ulam 共同 提出 的 . Kelly 是 一 名 教员 , 在 加 州 大 学 至 巴巴 拉 分 校 工作 多 年 , 在 此 
专题 上 获得 了 很 多 结论 . Ulam 于 1909 年 4 月 3 日 出 生 在 波兰 的 芋 姆 堡 ( 即 如 今 乌 
克 兰 的 利 沃 夫 ). 在 十 几 岁 的 时 候 , Ulam 就 对 天 文 、 物 理 和 数学 产生 兴趣 , 并 上 日 学 了 
微 积分 . 1927 年 , 他 到 利 沃 夫 工 学 院 学 习 . Kazimierz Kuratowski 就 是 该 学 院 的 一 名 
教授 (我 们 将 在 第 9 章 学 习 他 的 相关 结论 )，Ulam 在 Stefan Banach 的 指导 下 从 事 
研究 工作 , 并 于 1933 年 获得 博士 学 位 . 

1940 年 , Ulam 在 威斯康星 大 学 获得 助理 教授 的 职位 , 此 前 他 在 此 攻读 博士 学 
AY. 三 年 后 , John von Neumann 与 Ulam 约定 在 之 加 冶 的 一 个 火车 站 相 见 . 这 导致 
了 Ulam 来 到 新 墨西哥 州 的 洛斯 阿拉 葛 斯 国家 实验 室 , 与 物理 学 家 Edward Teller 一 
起 研究 氢弹 . 在 洛斯 阿拉 莫 斯 期 间 , Ulam 应 用 带 随机 数 的 统计 抽样 方法 , 提出 了 著 
名 的 Monte Carlo 方法 并 用 之 解决 数学 问题 . 在 其 一 生 中 , 他 在 数学 的 很 多 领域 做 
出 了 重要 贡献 . Ulam 于 1984 年 5 月 13 日 去 世 

重 构 问题 就 是 判断 重 构 猜想 是 否 正确 . 解决 重 构 问题 需要 验证 ; 不 存在 两 个 非 
同 构图 G 和 H, 使 得 子 图 集 {G -vv EV(G)} 和 子 图 集 {H —v,v € V(H)} 是 相 
同 的 . 如 果 存 在 具有 上 述 性 质 的 非 同 构图 G 和 H, 则 这 两 个 图 必须 有 相同 的 阶 , 相 
同 的 边 数 和 相同 的 度 序列 , 因为 所 有 这 些 参数 与 性 质 都 是 可 识别 的 . 进一步 地 , 任意 
两 个 这 样 的 图 G 和 H 必须 都 是 连通 的 或 者 都 是 不 连通 的 . 这 就 是 定理 1.10 的 结 
论 , 即 : 阶 至 少 为 3 的 图 G 是 连通 的 当 且 仅 当 G 含有 两 个 不 同 的 顶点 4 和 v, 使 得 
G—ufl G 一 v 都 是 连通 的 . 

定理 3.14 “对 所 有 阶 至 少 为 3 的 图 , 连通 性 与 非 连通 性 都 是 可 识别 的 性 质 . 
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证 [直接 证 法 ] 根据 定理 1.10, G 是 连通 的 当 且 仅 当 在 子 图 G ~v (ve V(G)) 
中 , 至 少 两 个 子 图 是 连通 的 . 四 


重 构 问题 主要 讨论 如 下 问题 : 给 一 个 图 (或 石 干 图 ) 的 某 些 信息 , 要 求 我 们 去 证 
明 仅 有 一 个 图 G 满足 这 些 给 定 的 信息 , 即 确定 这 样 的 图 G. 在 此 情形 下 , 所 给 的 信 
Bie G 的 子 图 集合 , 也 就 是 形 如 G 一 v 的 所 有 子 图 , 其 中 ve V(G). 事实 上 , 我 们 
可 能 会 获得 所 讨论 图 的 更 多 信息 . 继续 按照 前 面 的 讨论 方式 , 假设 我 们 获得 一 个 图 
的 若干 条 信息 , 每 条 信息 写 在 一 张 卡 片上 . 这 样 的 卡片 集合 就 是 我 们 的 纸牌 . 满足 这 
副 纸 牌 中 所 有 信息 的 任 一 个 图 G 称 为 是 该 纸牌 的 一 个 解 . 因此 , 问题 就 转化 为 确定 
这 副 纸 牌 的 所 有 解 . 一 副 纸 牌 可 能 有 唯一 解 , 也 可 能 有 两 个 或 更 多 个 解 , 但 也 可 能 
没有 解 . 对 于 一 个 给 定 的 n > 3 阶 的 图 G, 假设 一 副 纸牌 由 形 如 G 一 v (v € V(G)) 
的 所 有 n 个子 图 组 成 , 并 且 还 假设 重 构 猜 想 是 正确 的 , 则 这 副 纸牌 有 唯一 解 , 也 就 
是 G. 

例 3.15 找 出 满足 如 下 条 件 的 所 有 图 G, G 的 子 图 G -v (ve Va) 由 图 3.38 
中 纸牌 的 卡片 给 出 . 


AMAL gR 


图 3.38 i) 3.15 中 的 纸牌 


解 ” 首先, 注意 到 这 副 纸牌 的 任 一 解 G 的 阶 是 6. 在 这 副 纸牌 中 , 图 的 边 数 之 和 
为 6 十 5 十 5 十 4 十 4 十 6 = 30. 因此 解 G 的 边 数 为 30/(6 — 2) = 7.5. 这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 图 3.38 中 的 纸牌 上 的 图 不 是 任 一 个 图 G 的 子 图 G 一 v,v Ee V(G). AW, 这 副 
纸牌 无 解 . > 


例 3.16 确定 图 3.39 中 纸牌 的 解 . 





卡片 #3 卡片 #4 卡片 #5 


图 3.39 j 3.16 中 的 纸牌 


解 ” 假 设 G 是 一 个 解 , 由 卡片 #1, 解 G 的 所 有 子 图 G -o 至 多 包含 两 个 三 角 
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É, 并 且 由 卡片 #2, 恰好 有 一 个 子 图 G — v, 例如 G 一 ,包含 两 个 二 角形 . 这 两 个 
三 角形 或 者 是 不 邻接 的 , 或 者 有 一 个 公共 顶点 , 或 者 有 一 条 公共 边 , 如 图 3.40 Aras. 


(a) < (b) > (o) O 


图 3.40 RE BY BE 


由 卡片 #3 我 们 可 以 排除 图 3.40(a) 所 示 的 子 图 . 如 果 图 3.40(c) 所 示 的 子 图 出 
M, 则 根据 卡片 #5, G DARA AT APA Da x 和 y. 在 此 情形 下 , G 一 x 和 
G -2 都 至 少 包 售 两 个 三 角形 , 与 卡片 #2 FA. 因此 , G 必然 包含 图 3.40(b) 所 示 
的 子 图 和 另外 一 个 ( 仅 有 的 一 个 ) 顶点 z. 进一步 地 , 这 个 子 图 必须 为 诱导 子 图 , A 
为 G 一 v1 恰 含 有 两 个 三 角形 . 由 卡片 #5, z 必须 与 一 个 度 为 4 的 顶点 邻接 . 除 此 顶 
Rh, 如 果 2 AAA 3.40(b) 中 子 图 的 其 他 顶点 邻接 , 则 与 卡片 #2 矛盾 . 因此 , 我 们 
最 终 仅 得 到 一 个 图 G, 也 就 是 图 3.41 所 示 的 那个 图 G. 在 确定 图 G 时 , 卡片 #4 没 
有 用 到 .( 它 是 一 张 王牌 !) © 


2S 


图 3.41 图 3.39 所 示 纸 牌 的 唯一 解 


习题 

3.33 ”列举 两 个 阶 至 少 为 3 SERA G 和 A, EMH u Al ov, 使 得 Gu Al 
H — v 是 同 构 的 ; 或 者 解释 为 什么 不 存在 这 样 的 两 个 图 . 

3.34 ”对 于 图 3.42 中 的 卡片 纸牌 D, FA i 为 某 个 图 G 的 子 图 Gi = G- v, vi EV(G). E 
答 下 面 问题 , 并 给 出 解释 . 


lal 
Ey E | 


图 3.42 “习题 3.34 中 的 卡片 纸牌 
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3.30 


3.36 


3.37 
3.38 
3.39 
3.40 
3.41 
3.42 
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(a) G 的 阶 n 是 多 少 ? 

(b) G 的 边 数 m BB? 

(c) G 的 各 顶点 的 度 是 多 少 ? 

(d) G 是 连通 的 吗 ? 

(e) D 的 解 是 什么 ? 

对 于 一 个 阶 为 n HARA m 的 图 G, 它 的 子 图 G -v we V(G)) 由 图 3.43 中 的 卡 
片 纸牌 给 出 . 回答 下 面 问题 , 并 给 出 解释 . 
(a) n 是 多 少 ? 

(b) m 是 多 少 ? 

(c) G 是 连通 的 吗 ? 

(d) G 的 度 序列 是 什么 ? 

(e) 找 出 纸牌 的 所 有 解 . 


/ = A A 
A 图 a 
图 3.43 “习题 3.35 中 的 卡片 纸牌 
确定 图 3.44 中 的 卡片 纸牌 的 所 有 人 解 G. 





每 个 了 图 


G — vý] MALL o, 


每 个 连通 分 文 
都 是 完全 的 


0G- ve2k, 





图 3.44 习题 3.36 中 的 卡片 纸牌 


确定 图 3.45 中 的 卡片 纸牌 的 所 有 解 G. 

确定 图 3.46 中 的 卡片 纸牌 的 所 有 解 G. 

确定 图 3.47 中 的 卡片 纸牌 的 所 有 人 解 G. 

确定 图 3.48 中 的 卡片 继 牌 的 所 有 人 解 G. 

确定 图 3.49 中 的 卡片 纸牌 (由 两 张 卡片 组 成 ) 的 所 有 解 G. 

it G=3kKo4+ Kı. 

(a) 列举 一 副 卡 片 纸牌 , 使 得 G 是 该 纸牌 的 唯一 解 ; 并 证 明之 . 


3.4 延伸 阅读 ; 重 构 与 可 解 性 73 


(b) 找 出 由 最 小 张 数 卡片 组 成 的 纸牌 , 使 得 G 是 该 纸牌 的 唯一 解 ; 并 证 明之 . 
(c) 列举 一 副 卡片 纸牌 , 使 得 G 和 另外 一 个 图 是 它 的 仅 有 的 两 个 解 ; 并 证 明之 . 


对 于 G 的 每 个 不 存在 满足 对 于 局 的 某 个 
G 是 连通 的 Blak v, 均 有 A(G- =l | | mA v 成 立 
| A(G—v) <2 的 子 图 Gv 

成 立 


A(G —v) =2 





图 3.45 “习题 3.37 中 的 卡片 纸牌 


MFG 的 任意 
两 个 不 同 项 点 


仅 有 一 个 子 图 


两 个 不 同 的 
G-v 


子 图 G-v 


EAT 


GU 
的 阶 为 5 


tet BA PT 


不 邻接 的 顶点 含有 


奇数 个 顶点 





G -的 边 煞 


图 3.46 “习题 3.38 中 的 卡片 纸牌 图 3.47 习题 3.39 中 的 卡片 纸牌 


3.43 ”列举 一 副 卡 片 纸牌 , 使 得 该 纸牌 恰 有 两 个 阶 至 少 为 3 的 解 . 


3.44 ”列举 一 副 卡 片 纸牌 , 它 由 三 张 卡片 组 成 . 该 纸牌 无 解 , 但 是 由 它 的 任意 两 张 卡片 组 成 
的 纸牌 至 少 有 一 个 解 | : 


每 个 子 图 





Cr 一 了 | 
均 是 正则 的 ， x x 
RF v € V(G) 


3.48 JÆ 3.40 中 的 卡片 纸牌 图 3.49 习题 3.41 中 的 卡片 纸牌 
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4.1 F UA) 


假如 在 人 口 稀少 的 乡村 地 区 , 有 些 乡村 道路 可 以 让 我 们 在 某 些 村 落 之 间 直 接 走 
动 . 因为 在 这 些 道路 上 车辆 通常 很 少 , 所 以 这 个 地 区 所 修建 的 道路 非常 少 . 假如 我 
们 已 经 有 了 图 4.1 所 示 的 地 理 位 置 图 , 其 中 有 7 个 乡村 (分 别 记 为 1,v2,… ,v7) 和 
6 条 道路 . 这 个 地 图 不 仅 能 够 用 图 4.1 中 图 G 来 建立 模型 , 而 且 该 地 图 本 质 上 就 是 
一 个 图 . 


TS. U2 
a O 
V1 we ` ~ 
M NSS Vv 
a ~~ 
V4 
~ Th G 
a; -一 二 一 一 SS 
a ~ 2 
7 - ~ Vv 5 
N 局 ™ 3 
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~~ > 
P MONM 
U6 ly NN 
P: NN U7 


图 4.1 “乡村 和 道路 的 图 模型 


图 4.1 中 的 地 图 (和 图 ) 有 两 个 有 趣 的 特征 . 你 或 主 曾 听 说 过 , 人 在 旅途 , 问 路 
于 当地 人 :“ 和 震 样 才能 到 达 那 里 呢 ?”, 答 晶 :“ 你 从 这 里 到 不 了 那里 .” 比 较 辛 运 的 是 ， 
对 于 图 4.1 中 的 乡村 , 我 们 不 会 遇 到 那样 的 情形 . 实际 上 , 沿 着 乡村 道路 , 能 够 到 这 
任何 其 他 乡村 . 换 句 话说 , 图 4.1 所 示 的 图 G 是 连通 的 . 尽管 这 是 一 个 非常 有 积 
意义 的 特征 (可 以 说 是 一 个 本 质 特 征 ), 但 该 地 图 和 图 也 有 一 个 消极 的 特征 , 即 当 由 
于 道路 修建 、 湛 水 泛滥 、 紧 风 雪 肆虐 等 原因 必须 关闭 茶 条 道路 时 , 就 不 可 能 到 达 每 
个 乡村 了 . 对 图 4.1 中 的 图 G 来 说 , 这 意味 者 , AREE G 的 任 一 条 边 , 则 所 得 到 
的 图 是 不 连通 的 . 具有 这 种 性 质 的 边 在 图 论 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 

回顾 前 文 知 , a e 是 图 G 的 一 条 边 , 则 G 一 e 是 G 的 一 个 子 图 , 其 顶点 集 与 G 
的 顶点 集 相同 , 边 集 是 由 除 e 之 外 的 G 的 所 有 边 构成 . 类 似 地 , a X 是 由 G Wa 
边 构 成 的 集合 , 则 G 一 是 G 的 一 个 子 图 , 其 顶点 集 与 G 的 顶点 集 相同 , 其 边 集 是 


HBR X 中 那些 边 之 外 的 G 的 所 有 边 构成 . 如 果 G 的 阶 是 n, 那么 G- EG BS 
图 Kp. 

连通 图 G 的 一 条 边 e = uw 称 为 是 G HED (bridge), 如 果 G -e 是 不 连通 
的 . 在 此 情形 下 , G -e 必然 恰好 包含 两 个 连通 分 支 , 一 个 包含 u, 一 个 包含 EM 
Rov 的 度 是 1 则 在 G - e 中 , 包含 v 的 连通 分 支 就 是 一 个 顶点 , 此 时 , G 一 v RAR 
一 个 连通 分 支 . 换 句 话说 , A u 是 连通 图 G 的 一 个 端点 , 则 G 一 v 是 连通 的 . 边 e 称 
为 是 不 连通 图 CMW, WR e 是 G 的 某 个 连通 分 支 的 割 边 . 在 图 4.2 的 不 连通 图 
G 中 , 边 uous, v3vV4, vaus, wiw: 都 是 制 边 (用 粗 线 标 出 ), 其 他 的 边 均 不 是 割 边 . 


1 up vı V2 Wy 
G 
U5 U3 Va U5 
ug UA ， UG V7 wy 
图 4.2 ”具有 4 个 割 边 的 不 连通 图 


下 面 这 个 定理 可 以 让 我 们 很 容易 地 判断 出 图 中 哪些 边 是 割 边 . 

定理 4.1 图 G 的 边 e 是 割 边 当 且 仅 当 。 不 在 G 的 任 一 个 圈 上 . 

WE [MEA] i$ e= uv 是 G 的 一 条 边 , PABA. 设 e 属于 G 的 某 个 连 
通 分 文 Gi. (当然 , 4G 是 连通 的 , 则 G1 = G.) 可 以 看 出 , G1 — e 是 连通 的 . 因此 
G1 一 e 中 存在 一 条 4 一 v 路 P. Pe 构成 了 Gi 中 一 个 包含 e 的 圈 , 因而 也 是 G 
中 的 图 . 

现在 来 验证 上 述 定 理 的 道 . Ke = ww 在 G 的 某 个 圈 C 上 , 并且 e 和 C 属于 G 
的 连通 分 文 G1. M Gi 中 存在 一 条 不 含 e W uoi P. 我 们 来 证 明 G1 一 e 是 连通 
的 . 设 My 是 G1 一 e 的 任意 两 个 顶点 .下面 证 明 x My 在 G1 一 e 中 是 连通 的 . 因 
为 Gi 是 连通 的 , 所 以 Gi 包含 一 条 7x 一 y BQ. Æe NRT Q, W wE G -et 
的 一 条 7 一 y 路 . Æ eRT Q, MEQ PH u-v P RRE e, 就 得 到 一 条 x 一 y 
fe. 根据 定理 1.6, Gi- e 包含 一 条 zx 一 y 路 . 


图 4.1 中 的 图 G 是 连通 的 , HARMS. 因此 , G 的 每 条 边 都 是 割 边 . 具有 这 

两 个 性 质 的 图 是 特别 重要 的 , 也 将 是 本 章 的 主要 讨论 对 象 . 

习题 : 

4.1 ”列举 一 个 非 平凡 图 G, G 具有 如 下 性 质 : (1) G 的 每 条 制 边 都 邻接 到 一 条 非 割 边 的 边 ， 
(2) G 的 每 条 非 害 边 的 边 都 邻接 到 -条 割 边 ,(3) G 包含 两 条 不 邻接 的 制 边 ,(4) G 的 任 
何 两 条 非 制 边 的 边 都 是 邻接 的 . 

4.2 ”证 明 : 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 的 连通 图 不 含 制 边 

4.3 ”证 明 : 如 果 wv 是 图 G 的 制 边 , 则 G 中 存在 唯一 的 u- o 路 
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44 设 G 是 连通 图 , el ez Æ G 的 两 条 边 . WEH: G 一 ei 一 e2 有 三 个 连通 分 支 当 日 仪 当 el 
与 eo 都 是 G PINAL. | 
45 (a) RGAn 阶 连通 图 , H G 的 每 条 边 都 是 割 边 .G 的 边 数 是 多 少 ? 并 给 予 解释 . 
(b) 设 G 为 n 阶 的 不 连通 图 , Ak 个 连通 分 文 , H G 的 每 条 边 都 是 割 边 .G 的 边 数 
是 多 少 ? 并 给 了 解释 . 
46 设 G 是 阶 为 n> 3 的 连通 图 , HERAN. 假设 对 于 G 的 每 条 边 e, G 一 e 的 每 条 
WEA. G 有 什么 结构 ? 并 给 予 证 明 . 


4.2 树 


一 个 图 G 称 为 是 无 图 的 (acyclic), 如 果 G AGAR. 树 (tree) 是 无 轿 的 连通 
图 . 因此 图 4.1 中 的 图 G 是 树 . 在 讨论 树 的 问题 时 , 我 们 经 常用 T (而 不 是 G) Kid 
一 个 树 . 由 定理 4.1 可 知 , 树 的 每 条 边 都 是 割 边 . 事实 上 , 我 们 可 以 把 树 定 义 为 每 条 
边 都 是 割 边 的 连通 图 . 图 4.3 列 出 了 6 个 6 阶 的 所 有 树 . TL = Kis 是 一 个 星 图 ， 
Te S Pe 是 一 条 路 . 图 4.3 中 树 的 端点 数 在 2 到 5 之 间 . 对 此 我 们 有 进一步 的 结论 ， 
恰好 包含 两 个 非 端点 (它们 必然 是 邻接 的 ) 的 树 称 为 是 双星 (double star)( 图 ). 图 
4.3 中 树 To 和 Ts 是 双星 . 


AY AT Y | 


图 4.3 阶 为 6 的 树 


另 一 种 常见 的 树 类 是 由 “毛毛 虫 ” 构成 . EER (caterpillar) 是 阶 至 少 为 3 的 
树 , 并 且 移 去 该 树 的 端点 就 会 产生 一 条 路 (MAREE RNS (spine)). 因此 路 ， 
星 ( 阶 至 少 为 3), 以 及 双星 都 是 毛毛 虫 . 图 4.3 所 示 的 树 都 是 毛毛 虫 ; 图 4.4 所 示 的 - 
BT AT" 也 是 毛毛 虫 , 但 T” 不 是 


T“ x ji T" ) l | TH” Da 


图 4.4 ”两 个 毛毛 虫 和 一 个 不 是 毛毛 虫 的 树 
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在 有 些 情 形 下 , 选择 树 T 的 一 个 顶点 , 并 指定 它 为 了 的 根 (root), 这 种 做 法 往 
往 会 带 来 很 多 方便 . 此 时 T 就 成 为 一 个 有 根 树 (rooted tree). 通常 用 如 下 方法 来 
MARR T: THR r 画 在 顶部 , 对 于 其 他 顶点 , 根据 它们 到 r 的 距离 , 依次 画 在 下 
面 , HES r 距离 相同 的 顶点 画 在 同一 水 平 线 上 . 图 4.5 给 出 了 有 根 树 的 一 个 例子 . 


r 





图 4.5 ”一 个 有 根 树 


对 于 标号 树 T 的 两 个 不 同 的 顶点 r 和 s, 把 工 的 根 指定 在 r 和 指定 在 s 所 得 
到 的 两 个 有 根 树 被 认为 是 不 同 的 (即使 存在 从 了 开 到 其 目 身 的 , 可 把 > 映射 到 s 的 同 
构 映射 ) 

无 图 图 称 为 是 森林 (forest). 因此 , 森林 的 每 个 连通 分 支 显 然 就 是 一 个 树 . 有 一 个 
捉 实 可 以 区 分 树 和 和 森林 ， 即 树 要 求 是 连通 的 ， 而 森林 并 不 要 求 是 连通 的 . 由 于 树 是 连通 
的 , 所 以 树 的 任意 两 个 项 点 都 钻 一 条 路 连接 . 事实 上 , 我 们 还 可 以 做 进一步 地 补充 

定理 4.2 BAGAMSARS G 的 任何 两 个 顶点 都 被 唯一 的 路 连接 . 

证 |[ 反 证 法 | i G 是 一 个 树 , 则 由 定义 可 知 G 是 连通 的 . 因此 G 的 每 两 个 顶点 
之 间 都 会 连接 一 条 路 . 假设 G 的 某 两 个 顶点 之 间 和 连接 了 两 条 不 同 的 路 , 则 可 由 这 两 
条 路 的 全 部 或 者 部 分 边 产 生 一 个 图, 导致 子 盾 . 

现在 来 证 明 充 分 性 , 设 G 的 每 两 个 不 同 顶点 之 间 痢 被 唯一 的 路 连接 . 显然 ,G 
是 连通 的 . 假设 GRATE C. 设 4 和 w 是 C 的 两 个 不 同 的 顶点 , 因此 C 就 确 
定 了 两 条 不 同 的 一 v 路 , 导致 蔬 盾 . 所 以 G 是 无 圈 的 , 从 而 G 是 树 . 


我 们 已 经 发 现 , 图 4.3 和 图 4.4 中 的 每 个 树 都 至 少 有 两 个 问 点 . 事实 上 , 所 有 非 
平 几 树 都 有 这 个 性 质 . 

定理 4.3 ”每 个 非 平凡 树 至 少 有 两 个 辆 点 . 

证 “直接 证 法 ] 设 了 是 一 个 非 平凡 树 , 并 且 在 了 的 所 有 路 中 , 设 P 是 一 条 最 
长 的 路 . 不 妨 设 P: u= ugo u ,Uk 二 V0 为 一 条 所 一 v0 路 ,其 中 之 1. 我 们 来 证 明 
u 和 w ET WA. 显然 , v 和 w 都 不 会 邻接 到 不 在 P 上 的 任何 一 个 顶点 , 否则 将 
产生 一 条 更 长 的 路 . 当然 ,u 邻接 到 wi, v 邻接 到 uci, 另外 , 由 于 工 不 含 图 , 所 以 u 
Al 都 不 会 邻接 到 P 上 的 其 他 任何 顶点 . 因此 , degu = degv = 1. m 
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作为 该 结果 的 一 个 主要 的 推论 , 我 们 有 , 奢 工 是 一 个 阶 为 上 十 1 > 2 的 树 , 则 对 
FT WETS v, FET -v 是 一 个 阶 为 k 的 树 . 这 个 推论 对 于 树 的 相关 结论 的 
归纳 证 明 是 很 有 用 的 . 我 们 把 该 想法 应 用 于 树 的 另 一 个 重要 性 质 的 证 明 , 即 每 个 树 
的 边 数 都 比 它 的 阶 少 1. 

定理 4.4 每 个 n 阶 树 的 边 数 是 nn 一 1. 

证 BAA] 我 们 对 n 进行 归纳 . 1 阶 树 是 唯一 的 , 即 A, 其 边 数 位 0. 因此 , 对 
于 ”= 1, 结论 是 正确 的 . 假设 对 于 正 整 数 〖, 每 个 阶 树 的 边 数 都 是 一 1. 设 工 是 
一 个 十 1 B hE 4.3 可 知 , T 至 少 含 有 两 个 端点 ， 设 v 是 其 中 一 个 端点 ， 则 
T'=T -v 是 一 个 阶 为 的 树 . 由 归纳 假设 知 , T 的 边 数 是 m = 上 一 1. 由 于 了 恰好 
LT’ 多 一 条 边 , PA T 的 边 数 是 mm 十 1 = (kK -—1)4+1= (k 十 1) 一 1, 从 而 结论 成 立 . u 


下 面 举例 曾 述 了 我 们 刚刚 讨论 的 一 些 想法 . 

例 4.5 BRT ARPS 13 阶 树 ,其 顶点 的 度 为 1,2,5. rž T HA 3 个 度 为 2 
的 顶点 , MAT RS VA 58? 

解 ” 由 于 了 工 有 3 个 度 为 2 的 顶点 , MT MA 10 个 度 为 1 或 5 的 顶点 . Kok 
T 的 端点 数 . WT SA 10-2 个 度 为 5 的 顶点 . 因为 了 含有 13 个 顶点 , 由 定理 4.4 
HA, TA 12 条 边 . 对 工 的 所 有 顶点 的 度 求 和 , 并 应 用 图 论 第 一 定理 , 可 以 得 到 

1xv4+2x3+5x (0-—2)=2x 12 
x +6 +50 一 90 一 24 | 
x= 8, + 


注意 到 , 画 出 一 个 13 阶 的 树 (该 树 有 三 个 度 为 2 的 顶点 , 两 个 度 为 5 的 顶点 , 8 
个 端点 ) 并 不 能 回答 上 面 问题 . 它 仅 仅 说 明 我 们 所 画 的 树 有 8 Poe, 但 未 必 说 明 
例 4.5 Pay T A 8 个 端点 . 但 例题 的 解法 告诉 我 们 , 具有 例 4.5 所 描述 性 质 的 每 
个 树 都 有 8 个 半点 . 

根据 森林 的 阶 及 其 连通 分 支 的 个 数 , 我 们 可 以 确定 该 森林 的 边 数 . 

推论 4.6 ” 阶 为 见 且 有 大 个 连通 分 支 的 每 个 森林 有 丈 一 大 条 边 

证 [直接 证 法 ] 设 下 是 一 个 阶 为 m 的 森林 , 且 G1, G2,… ,Gx 是 已 的 连通 分 
支 , HEP k > 1. 设 Gi 的 阶 为 ni 边 数 为 mi 其 中 1<i<k. 则 有 n= E ni, 
m= im. 由 于 每 个 连通 分 支 Gi (1 <i<k) 都 是 树 , 所 以 根据 定理 4.4 可 知 ， 
Mi = n; — l. 因此 


k k 


m=) m= (ni —-1l=n-k. 
i=} 


{=i 
|| 


根据 定理 4.4, 我 们 已 知 n 阶 树 是 包含 n 一 1 条 边 连通 图 . 实际 上 , 每 个 n 阶 连 
通 图 都 至 少 包含 n 一 1 条 边 . 尽管 可 以 用 一 些 不 同 的 方法 来 证 明 这 个 结论 , 我 们 这 
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里 采用 最 小 反例 证 法 , 目的 是 为 了 说 明 这 种 证 明 方法 的 有 效 性 . (最 小 反例 证 法 将 在 
附录 3 中 给 予 解释 .) 

定理 4.7 每 个 n 阶 连通 图 的 边 数 至 少 是 nn 一 1. 

证 ”|[ 最 小 反例 证 法 ] 易 见 定理 对 阶 分 别 为 1, 2, 3 的 连通 图 成 立 . 现在 假设 定 
EARL, 则 存在 一 个 具有 最 小 阶 RA n) 的 连通 图 G, 它 的 边 数 m 至 多 是 n 一 2. 
显然 , n > 4. 由 于 G 是 一 个 非 平 凡 的 连通 图 , 所 以 G 不 含 孤 立 顶 点 . 

我 们 断言 : G 必 会 一 个 端点 . 假设 G 的 每 个 顶点 的 度 至 少 是 2, 则 G 的 顶点 的 
度 和 是 2m > 2n. 因此 , m > n> m++2, 导致 矛盾 . 所 以 G 含有 一 个 端点 . 

设 v 是 G 的 一 个 端点 . 由 于 G 是 连通 的 , HARNA n, 边 数 为 m < n 一 2; 所 以 
G 一 v 是 连通 的 , 并 且 阶 为 nn 一 1, 边 数 为 m 一 1 < n 一 3. 这 与 上 述 对 G 的 假设 矛盾 ， 
BG 是 边 数 至 少 比 阶 小 2 旧 阶 最 小 的 连通 图 . 加 


设 G 是 一 个 阶 为 n 且 边 数 为 m 的 树 . 由 树 的 定义 和 定理 4.4 可 知 , G 有 如 下 
三 个 性 质 : (1) G 是 连通 的 , (2) G BAH, (3) m=n-1. 事实 上 , AR G 的 阶 为 
n, 边 数 为 m, 且 满 足 这 三 个 性 质 中 的 任意 两 个 , 则 G 是 一 个 树 . 

定理 4.8 设 G 是 阶 为 n LARA m 的 图 . 著 G 满足 如 下 性 质 中 的 任意 两 
个 

(1) G 是 连通 的 , (2) G 是 无 圈 的 , (3) m=n-l, 

则 G AR. 

证 “”[ 皮 证 法 , 直接 证 法 | 首先 , 大 G 满足 (1) 和 (2), 则 由 定义 可 知 G 是 一 个 
树 . 因此 , 我 们 只 需要 假设 G 满足 (1) 和 (3), 或 者 满足 (2) 和 (3) 即 可 . 下 面 考虑 这 
两 种 情形 . / 

情形 1 G 满足 (1) 和 (3). 由 于 G 是 连通 的 , 只 需 证 明 G 是 无 圈 的 . 假设 G 
BATE C. he 是 C 的 一 条 边 , 则 由 定理 4.1 可 知 , e 不 是 G HAW. 故 G 一 e 
是 一 个 连通 图 , 并 且 其 阶 为 n, 边 数 为 n 一 2; 与 定理 4.7 矛盾 . 因此 , G 是 无 圈 的 , 从 
而 是 树 . 

情形 2 G 满足 (2) 和 (3). 由 于 G 是 无 圈 的 , 只 需 证 明 G 是 连通 的 . 因为 G 满 
FE (2) 和 (3), 所 以 G 是 一 个 森林 , HEYA n, DRA m = n 一 1. 由 推论 4.6 可 知 ， 
G 的 边 数 为 n 一 k, HEF k E G 的 连通 分 文 的 个 数 . A n-1l=n-k, A k=l. 
所 以 G 是 连通 的 . 


如 果 工 是 一 个 k 阶 树 , RER T AAF Kk 的 一 个 子 图 . 易 见 , (Kk) = 有 一 1 
事实 上 , 了 不 仅仅 同 构 于 Kx 的 一 个 子 图 , 而 且 同 构 于 最 小 度 至 少 为 k 一 1 的 任意 图 
的 一 个 子 图 . 

定理 4.9 设 丁 为 上 k 阶 树 . 若 图 G 满足 6(G) 之 k 一 1, 则 工 同 构 于 G 的 某 个 
子 图 . 
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证 ”归纳 证 法 ] 我 们 对 天 进行 归纳 . 当天 = 1 时, 由 于 每 个 图 都 至 少 含有 一 个 
顶点 , 结论 显然 成 立 . 当 玉 = 2 时 , 由 于 不 含 孤 立 点 的 每 个 图 都 会 含有 边 , 所 以 结论 
也 成 立 . 

假设 对 阶 为 一 1 (k > 3) 的 每 个 树 T, 以 及 最 小 度 至 少 为 上 -2 的 每 个 图 H, 
T 同 构 于 五 的 某 个 子 图 . BERT AK, G 为 满足 5(G) > 一 1 的 图 . 我 们 
来 证 明 工 同 构 于 G 的 某 个 子 图 . 

设 v 是 工 的 一 个 端点 ,4 是 工 中 与 v 邻接 的 顶点 . U T- 是 上 -1 阶 树 . 由 
于 (G) 2 k-1 è k-2, 所 以 由 归纳 假设 可 知 : 了 一 v 同 构 于 G 的 某 个 子 图 F. it 
uw E5 T Pu At FS. 由 于 degG wu >k-1UAR PF OBA k-1, Hr 
以 ul 一 定 邻接 到 G 的 某 个 不 属于 F 的 顶点 w OLE 4.6). 因此 , T 同 构 于 G 的 茶 
个 子 图 . 


(Gs 


图 46 ”定理 49 证 明 中 的 图 GWT T -ov 


习题 
4.7 (a) 画 出 所 有 5 Bre. 
(b) 画 出 所 有 6 阶 和 森林 . 
48 证明: ER G 的 每 个 顶点 的 度 至 少 是 2, 则 G 含有 一 个 圈 . 
4.9 ”说 明 一 个 阶 为 n 且 边 数 为 n 一 1 的 图 未 必 是 一 个 树 . 
4.10 ”对 于 下 面 的 三 种 情形 , 分 别 举 出 一 个 例子 或 者 说 明 为 什么 不 存在 这 样 的 例子 -. 
(a) 一 个 图 , 它 不 是 树 , 但 它 的 每 条 边 都 是 割 边 . 
(b) 一 个 4 阶 树 , 它 的 补 图 不 是 树 . 
(cj 一 个 树 T, T 恰好 包含 3 个 非 端 点 的 顶点 , 但 了 PEEB. 
4.11 X} k = 2,3,4, 分 别 列举 一 个 树 Tx, 要 求 ACT.) = ,并 且 具 有 相同 度 的 两 个 顶点 不 
会 邻接 到 同一 个 顶点 . 
4.12 (a) 列举 一 个 树 T 及 其 一 条 边 e, WK T — e 的 两 个 连通 分 支 是 同 构 的 . 
(b) 说 明 为 什么 不 存在 这 样 的 树 T, 它 包 含 两 个 不 同 的 边 e1 和 ez, 使 得 工 - el 的 两 
个 连通 分 支 是 同 构 的 , AT -— e: 的 两 个 连通 分 支 也 是 同 构 的 . 
4.13 SP 21 阶 的 树 工 仅 含有 度 为 1, 3, 5, 6 的 顶点 . BT SA 15 个 端点 , 一 个 度 为 6 的 
顶点 , WT 含有 多 少 个 度 为 5 AUR? 


4.14 


4.15 


4.1% 


4.18 
4.19 


4.20 


4.21 

4.22 

4.23 
4.24 
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已 知 某 个 35 阶 的 树 工 含 有 25 个 度 为 1 的 顶点 , 2 个 度 为 2 的 顶点 , 3 个 度 为 4 的 顶 

点 , 1 个 度 为 5 的 顶点 , 和 2 个 度 为 6 的 顶点 . 它 还 含有 2 个 具有 相同 (未 知 的 ) E z 

的 顶点 . x 是 多 少 ? 

EARR 工人 含有 50 个 端点 , 并 且 还 含有 相同 个 数 的 度 分 别 为 2, 3, 4, 5 的 顶点 , 此 外 

不 再 含有 度 大 于 5 的 顶点 . T 的 阶 是 多 少 ? 

(a) 列举 一 个 6 阶 树 , 该 树 含 有 4 个 度 为 1 的 顶点 ,2 个 度 为 3 的 顶点 . (只 有 一 个 
树 具有 这 个 性 质 .) 

(b) 找 出 满足 下 述 条 件 的 所 有 树 T, BOR T W 2/3 顶点 的 度 为 1, 其 余 1/3 顶点 的 
度 为 3. 

(a) 列举 一 个 8 MR, 该 树 含 有 6 TRA 1 的 顶点 , 2 个 度 为 4 的 顶点 . (只 有 一 个 
树 具 有 这 个 性 质 .) 

(b) 找 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 树 T, T 的 75% 顶点 的 度 为 1, 其 余 25% 顶点 的 度 为 


4. 

(c) 找 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 树 T, T 的 75% 顶点 的 度 为 1, 其 余 25% 顶点 的 度 是 
Fa — A E EY BO 

(d) 找 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 树 T, T 的 25% 顶点 的 度 为 1, 其 余 75% 顶点 的 度 是 
Fy — A E EH RL. 

eT n 阶 树 工 仅 含有 度 为 1 3 的 顶点 . 证 明 T A (n — 2)/2 TREY 3 ADUR. 

wT EBA n 且 边 数 为 m 树 , AT A n CEN 1S 1) 的 顶点 . 则 

n = X ni, 2(n — 1) = 2m = S ini. 


(a) WEAR: ni = 2 + na + 2na + 3ns 十 4ne +--+. 

(b) 假设 树 工 有 3 个 度 为 2 的 项 点 ,5 个 度 为 3 的 顶点 , 2 个 度 为 4 的 顶点 , 此 外 , 工 
不 再 含有 度 大 于 或 等 于 5 的 顶点. 根据 (a) 中 的 公式 , 问 T Agbe? 

TE BA BY Be RR : 

(a) E GRETA n 且 边 数 为 m 图 , H GRA 3 Te, M mens 2. 

(b) RAPAE. | 

设 工 是 一 个 n 阶 树 . 证 明 : T 同 构 于 Case 的 一 个 子 图 . 

设 工 是 一 个 n BY. WE: T 的 补 图 工 的 边 数 与 Kn 的 边 数 相同 . 

找 出 满足 如 下 性 质 的 所 有 树 T, BOR T 是 树 . 

(a) RBA n > 4 的 所 有 图 G, 要 求 由 G 的 任意 3 TORS Fa. 
FETE FA, TAP HB H. 

(b) 提出 (a) 中 问题 的 一 个 推广 , 并 解决 之 . 


4.3 ”最 小 生成 树 器 题 


假如 图 4.1 所 描述 的 7 个 乡村 真 地 存在 , 这 些 乡 村 很 有 可 能 是 一 个 接着 一 个 发 


展 的 (按时 间 ); 当 一 个 新 乡村 在 发 展 的 时 候 , 会 修建 一 条 新 的 道路 来 连接 该 乡村 与 
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前 面 已 经 开发 过 的 乡村 . 例如 , 假设 乡村 vvv BAFE, v 和 ve, ve 和 vs 之 
则 分 别 丰 在 一 条 道路 . 此 外 , 还 假设 社区 v4 也 发 展 成 了 乡村 , 则 铺设 一 条 道路 来 连 
接 v4 与 v1, 02, v3 中 的 某 一 个 也 是 非常 合理 的 . 当然 , 在 v4 与 某 条 已 有 道路 的 中 间 
某 个 位 置 建 一 条 道路 , 也 可 能 更 为 合理 ; 这 样 可 能 为 此 交叉 处 市 来 一 个 新 的 发 展 机 
会 . 但 是 , 我 们 假设 这 种 情形 不 会 发 生 . 正如 人 的 一 生 中 有 许多 决定 , 决定 修建 哪 一 
条 道路 更 多 地 是 要 考虑 财政 因素 . 

另 一 方面 , 假设 最 初 乡村 v1,v2,… ,v7 中 的 任意 两 个 之 间 都 不 存在 公路 (这 种 
情形 也 可 能 发 生 , 在 奥运 会 即将 到 来 之 际 , 奥运 村 建 了 7 eae, 为 参加 运动 员 提 供 
住宿). 那么 就 要 在 这 些 和 宿舍 之 间 铺 路 . 铺设 哪些 路 很 可 能 也 要 考虑 财政 因素 . 在 进 
一 步 讨 论 之 前 , 我 们 看 一 个 新 的 概念 

若 一 个 n 阶 连通 图 G AGE, WG 是 一 个 树 . 另 一 方面 , 假设 连通 图 G 含有 
圈 , 并 设 边 el 属于 G 的 一 个 圈 . 根据 定理 4.1, ei APB, H G- e 是 连通 的 . 如 
ae G — e1 含有 图, 则 设 边 ez 属于 G 一 ei 的 一 个 图, ABA G - el — e: 是 连通 的 . 最 
后 我 们 得 到 G 的 一 个 边 集 合 环 = {e1,e2, ek), EIEI G -X 是 一 个 树 . 上 述 所 
构造 的 树 G- 拒 是 G 的 一 个 子 图 , 并 且 与 G 有 相同 的 顶点 集 . | 

我 们 从 另 一 个 角度 看 上 述 的 发 现 . 设 G 是 连通 图 . 考虑 顶点 集 为 V(G) Haw 
H. 把 G 的 一 条 边 fi 加 到 H E; 再 把 G HAA fo 加 到 五 上; 接 下 来 再 把 G 
的 另 一 条 边 fs 加 到 HE, fs gih, fol, 并 旦 保证 不 产生 图 . 我 们 继续 上 面 操 
VE, 直到 把 G A fi, faee, fn- 加 到 五 上 ,产生 一 个 边 数 为 n 一 1 HAS n 
ME F. 根据 定理 4.8, FF 是 一 个 树 , 其 中 VF) = VG. 我 们 知道 , 用 这 种 方法 构 
造 树 是 可 行 的 , 因为 选择 上 面 所 提 到 的 G — X 的 边 即 可 . 

我 们 已 经 给 出 了 构造 树 了 的 两 种 方法 , 其 中 T 是 给 定 连 通 图 G 的 子 图 , H 
V(T) = V(G). 回顾 前 文 , 图 G 的 子 图 了 是 G 的 一 个 生成 子 图 , 如 果 A ACH 
每 个 顶点 . EMR G 的 一 个 生成 子 图 H 是 一 个 树 , 则 称 H 是 G 的 一 个 生成 树 
(spanning tree). 对 于 图 4.7 中 连通 图 G, 它 的 两 个 不 同 生成 树 T 和 To 也 在 图 
4.7 中 列 出 . 我 们 现在 就 得 到 了 她 下 定理 . 


图 4.7 图 的 两 个 生成 树 


定理 4.10 每 个 连通 图 都 含有 一 个 生成 树 . 
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我 们 再 一 次 回 到 在 图 4.1 中 所 考虑 的 例子 , 其 中 有 7 个 乡村 和 6 RAR. 用 来 
描述 此 地 理 位 置 的 图 就 是 一 个 树 , 因此 可 以 在 任意 两 个 乡村 之 间 走 动 . 实际 上 , 任 
意 两 个 乡村 之 间 都 只 存在 唯一 的 路 . 例如 , 在 乡村 vi 和 ve 间 行 走 , 即使 我 们 不 愿 
意 ， 但 还 是 必须 经 过 v2, U3, v4. 所 以 , v1 和 ve 之 间 的 旅程 是 不 方便 的 ， 当然 ， 为 了 使 
该 旅程 更 加 方便 些 , 我 们 总 可 以 修建 一 条 新 的 公路 (例如 , 在 和 ve <E). 这 样 做 
可 能 需要 比较 多 的 费用 (可 能 是 一 大 笔 钱 ). 在 最 初 阶段 , 如 何 确 定 图 4.1 中 的 6 条 
公路 就 是 需要 修建 的 那 几 条 呢 ? 无 论 修 建 哪些 路 都 会 产生 一 个 连通 图 . 春 所 得 到 的 
图 含有 一 个 圈 , 则 图 中 就 有 一 些 不 是 割 边 的 边 . 换 和 句 话 说 , 大 我 们 的 主要 目的 是 得 
到 一 个 连通 图 , 则 用 较 少 的 费用 修建 公路 就 可 以 达到 这 个 目的 , 并 且 所 得 到 的 图 是 
一 个 树 . 但 是 如 何 来 选择 那 6 条 需要 修建 的 特定 公路 呢 ? 

假设 存在 一 些 乡 村 (例如 v, v ,v7), 我 们 想 用 尽 可 能 少 的 费用 来 修建 公路 ， 
并 使 得 最 后 所 得 到 的 图 是 连通 的 . 但 是 如 何 来 做 呢 ? 假定 我 们 对 每 两 个 乡村 间 修 建 
公路 的 造价 都 已 经 有 了 一 个 精确 的 估计 . 如 果 某 两 个 乡村 间 的 公路 造价 过 高 (例如 ， 
该 公路 有 可 能 经 过 流沙 市 、 私 有 土地 , 或 者 穿越 或 跨越 一 座 口 山 ), 那么 我 们 就 不 再 
考虑 修建 这 样 的 公路 . 这 个 问题 可 以 用 过 图 来 阐述 . 

KG 是 连通 图 , 并 且 对 它 的 每 条 边 都 分 配 一 个 数值 , 该 数值 称 为 边 的 成 本 (cost) 
或 权 值 (weight). 图 G 的 边 e 的 权 值 记 为 we). 在 第 2 章 中 , 我 们 把 这 样 的 图 称 
为 赋 权 图 . 对 于 G 的 任 一 子 图 H, H HRI wH) 定义 为 其 边 的 权 值 和 , 即 


w(H) = `S w(e). 
e€ E(H) 

我 们 要 寻找 G 的 一 个 生成 树 , 其 权 值 在 G 的 所 有 生成 树 中 最 小 ; 该 生成 树 称 为 最 
小 生成 树 (minimum spanning tree). 在 连通 赋 权 图 中 寻找 最 小 生成 树 的 问题 称 
为 最 小 生成 树 问题 (Minimum Spanning Tree Problem). 

最 小 生成 树 问 题 的 重要 性 在 于 人 它 在 计算 机 网 络 、 通 信和 网 络 、 运 输 网 络 设 计 方面 
的 应 用 . Ronald L. Graham 和 Pavol Hell 在 1985 年 研究 过 该 问题 的 发 展 历史 .( 我 
们 将 在 第 11 章 再 次 见 到 Graham.) 他 们 认为 该 问题 最 初 是 由 Otakar Bortvka 在 
1926 年 明确 提出 的 , 问题 的 提出 源 于 Boruvka 在 输电 线 网 络 的 最 节约 设计 方面 的 
兴趣 . Boruvka 还 给 出 了 这 个 问题 的 第 一 种 解法 . 在 Boruvka 之 前 人 类 学 家 Jan 
Czekanowski 在 研究 分 类 方案 时 所 产生 的 想法 很 接近 于 最 小 生成 树 问 题 . 

多 年 来 , 应 用 一 些 算法 , 最 小 生成 树 问题 已 经 可 以 用 不 同 的 方法 获得 解决 . 其 中 
最 为 著名 的 一 个 算法 是 由 John Bernard Kruskal ( 生 于 1928 Œ) 提出 来 的 . Kruskal 
出 生 于 一 个 有 5 个 子女 的 家 庭 ，3 个 男孩 ,2 个 女孩 ， 所 有 男孩 都 成 为 了 数学 家 . 
Kruskal F 1954 年 在 普林斯顿 获得 了 博士 学 位 , 他 的 导师 是 Paul Erdés 和 Roger 
Lyndon. 他 积极 从 事 研 究 , 其 大 部 分 工作 都 是 关于 数学 和 语言 学 的 . 在 其 一 生 的 大 
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部 分 时 间 内 , 他 都 在 贝尔 实验 室 工作 . 然而 , 在 获得 博士 学 位 的 仅仅 两 年 之 后 , 他 就 
发 表 了 包含 上 述 算法 的 论文 , 这 使 得 他 名 声 大 振 . 

Kruskal 算法 : 对 于 一 个 连通 赋 权 图 G, G 的 生成 树 T 按 下 述 方法 构造 : 对 于 
T 的 第 一 条 边 el, 选择 G 的 任 一 权 值 最 小 的 边 ; 对 于 工 的 第 二 条 边 e2, ÆG RIF 
的 边 中 选择 权 值 最 小 的 边 ; 对 于 了 的 第 三 条 边 es, 在 G 剩 下 的 边 中 选择 权 值 最 小 
的 边 , 且 不 与 前 面 所 选 的 边 构 成 圈 . 继续 这 种 做 法 , 直至 产生 一 个 生成 树 . 

图 4.8 演示 了 如 何 应 用 Kruskal 算法 构造 连通 赋 权 图 的 一 个 生成 树 . 我 们 现在 
来 证 明 Kruskal 算法 在 任 一 连通 赋 权 图 中 都 会 产生 一 个 最 小 生成 树 . 


一 





图 4.8 ”用 Kruskal 算法 构造 一 个 最 小 生成 树 


定理 4.11 ”KKruskal 算 法 在 连通 赋 权 图 中 产生 一 个 最 小 生成 树 ， 

证 ”|[ 反 证 法 | 设 G A n MEMRB, T 是 通过 Kruskal 算法 获得 的 生成 树 ， 
T 的 边 是 按照 次 友 el, ez en-1 选择 . 因此 , wle1) 和 wle2) <- < w(en-1), H 
T 的 权 值 为 


w(T) = >, w(e;). 


我 们 证 明 工 是 G 的 一 个 最 小 生成 树 . 假设 了 不 是 最 小 生成 树 . 在 G 的 所 有 最 
小 生成 树 中 , 设 五 是 与 有 最 多 公共 边 的 生成 树 . 由 于 H 5 TRA, 所 以 了 至 
少 有 一 条 不 属于 HW. 设 e 为 了 中 第 一 条 不 属于 AW. £i >l, 则 边 e, 
e2, 0, ei_l 同时 属于 AAT. 定义 G=H+e, M Go 含有 一 个 圈 C. 由 于 了 不 
含 图 , 所 以 C 上 有 一 条 不 属于 人 的 边 eo. 因此 , B To = Go 一 eo 是 G HERA, H 


w(To) = w(H) + wes) — w(eo). 
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因为 H 是 G 的 一 个 最 小 生成 树 , 所 以 可 知 wH) < w(To). 从 而 w(H) < wH) 十 
w(e;) — w(eo), wleo) < w(ei;). 根据 Kruskal BIA, MAA i = 1, 则 w(eo) = w(e;). 
假设 i> 1. 由 Kruskal 算法 可 知 , ei 是 G 除去 边 e1,e2,…,ei-1 后 的 且 不 与 这 i 一 1 
条 边 构 成 圈 的 权 什 最 小 的 边 . 由 于 eo PRAT T, 且 把 eo 添加 到 边 e1,e2,… ,ei-1 
后 也 不 会 构成 圈 , 所 以 wei) < wle), 从 而 当 > 1 时 也 有 wle) = wle). 因此 
w(To) = w(A), 从 而 To 也 是 G 的 一 个 最 小 生成 树 . 然而 , To FT AHN TRS 
于 互 与 了 公共 边 个 数 , SBF. m 


在 连通 峰 权 图 中 寻找 最 小 生成 树 的 为 一 个 大名 的 算法 是 由 Robert Clay Prim 
(ŒF 1921 年 ) 提出 来 的 . 像 Kruskal 一 样 , 他 也 是 从 普林斯顿 (1949 年 ) 获得 博士 
学 位 的 . 他 是 Sandia 公司 负责 研究 工作 的 副 总 裁 . 有 关 自 法 的 论文 发 表 在 1957 年 ， 
他 也 因此 而 出 名 . 

Prim 算计 对 一 个 连通 赋 权 图 G, G 的 一 个 生成 树 T 由 下 述 方法 构造 : 对 于 
G 的 任 一 顶点 u, 选择 与 4 关联 的 且 权 值 最 小 的 边 作为 了 的 第 一 条 边 el. 对 于 接 下 
来 的 边 C2; C3) "Cn—l1; 在 与 一 条 已 选 边 只 有 一 个 公共 顶点 的 所 有 边 中 ， 选择 权 值 最 
小 的 边 . 

图 4.9 演示 如 何 用 Prim 算法 构造 连通 赋 权 图 的 一 个 生成 树 . 同样 , 通过 Prim 
算法 所 获得 的 树 也 是 最 小 生成 树 . 下 面 我 们 就 来 证 明 这 一 点 . 





G 
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图 4.9 Hj Prim 算法 构造 一 个 最 小 生成 树 


定理 4.12 Prim 算 法 在 连通 赋 权 图 中 产生 一 个 最 小 生成 树 . 
证 ”|[ 反 证 法 | 设 G 为 n 阶 非 平 几 连 通 赋 权 图 , T 了 是 通过 Prim 算法 所 获得 的 生 
成 树 ， T 的 边 是 按 次 序 Cl €2;, °° t, En—1 选择 ， FE €1 与 给 定 的 顶点 u 关联 . 因此 ， T 
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的 权 值 为 
w(T) = `S w(e;). 


;一 1 
假设 了 不 是 最 小 生成 树 . 设 H 为 与 工具 有 最 多 公共 边 的 G 的 所 有 最 小 生成 树 构 
成 的 集合 . 根据 假设 , T éH. 看 7 中 的 树 都 不 包含 e, Wik HAH 中 任 一 个 树 ; 
否则 设 H AH 中 包含 边 el ez ex 的 一 个 树 , AH 中 没有 同时 包含 边 e1, ez, 
…, ekti 的 树 , EP k 为 某 个 整数 , Lk <n-1. HE, H 中 任 一 个 树 都 不 会 同时 
包含 边 e1, e2;…, ekp HHP O<k<n-1. Gk=0,KRU={u};G@k>1,KRU 
为 如 下 k++1 个 顶点 构成 集合 , 其 中 每 个 顶点 都 与 边 e1,e2,… ,ek 中 至 少 一 个 关联 . 
根据 Prim 算法 , eki BRU 中 一 个 顶点 和 V(T) 一 UV 中 一 个 顶点 . 

因此 , FA H +err 含有 圈 C, Heki 属于 C. 显然 , C 含有 一 条 不 同 于 ens 
的 边 eo, 使 得 eo RU 中 一 个 顶点 和 V(T) 一 UV 中 一 个 顶点 . 由 Prim RAX T H 
构造 可 知 , w(ekp+1) < wleo). WE, T’ = A+ ex41-eo Æ G 的 一 个 生成 树 , 其 权 值 
为 

w(T") = wH)+w(err) — wleo). 、 

由 于 H 是 最 小 生成 树 , 所 以 w(H) <w), 从 而 w(H) < w(A) + wlers1) — w(eo), 
这 意味 着 w(eo) < weky) 因此 , wleo) = wlersi1), w(H) = w(T"). 所 以 T 也 是 
G 的 一 个 最 小 生成 树 . Æ eo 不 属于 T, MIT’ 为 一 个 最 小 生成 树 , 且 与 T 的 公共 边 
个 数 多 于 HST 的 公共 边 个 数 , 这 与 HEH HIS. 所 以 eo 属于 工 , 这 意味 着 
T 与 工 的 公共 边 个 数 等 于 是 与 了 的 公共 边 个 数 , 因此 T < KH. BA, 对 于 某 个 
j > k+1, eo = ej. AW, T 包含 了 上 十 1 BW e1, ea ekp, 5 H 的 定义 忒 盾 . m 


习题 
4.25 ” 找 出 图 4.10 中 G 和 H 的 所 有 生成 树 . 其 中 哪些 生成 树 是 同 构 的 ? 


u v u z v 
G H 
y 
w ti W T 


图 4.10 “习题 4.25 WE 


4.26 ER]: 连通 图 的 一 条 边 e ERAH e 属于 G 的 任 一 生成 树 . 


4.27 ”分别 应 用 Kruskal 算法 与 Prim 算法 寻找 图 4.11 中 赋 权 图 的 一 个 最 小 生成 树 . 在 每 
种 情形 下 , 都 要 说 明 该 树 是 如 何 构造 的 (仿照 图 4.8 与 图 4.9). 
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4.28 ”分 别 应 用 Kruskal 算法 与 Prim 算法 寻找 图 4.12 中 赋 权 图 的 一 个 最 小 生成 树 ， 在 每 
种 情形 下 , 都 要 说 明 该 树 是 如 何 构造 的 (仿照 图 4.8 与 图 4.9). 





图 4.11 习题 4.27 Pa RA 图 4.12 习题 4.28 PHA A 


4.29 设 G 为 连通 赋 权 图 , AG 的 边 有 不 同 的 权 值 . 证 明 : G 有 唯一 的 最 小 生成 树 . 

4.30 KG 为 连通 赋 权 图 , T 为 G 的 一 个 最 小 生成 树 . 证 明 : T Æ G 的 唯一 的 最 小 生成 树 
当 且 仅 当 G 的 不 属于 工 的 任 一 边 e 的 权 值 都 大 于 工 +e 的 圈 上 其 他 边 的 权 值 

4.31 ”证 明 : 对 于 每 个 整数 > 2, 都 存在 一 个 连通 赋 权 图 , CRA k 个 不 同 的 最 小 生成 
树 . 


4.4 延伸 阅读 : 生成 树 的 个 数 


前 面 我 们 已 经 提 到 , 任 一 连通 图 G 都 含有 一 个 生成 树 . 这 个 本 质 原因 是 G 连 
通 , 否则 G 不 含有 生成 树 . 2G 本 身 就 是 树 , 则 G 只 含有 一 个 生成 树 , 即 GEA. 
男 一 方面 , E G 为 不 是 树 的 连通 标号 图 , WG 所 包含 的 生成 树 多 于 一 个 ; 但 是 到 底 
是 多 少 个 呢 ? FIX, 我 们 将 关注 连通 标号 图 的 (不 同 的 ) 生成 树 的 计数 . 为 了 
简化 对 图 的 个 数 的 讨论 , 我 们 认为 图 的 项 点 已 经 被 标号 (即使 这 些 标 号 没有 被 明确 
地 指出 ). 因此 , 具有 不 同 边 集 的 生成 树 是 不 同 的 . 我 们 现在 考虑 下 面 两 个 例子 . 

例 4.13 确定 图 4.13 中 的 图 G 的 生成 树 的 个 数 . 


图 4.13 Pi) 4.13 中 的 图 


解 ” 可 以 观察 到 , 对 于 G 的 每 个 生成 树 , G 的 每 个 圈 都 至 少 有 一 条 边 不 属于 该 
树 . 下 面 我 们 分 两 种 情形 来 考虑 G 的 生成 树 的 个 数 . (1) 不 包含 e4; (2) 包含 e4. 首 
先 , 任何 不 包含 es 的 生成 树 必 包含 6 条 边 e1, e2, €3, es, e6, e7 中 的 5 条 . 因此 有 6 
个 不 含 ed 的 生成 树 . 其 次 , 任何 含有 e4, 的 生成 树 都 不 能 只 包含 e1, e3, eg 中 的 一 条 ， 
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日 也 不 能 内 包含 €2, €5, €7 中 的 一 条 . 所 以 有 3-3=9 个 包含 C4 的 生成 树 . 因此 G 
AR 64+9=15 PERH. 0 


例 4.14 确定 图 4.14 中 的 图 G 的 生成 树 的 个 数 . 





图 4.14 例 4.14 中 的 图 


RE ”对 于 G 的 每 个 生成 树 , 边 es, es, ee 之 中 至 少 有 一 条 边 不 属于 该 树 . 这 样 
就 可 以 把 G 的 生成 树 划 分 为 3 个 互 不 相交 的 类 . 

Fl. HOW e3, es, eo 的 生成 树 . 这 些 生 成 树 可 以 从 剩 下 的 6 条 边 el，ez，e4， 
e7, eg, e9 中 删除 任 一 条 边 而 获得 . 因此 有 6 个 这 样 的 生成 树 . 

类 2. BAA es, e5, e6 中 一 条 边 的 生成 树 , 首先 假设 es 属于 某 个 生成 树 , 但 
es 和 es 不 属于 该 生成 树 . 则 el 或 者 es 不 属于 该 生成 树 ， FH €4, E7, €g, E9 中 的 
恰好 一 条 边 不 属于 该 生成 树 . 因此 , G 的 售 有 es (HAG es 和 es 的 生成 树 的 个 数 为 
2x4=8. 根据 G 的 对 称 性 , G WIGS A e3, es, e6 中 一 条 边 的 生成 树 的 个 数 为 
3x 8 = 24. 


类 3. 恰 含 有 边 ea, e5, e6 中 两 条 边 的 生成 树 . 首先 假设 e3 和 es 属于 某 个 生成 
树 , 而 es 不 属于 该 生成 树 . 则 这 样 的 生成 树 可 以 通过 删除 下 面 每 对 边 中 的 一 边 而 
获得 : (1) e1, ez; (2) e4, eg; (3) e7, eg. PFU, GHIA es 和 es (AAG es 的 生成 树 
ABCA 2° = 8. 同样 , 根据 对 称 性 , G 的 只 含有 边 e3, es, ee 中 两 边 的 生成 树 个 数 为 
3x8 = 24. 

所 以 , G 的 生成 树 的 总 数 为 6+ 244 24 = 54. O 


下 面 我 们 将 讨论 转 到 确定 完全 图 K 的 生成 树 个 数 的 问题 上 . 当 n= 1 或 n= 2, 
Kn 是 树 , 所 以 我 们 只 需要 考虑 n> 3 时 的 情形 . 由 于 Ks 是 个 长 度 为 3 WG, 所 以 
每 个 生成 树 都 是 通过 删除 这 3 条 边 中 的 一 条 边 而 得 到 的 . 所 以 , Ks 的 生成 树 的 个 数 
是 3 ( 见 图 4.15). 

确定 Ka ( 见 图 4.16) 的 生成 树 个 数 是 比较 麻烦 的 , 但 有 下 面 的 一 种 计算 方法 : 
注意 到 Ki 的 任 一 生成 树 都 属于 如 下 三 种 情形 之 一 ，(1) 不 含 边 vv, V1V3，vV2v3; 
(2) (A&A vive, vvs, vous 中 的 一 条 ; (3) AAW vive, v1v3, v2v3 中 的 两 条 .由 
于 三 种 情形 中 的 生成 树 个 数 分 别 是 1 6, 9, 所 以 Ki 的 生成 树 个 数 就 是 1+6 十 9 = 16. 


事实 上 , 计算 图 G & Ky (其 中 V(G) = {vi v2，…, vm]) 的 生成 树 的 总 数 与 计 
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V4 vı v1 Ul 
À Z/N k A i / / 
V2 va V2 US U2 U3 V2 U3 


图 4.15 Ks 的 生成 树 





图 4.16 ”完全 图 Ka 


ARAMA {v V2,，…, vnj} 的 不 同 树 的 总 数 是 一 样 的 . 下 面 的 公式 是 由 Arthur 
Cayley 于 1889 年 建立 的 , 并 被 称 为 Cayley 树 公 式 (Cayley Tree Formula). 作为 
该 公 武 的 一 个 推论 , 可 以 很 清楚 地 得 到 , Ky 共有 16 个 生成 树 . 

定理 4.15 具有 指定 顶点 集 的 n 阶 不 同 树 的 个 数 是 n, 

在 前 面 , 我 们 已 经 多 次 见 到 Cayley 这 个 名 字 . Cayley 于 1821 年 8 月 16 日 出 生 
TES = Surrey #8 Richmond. 在 年 轻 的 时 候 , 他 就 显露 出 了 在 数值 计算 方面 的 
超 强 能 力 . 1838 年 , 他 进入 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 , 在 本 科 生 阶段 就 发 表 了 3 篇 论 
X. 他 于 1842 年 毕业 , 之 后 以 剑桥 fellow 的 身份 教书 4 年 , 在 这 段 时 间 里 , 他 继续 发 
表 论 文 , 而 且 速 度 很 快 . 当 任 期 终止 的 时 候 , Cayley 发 现 自己 没有 职位 了 . 然后 他 学 
习 法 律 , 于 1849 年 成 为 了 一 名 律师 , 之 后 的 14 年 他 都 从 事 律 师 这 个 职业 . 虽然 已 
经 成 为 一 名 出 色 的 律师 , 但 Cayley 认为 这 只 是 个 谋生 的 方式 , 目的 是 为 了 能 够 做 自 
己 所 真正 喜爱 的 事业 数学 . 在 从 事 律 师 职业 的 14 年 中 , Cayley 写 了 200 多 篇 
数学 文章 . 

1849 年 , Cayley 写 了 一 篇 有 关 置 换 的 文章 ; 该 文章 把 他 的 想法 和 Augustin Louis 
Cauchy 的 想法 联系 起 来 . 1854 年 , 他 写 了 两 篇 非常 有 名 的 关于 抽象 群 的 论文 . 在 当 
时 , 已 经 知道 的 群 仅仅 是 置换 群 .Cayley 定义 了 抽象 群 , 并 且 给 出 了 一 个 表 以 显示 
群 中 的 乘法 运算 . 他 也 认识 到 矩阵 可 以 形成 群 . 

1863 年 , Cayley 被 聘 为 剑桥 大 学 纯粹 数学 的 教授 . 虽然 他 能 挣 的 钱 只 是 他 做 律 
师 时 候 的 一 小 部 分 , 但 是 他 非常 高 兴 , 因为 他 可 以 专职 地 从 事 数学 工作 了 . 在 他 的 一 
EF, 他 是 多 产 的 研究 者 , 直到 1895 年 1 月 26 日 在 剑桥 去 世 , 他 发 表 了 900 多 篇 文 
人 章 , 仅仅 少 于 Leonhard Euler, Paul Erdős 和 Cauchy. : 


我 们 将 不 再 给 出 定理 4.15 的 证 明 , 关于 此 公式 证 明 有 几 种 非常 不 同 的 方法 . 
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John W. Moon 在 1967 年 写 了 一 篇 论文 章 , 给 出 了 这 个 着 名 定理 的 十 种 不 同 的 证 明 
方法 (在 那 之 后 又 出 现 了 更 多 的 证 明 方 法 ). Moon 是 加 拿 大 艾 尔 伯 塔 大 学 的 一 名 教 
授 , 在 这 所 大 学 里 度 过 了 其 学 术 生 涯 的 大 部 分 时 间 . 他 做 了 大 量 关 于 树 和 一 类 有 辣 
图 (该 图 类 我 们 将 在 第 7 章 中 介绍 ) 的 研究 . 正如 不 少数 学 家 都 对 音乐 感 兴趣 一 样 ， 
Moon 对 音乐 也 有 一 定 的 兴趣 ; SECRET, 和 大 部 分 数学 家 一 样 , Moon 在 数学 的 创 
造 性 方面 也 有 有 自己 的 学 认识 . 

当 一 个 人 发 现 了 一 些 新 事物 , 而 且 很 难 对 非 数学 工作 者 解释 该 发 现时 ,他 

就 会 有 一 种 满足 和 喜悦 的 感觉 ; 若 有 机 会 赛 到 这 些 神 秘 事物 冰 后 所 隐藏 的 

东西 , 那 差不多 会 有 一 种 汐 展 的 感觉 . 当 你 能 够 与 合作 者 分 享 这 种 体验 时 ， 

那 感 觉 又 是 多 么 地 好 . 

下 面 还 有 一 种 方法 可 以 确定 任意 图 的 生成 树 的 个 数 . 接 下 来 的 定理 是 Gustav 
Kirchhoff 提出 的 . 1824 年 , Kirchhoff 出 生 在 普鲁士 的 可 尼斯 堡 ，( 我 们 将 在 第 6 章 
再 次 见 到 这 个 城市 .) Kirchhoff 因 其 在 电流 方面 的 研究 而 闻名 . 他 于 1845 年 宣布 了 
其 研究 成 果 , 这 就 是 Kirchhoff 规则 , 规则 的 首 条 就 是 : 流 进 一 个 顶点 的 电流 之 和 等 
”于 流出 该 顶点 的 电流 之 和 . 两 年 后 , 即 1847 年 , 他 从 哥 尼 斯 堡 大 学 毕业 . 也 就 是 这 
一 年 , 他 发 表 了 关于 生成 树 计 数 的 文章 , 并 给 出 了 相应 的 定理 . Kirchhoff 把 他 一 生 
的 大 部 分 时 间 都 花 在 了 实验 物理 上 面 . 当 他 的 健康 状况 开始 下 降 的 时 候 , 他 接受 了 
柏林 数学 物理 学 会 主席 的 职位 , 因为 该 职位 不 会 像 实验 工作 那样 给 他 虚弱 的 身体 市 
来 问题 . 由 于 该 生成 树 计数 定理 的 证 明 很 复 来, 我 们 就 不 再 证 明了 . 

我 们 记 n xn KM M = [ma] 的 余子 式 (cofactor) 为 (1+ det(M;,;), 其 中 
det(M;;) 为 M 的 通过 删除 其 第 i1 行 和 第 7 列 而 获得 (n 一 1) x (n-1) FRE Mij 
的 行列 式 . 下 面 这 个 结果 常常 称 为 是 矩阵 树 定理 (Matrix Tree Theorem). _ 

定理 4.16 设 G 是 顶点 集 为 V(G) = {v, v2 ,Vn} HA, R A= flay] AG 
的 邻接 矩阵 ，C = [cij] 为 n xn 4h, 其 中 

| degu;, #i=j; 
Ciy = , , 
— ais; Hi F j. 
RIG 的 生成 树 个 数 为 C 的 任 一 余子 亏 的 值 . 

我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 演示 矩阵 树 定 理 . 图 4.17 中 的 图 G 显然 含有 3 个 
生成 树 . REER A 与 矩阵 C 也 在 图 4.17 中 列 出 

把 C 的 (3,3)- 余子 式 按 第 三 行 展 开 , 得 到 


2 —l 0 

—1 0 2 0 2 一 ] 
-1 2 Q j=0 一 + 1 

2 0 -1 0 一 2 
0 0 1 
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v4 00 1 0 0 o-1 1 


图 4.17 举例 说 明和 窍 阵 树 定理 


与 所 期 望 的 一 样 

习题 

4.32 ”证明 : 存在 唯一 的 正 整数 k, 使 得 任 一 图 都 不 会 恰好 含有 上 个 生成 树 

4.33 WF ABA G 的 一 个 子 图 . 证 明 : F 是 G 的 某 个 生成 树 的 子 图 当 且 仅 当 FF 不 包 
含 图 . 

4.34 (a) 确定 图 4.18 中 的 图 G 的 生成 树 的 个 数 ; | 
(b) 对 于 天 > 5, 确定 图 4.18 中 的 图 Ge 的 生成 树 的 个 数 . [注意 到 (a) 是 上 = 4 的 情 

形 .] 





图 4.18 习题 4.34 中 的 图 


4.35 (a) 确定 图 4.19 中 的 图 G 的 生成 树 的 个 数 ; 
(b) 对 于 天 > 6, 确定 图 4.18 中 的 图 Gx 的 生成 树 的 个 数 . [注意 到 (a) Æ k= 5 的 情 
形 . 





图 4.19 “习题 4.35 中 的 图 


4.36 ”确定 图 4.20 中 的 图 G 的 生成 树 的 个 数 . 
4.37 (a) 根据 Cayley 树 公 式 , H: 具有 顶点 集 S= {u,v,u,2,y} 的 不 同 树 有 多 少 个 ? 
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4.38 
4.39 


4.40 
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(b) 把 (a) 中 的 树 分 类 , 使 得 两 个 树 在 同一 类 中 当 且 仅 当 它们 是 同 构 的 , 考虑 用 5 中 
元 素来 标号 的 不 同方 式 数 , 以 此 来 确定 这 些 类 的 个 数 以 及 每 个 类 中 树 的 个 数 . 

用 矩阵 树 定理 来 证 实 具 有 顶点 集 {v3,v2,v3,v4} 的 不 同 树 的 个 数 . 

(a) 用 和 矩阵 树 定理 来 确定 图 4.21 中 的 图 的 生成 树 的 个 数 ; 

(b) 画 出 图 4.21 中 的 图 G 的 所 有 生成 树 . 


图 4.20 “习题 4.36 中 的 图 图 4.21 ”习题 4.39 中 的 图 


TAT An 阶 连 通 图 G 的 两 个 生成 树 . 证 明 ， 存在 G 的 生成 树 序列 T = 
To, 卫 ,…,T% = T’, BMH iT <isk-), G 3 Ti 有 nn 一 2 RAHM. 


SOR Æ 通 性 


5.1 j rl 


我 们 或 许 已 经 很 清楚 , 连通 性 是 图 所 拥有 的 最 为 重要 的 性 质 之 一 . 图 5.1 给 出 
了 一 些 阶 为 7 的 图 , 其 中 G 是 树 , G4 S C7, G7 = Ky. WA, 这 些 图 都 是 连通 的 . 然 
m, 某 些 图 看 起 来 比 其 他 图 “更 为 连通 ”. 这 意味 着 我 们 有 必要 引入 一 个 能 够 反映 图 
连通 程度 的 参数 , 这 便 是 本 章 探 讨 的 主要 内 容 . 





某 些 图 的 连通 性 是 如 此 “脆弱 ", 以 致 于 移 除 一 条 特定 的 边 就 可 导致 图 不 连通 
在 前 面 , 我 们 已 经 介绍 过 这 种 图 , 并 把 具有 这 种 性 质 的 边 称 为 制 边 . 图 Ga AF 
边 , G WAM. 事实 上 , 因为 G1 是 树 , 所 以 G1 中 的 每 一 条 边 都 是 制 边 . 
下 面 , 我 们 把 目光 从 包含 割 边 的 连通 图 转向 另 一 类 连通 图 . 该 类 连通 图 包含 一 
个 点 , 去 掉 该 点 后 可 导致 图 不 连通 
回顾 前 文 , # v 是 非 平 凡 图 G 的 一 个 顶点 , 则 G -o 表示 G 的 一 个 (诱导 ) 子 
图 , 其 顶点 集 是 由 除去 之 外 的 G 的 所 有 顶点 构成 , 其 边 集 是 由 除去 与 v 关联 的 边 
之 外 的 G 的 所 有 边 构 成 . 这 一 概念 在 图 5.2 中 得 到 解释 . 事实 上 , BU 是 G 的 顶点 
集 的 真子 集 , G-U 是 G 的 一 个 (诱导 ) TA, 其 顶点 集 为 V(G) -U, 边 集 是 由 G 
的 顶点 均 属于 V(G) -U 的 边 构 成 . 对 于 连通 图 G 的 顶点 v, 车 G ~ v 是 不 连通 的 ， 
HWE v 是 G 的 割 点 (cut-vertex). 一 般 地 , 若 v 是 图 G 某 一 连通 分 支 的 制 点 , 则 
v 也 称 为 是 CORA. 对 于 图 5.2 所 示 的 图 G, v 和 zx 是 G 仅 有 的 两 个 割 点 . 在 图 
G 一 v 中 , 顶点 z 已 不 再 是 制 点 ; 然而 s 却 是 G -v 的 割 点 . 因此 , 对 于 U = {5,0}, 
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图 G -U 是 不 连通 的 . 图 5.1 中 的 G1, G2, G3 包含 割 点 , 但 其 余 几 个 图 不 包含 割 点 . 


图 52 KGS5G-v 


注意 到 图 5.2 中 的 图 G 不 仅 包含 割 点 v, 而 且 包 含 3 KA, 其 中 两 条 与 v 相 
关联 . 我 们 已 经 注意 到 , 图 5.1 中 包含 割 边 的 两 个 图 , 即 G 和 Go, 同样 也 包含 割 点 
(尽管 Gs 包含 割 点 但 并 不 包含 割 边 ). 事实 上 , 除了 Ke, 任何 一 个 包含 割 边 的 连通 
图 一 定 包含 制 点 . 回顾 定理 4.1, 图 G Wi e 是 割 边 当 且 仅 当 e 不 在 G 的 任 一 个 图 
上 . 

下 面 我 们 将 给 出 几 个 关于 割 点 的 结论 . 由 于 图 G 的 割 点 必然 是 G 的 茶 个 连通 
分 支 的 割 点 , 因此 我 们 仅仅 考虑 连通 图 . 

定理 5.1 设 v 是 图 G 中 与 一 条 荐 边 相 关联 的 顶点 . 则 vv 是 G 的 割 点 当 且 仅 
当 degv > 2. 

证 DATE, 反 证 法 ] 设 如 是 G 的 一 条 割 边 , 则 degv > 1. # degu = 1, M 
v 是 G 的 一 个 端点 , 从 而 图 G -ov 是 连通 的 , v 不 是 G 的 一 个 制 点 . 

反之 , 若 degv > 2, 则 一 定 存在 一 个 不 同 于 % 的 顶点 w, w 邻接 于 v. 假设 v 不 
是 割 点 , Wl G -oo 是 连通 的 . 因此 在 G 一 v 中 存在 一 条 4 一 w P. 容易 发 现 , P 与 
顶点 v 以 及 两 条 边 wv 和 vw 构成 了 一 个 包含 割 边 uv 的 圈 . 这 与 定理 417A. u 


由 定理 5.1 我 们 立即 可 得 , 若非 平凡 树 工 的 顶点 vv 不 是 了 的 端点 , 则 wv 一 定 是 
T 的 割 点 . 下 面 将 给 出 另外 一 个 显然 的 推论 . 

推论 5.2 HE G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 图 . HG ADAH, 则 G 一 定 
包含 一 个 基点 . 

若 v 是 连通 图 G 的 割 点 , 则 G 一 v 至 少 包 含 两 个 连通 分 支 .车 入 和 包 是 G 一 + 
不 同 连 通 分 支 中 的 两 个 顶点 , Wu 和 ww 在 G 一 v 中 是 不 连通 的 . AA, u A ow 
在 G 中 必然 是 连通 的 . 因此 有 下 面 定理 . 

定理 5.3 设 v 是 连通 图 G H-tTS 4, u few &G-—v 不 同 连通 分 支 中 的 
两 个 顶点 . 则 v 位 于 G 的 任意 一 条 由 一 也 BL. 

现在 我 们 给 出 连通 图 G 的 制 点 的 一 个 刻画 . 


5.1 # wh 95 


推论 5.4 TA v 是 连通 图 GH -TE A BARBARA FAH 
u 和 WwW, 使 得 v 位 于 G 的 任意 一 条 u—w 路 上 . 

证 ”|[ 直 接 证 法 | 设 v 是 G 的 一 个 割 点 , 则 G 一 v 是 不 连通 的 . g uA wE G- 
的 不 同 连通 分 支 中 的 两 个 顶点 . 由 定理 5.3, G 的 任意 一 条 忌 一 岂 路 均 包含 v. 

另 一 方面 ; &G 包含 两 个 顶点 u Al w, 使 得 G 的 任 一 条 u- w 路 均 包 含 v. 则 
在 G -v 中 不 存在 4% 一 ww K, 所 以 G 一 v 是 不 连通 的 . 因此 wv 是 G 的 割 点 . m 


由 推论 5.4, 者 连通 图 G 的 顶点 v SEAR, 则 对 于 G 中 任意 不 同 于 wv 的 两 个 
顶点 u Al w, 必 存在 一 条 不 包含 的 凿 一 也 路 . 

虽然 割 点 和 割 边 是 两 个 平行 概念 而 且 有 一 些 相 似 之 处 , 但 它们 之 间 也 有 一 些 本 
质 的 区 别 . 我 们 已 经 知道 连通 图 G 的 任意 一 条 边 都 可 能 是 制 边 (当然 G 必然 是 树 ). 
然而 , 任 一 非 平 几 的 连通 图 一 定 包含 不 是 制 点 和 的 顶点 . 

定理 5.5 设 G 是 非 平 凡 的 连通 图 , 4 EV(G). 着 vo 是 G 中 距离 u 最 远 的 顶 
a, Mv RA G HFS. 

证 ”| 反 证 法 | 假设 v 是 CHAR, w 是 G 一 v 的 不 包含 ue 的 连通 分 支 中 的 任 


一 顶点 . 由 于 任意 一 条 4 一 ww 路 均 包 含 v, 则 dlu, w) > d(u,v), BOF IE. m 
由 上 述 定 理 直 接 可 以 得 到 : 任意 非 平 凡 的 连通 图 至 少 包 含 两 个 非 割 点 的 顶点 . 
推论 5.6 ”任意 非 平凡 的 连通 图 至 少 包含 两 个 非 划 点 的 顶点 . 

证 ”|[ 直 接 证 法 |] 设 和 w 是 非 平 几 图 G 的 两 个 顶点 , 使 得 d(u, v) = diam(G). 

因为 u, v 彼此 都 是 距离 最 远 的 顶点 . 由 定理 5.5, 和 w 都 不 是 G WA. m 

习题 


5.1 ”列举 满足 和 下列 条 件 的 图 : 
(a) 割 边 数 多 于 割 点 数 . 
(b) WARRE FAIR. 
5.2 (a) 对 于 任意 整数 (k 之 2), 列举 一 个 包含 v 的 连通 图 G, 使 得 G -v 用 个 连通 分 
支 . | 
(b) 列举 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 图 G, 它 包含 顶点 公 和 wv, 使 得 G 一 4 一 v 的 连通 分 
支 数 少 于 G — u 的 连通 分 支 数 . 
5.3 peak he: 
(a) BA G 的 顶点 5 位 于 G 的 一 个 圈 上 , 则 wv HERI. 
(b) FAG 的 顶点 v 不 位 于 G 的 任 一 个 圈 上 , 则 wv BBL. 
(c) 阶 至 少 为 3 ERWE ERARE TAR. 
(d) 阶 至 少 为 3 HAAS HA AMS FAIR. 
5.4 证明: £ o 是 图 G HAA, Wo 一定 不 是 GHA. 
5.5 ”对 于 下 面 每 个 命题 , 给 出 反例 . 
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(a) # G 是 阶 为 13 的 连通 图 , 是 G 的 割 点 . 则 G -o 有 一 个 至 少 包含 7 个 顶点 的 
连通 分 支 
(b) 若 G 是 具有 偶数 个 顶点 的 连通 图 , 则 G 不 包含 制 点 . 
(c) 若 G 是 具有 制 点 的 连通 图 , 则 G 一 定 包含 审 边 
(d) 若 G 是 具有 割 边 的 连通 图 , 则 G 一 定 包含 制 点 
5.6 ”证 明 : 3 正则 图 G 含有 一 -个 割 点 当 且 仅 当 G 含有 一 条 制 边 
5.7 ”证 明 : 车 工 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 树 , WT 包含 一 个 割 点 v, 使 得 在 与 v 邻接 的 顶点 中 ， 
至 多 有 一 个 不 是 端点 
58 (a) 设 G 是 非 平凡 的 连通 图 . 证 明 : Ho 是 G 的 生成 树 的 一 个 端点 , N o 不 是 G 的 


fd. 

(b) 利用 (a) 的 结论 给 出 下 面 事 实 的 为 一 种 证 明 : 任意 一 个 非 平 几 的 连通 图 至 少 包含 
两 个 不 是 割 点 的 顶点 . 

(c) 设 v 是 非 平 凡 连 通 图 G 的 一 个 顶点 . 证 明 : 存在 G 的 一 个 生成 树 , ERS G 中 
所 有 与 v 相关 联 的 边 . 


(a) 证 明 : 若 连 通 图 G 怡 有 两 个 非 割 点 的 顶点 , M G 是 一 条 路 | 提示 : AMT 包含 
一 个 度 大 于 2 的 顶点 , WT 包含 两 个 以 上 的 端点 .] 


5.2 块 


现在 , 我 们 将 目光 从 含有 割 点 的 连通 图 转向 不 售 割 点 的 连通 图 . 不 人 台 割 点 的 非 
平凡 连通 图 称 为 是 不 可 分 图 (nonseparable graph). 例如 , 图 5.1 中 的 G4, Gs, Ge 
和 G7 都 是 不 可 分 图 . 另外 , Ko 是 一 个 不 可 分 图 , 而 且 是 仅 有 的 2 阶 不 可 分 图 . 由 
于 阶 至 少 为 3 的 不 可 分 图 不 包含 割 点 , 故 它 们 一 定 不 包含 制 边 , 即 每 一 条 边 都 位 于 
-SEE 事实 上 , 关于 不 可 分 图 还 有 很 多 值得 我 们 讨论 的 地 方 . 

定理 5.7 阶 至 少 为 3 的 图 是 不 可 分 的 当 且 仅 当 任意 两 个 顶点 都 位 于 某 个 轿 
+. 

证 ”|[ 肥 证 法 | 首先 , 设 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 , 而 且 其 任意 两 个 顶点 都 位 于 
某 一 个 图 上 . 由 于 G 的 任意 两 个 顶点 位 于 某 一 个 圈 上 , BR, 任意 两 个 顶点 是 连通 
的 , 因而 G 是 连通 的 . 假设 G 不 是 不 可 分 的 , 则 G 一 定 含有 一 个 割 点 , 记 为 v. Bu 
Aw 是 属于 G 一 v 不 同 连 通 分 支 中 的 两 个 顶点 . 由 条 件 知 , EG Pu Aw i Fla 
一 个 圈 C E, 从 而 C 确定 了 G 中 两 条 不 同 的 一 w 路 , 其 中 至 少 一 条 不 包含 v, 导 
ATE 因此 ,G ASS, 是 不 可 分 的 . 

下 面 我 们 来 证 明 必要 性 . 设 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 不 可 分 图 . 假设 G 中 存在 
一 些 顶 点 对 , 使 得 它们 并 不 位 于 同一 个 圈 上 . 在 所 有 这 样 的 顶点 对 中 , 设 u,v 是 使 得 
d(u,v) 最 小 的 一 对 顶点 . A d(u,v) = 1, W uv € E(G). 通过 观察 不 难 发 现 uv 必须 
位 于 一 个 圈 上 . 因而 d(u,v) = k > 2. 
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BW P : u = vv, Uk Vk =VEGH-TREA KWH u-v AF 
d(w,vk-1) = k- 1< k, 则 存在 一 个 包含 4 M vr- 的 圈 C. 由 假设 , v 不 在 C 上 .由 
于 vk-1 不 是 G NER, 且 u oS o 不 同 的 两 个 顶点 , 由 定理 5.4, 则 存在 一 
条 不 包含 vk- 的 v 一 4 路 Q@. AT u tF CE, AEE QO 中 第 一 个 位 于 C 上 的 
顶点 是 有 意义 的 , 记 该 顶点 为 z. R H QKI v-r 子路 (如 图 5.3 Bra), P' 为 C 
EES u W vr- 一 7 (AE r Eu, W P 是 唯一 的 .) AM, 由 wv 到 其 邻 点 vi, 再 
ty P 到 zx, 最 后 沿 @' 到 w 所 构成 的 圈 C EE u Iov, AMET HA. m 


Vk = V 





P' 
图 5.3 定理 5.7 证 明 中 的 圈 C, E P Al Q’ 


右 非 平凡 连通 图 不 是 不 可 分 的 , 则 它 必然 包含 制 点 和 一 些 令 我 们 特别 感 兴趣 的 
不 可 分 子 图 . GEG 的 一 个 不 可 分 子 图 不 是 其 他 任 一 不 可 分 子 图 的 真子 图 , 则 称 该 
TRE G 的 一 个 块 (block). PERM, G 的 任 一 个 块 都 是 G 的 诱导 子 图 . 若 G 是 
不 可 分 的 , 则 G 仅 有 一 个 块 , 即 G 本 身 . 另 一 方面 , 若 G 为 含有 割 点 的 连通 图 , 则 
G 至 少 有 两 个 块 . 如 图 5.4 所 示 , 连通 图 G 含有 两 个 割 点 w 和 wv, 四 个 块 Bi), Bo, 
Bs 和 Ba. 正如 不 连通 图 包含 一 些 称 为 连通 分 支 的 连通 子 图 一 样 , 具有 制 点 的 连通 
图 包含 一 些 称 为 块 的 不 可 分 子 图 . 


U1 
u 
w 
G U9 1 
V w2 
u3 Tı 
Ui V1 Wy 
“uf 
u V2 
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UZ V Ly 
By Bo B3 B4 


图 5.4 BRAC AR 
我 们 还 可 以 从 另外 一 个 角度 考察 块 . 首先 , 我 们 给 出 一 个 定义 在 非 平 凡 连 通 图 
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边 集 上 的 等 价 关 系 . (关于 等 价 关 系 的 定义 及 相关 结论 见 附 录 2.) 

定理 5.8 设 民 是 定义 在 非 平 凡 连 通 图 G 的 边 集 上 的 如 下 关系 : 对 于 / fe 
E(G), 车 e=f 或 ef 位 于 G 的 同一 个 圈 上 , 则 e,f 有 关系 R, 记 为 eRf. 则 RR 
是 等 价 关系 . 

证 [BRIE] BH, R 是 目 反 的 和 对 称 的. 因此 我 们 只 需 证 明 R 是 传递 的 . 
Be, f,g € E(G), Ee RSJ AS Rg. Be=fRf=g, MeRg URR. A 
此 , 我 们 假设 e 和 /位 于 圈 C 上 ,f Ag 位 于 图 C E A eMT OC 上 或 9 位 于 C 
E, 江 即 可 得 e Rg. 因而 , 我 们 可 假设 上 述 两 种 情形 均 不 发 生 . 

it e = w, P EC EGE e Hg u-v 路 , x 是 PP 上 第 一 个 属于 C' 的 顶点 ， 
yy 是 已 上 最 后 一 个 属于 C 的 项 点. 此 外 , 设 P 是 C 上 包含 g 的 一 条 7X 一 y 路 , P” 
是 C 上 包含 e 的 一 条 并 -2 路 . 则 P' 和 PY’ 构成 了 一 个 包含 e 和 9 WC", 因此 
e Rg. 


定理 5.8 所 描述 的 等 价 关 系 把 任意 非 平 凡 连 通 图 G 的 边 集 划 分 成 等 价 类 . 事 
实 上 , 由 每 个 等 价 类 中 的 边 所 诱导 的 G 的 子 图 都 是 G 的 一 个 块 . 下 面 结 果 作 为 定 
理 5.8 的 推论 , 给 出 了 非 平 凡 连 通 图 中 块 的 性 质 . 

推论 5.9 非 平 凡 连 通 图 G 的 任意 两 个 不 同 的 块 Bl 和 Ba 具有 下 面 性 质 : 

(a) By 和 Bo 是 边 不 相交 的 . 

(b) By 和 Ba 至 多 有 一 个 公共 顶点 . 

(c) & By 和 Bo 有 一 个 公共 顶点 v, 则 wv 是 G HAA. 


证 ”人 直接 证 法 , 反 证 法 | 由 定理 5.8, 我 们 立即 可 以 得 到 , 任意 两 个 不 同 的 块 是 
边 不 相交 的 . 下 面 证 明 (b). 假设 Bi 和 Bo 有 两 个 不 间 的 公共 顶点 4 和 wv. AA B 
和 Bo 均 是 G 的 连通 子 图 , 所 以 在 By 中 存在 一 条 u-v 路 已 ,在 Bo 中 存在 一 条 
u 一 JV 路 P”. 此 外 , 由 于 Bi 和 Bo 是 边 不 相交 的 , 则 已 和 P” 也 是 边 不 相交 的 . 设 
w 是 P' 和 P" 的 在 % 之 后 的 第 一 个 公共 顶点 (可 能 w 就 是 四. P 的 入 一 ww 子路 
Q AP’ iW u— w T ”构成 了 G 的 一 个 圈 , BRASS Bi 的 边 el 和 Bo 的 边 
e2. 因此 ,el 和 es 在 G 的 同一 个 块 中 , 这 显然 不 成 立 . 故 (b) 得 证 . 

最 后 我 们 来 证 明 (c). 设 G 的 两 个 块 Bl 和 Bs。 有 一 个 公共 顶点 v, 则 wv 关联 B 
中 的 边 ei = vu 和 Bo 中 的 边 eo = vin. 假设 v 不 是 GWA, 由 推论 5.4, G 存在 
一 条 不 包含 v 的 v1 — vo 路 . 因此 ,PP 与 v, e1, ez 构成 了 一 个 包含 el 和 ea WR. 由 
于 el 和 ez 属于 不 同 的 块 ， 这 显然 不 成 江 . a 


我 们 已 经 给 出 了 块 的 两 种 不 同 的 描述 , 习题 5.15 要 求 你 证 明 这 两 种 描述 是 等 
价 的 . 


5.3 Æ id A 99 


习题 
5.9 ”对 于 图 5.5 中 的 图 G, 确定 G 的 割 点 、 割 边 和 块 


图 5.5 习题 5.9 中 的 GG 


5.10 WEH: 边 数 至 少 为 2 的 连通 图 G 是 不 可 分 的 当 且 仅 当 G 的 任意 两 条 不 邻接 的 边 都 
位 于 G 的 某 一 个 圈 上 . 

5.11 WER: FRNA n 3 的 图 G, 若 G 的 任 一 顶点 v 都 满足 degu > n/2, 则 G 是 不 可 
分 的 . 

5.12 GABA G 包含 三 个 块 和 个 割 点 , Wk 的 可 能 值 是 多 少 ? 并 给 予 解释 . 

5.13 ”证 明 或 反驳 : E G 是 含有 割 点 的 连通 图 ,v 和 wv 是 G 的 两 个 顶点 且 满 足 dlu, v) = 
diam(G), 则 G 没有 包含 u Aly WER. 

5.14 E G 是 一 个 包含 割 点 wv 的 连通 图 ,G1 是 G 一 v 的 某 个 连通 分 支 . 
(a) HEAR: G WASTE (V (G1) U {v}) 是 连通 的 . 
(b) WEAR: G WSFA (V (G1) U {v}) 未 必 是 G BR. 

5.15 “对 于 非 平 凡 的 连通 图 CG, G 的 块 可 被 描述 成 : (1) G 的 一 个 不 可 分 子 图 , 上 且 不 是 其 他 
任意 不 可 分 子 图 的 真子 图 ; 也 可 被 描述 成 : (2) G 的 由 等 价 类 中 的 边 所 诱导 的 子 图 ， 
该 等 价 类 是 由 定理 5.8 中 所 定义 的 等 价 关系 形成 的 . 证 明 : 这 两 种 描述 是 等 价 的 . 

5.16 ”列举 满足 下 面条 件 的 图 G. 
(a) 任意 两 个 不 邻接 顶点 都 位 于 某 一 个 图 上 . 
(b) 存在 两 条 不 邻接 的 边 , 它们 不 位 于 同一 个 圈 上 . 


5.3 TE lf 度 


如 前 文 所 述 , 一 个 含有 割 点 的 连通 图 G 在 删除 荐 点 后 导致 不 连通 ; 不 可 分 图 不 
含 害 点， 由 此 可 见 , 不 可 分 图 比 合 有 割 点 的 连通 图 具有 更 好 的 连通 性 . 下 面 我 们 将 
给 出 一 种 度量 图 连通 性 的 方法 . 设 U 是 由 图 G 的 夺 干 顶点 构成 的 集合 , Æ G-U 
是 不 连通 的 , 则 称 U 为 图 G 的 一 个 顶点 割 (vertex-cut). 有 具有 最 小 基数 的 顶点 制 
称 为 是 最 小 顶点 割 (minimum vertex-cut). 如 果 G 不 是 完全 图 , 那么 G 包含 两 
个 不 邻接 的 顶点 , 删除 G 的 除 这 两 个 顶点 外 的 所 有 顶点 即 可 得 到 一 个 不 连通 图 . HR 
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全 话说 , 任意 一 个 非 完 全 图 都 存在 顶点 制 . 由 于 完全 图 删除 顶点 集 的 任意 真子 集 后 
还 是 一 个 完全 图 , 所 以 连通 图 存在 顶点 割 当 且 仅 当 G 不 是 完全 图 . 

E U 为 非 完 全 的 连通 图 G 的 最 小 顶点 割 , 则 G-U 是 不 连通 的 , 且 包 含 连 通 
TY G1,G2,… Grk (k > 2). HAET i (1 < i< k), 任 一 个 顶点 w EU 都 至 少 与 Gi 
的 一 个 顶点 邻接 , 否则 ,U — {u} t U 更 小 的 顶点 割 , 这 显然 是 不 可 能 的 .图 5.6 给 
出 了 图 G 的 结构 , 其 中 G-U 的 任意 两 个 连通 分 支 之 间 没 有 边 . 


G SO 一 


图 5.6 图 的 最 小 顶点 制 


对 于 非 完 全 图 G, G 的 最 小 项 点 割 的 基数 称 为 是 G 的 点 连通 度 (vertex-conn- 
ectivity), PRA G 的 连通 度 (connectivity), 记 为 KG) @G= Kn, 则 定义 
K(G) 为 nn 一 1. (WF k RE Arie ht kappa.) 一 般 地 , 图 G 的 连通 度 «(G) 是 指 满 
足下 述 笨 件 的 所 有 子 集 U CV(G) 的 最 小 基数 , 使 得 G-U 为 不 连通 图 或 平凡 图 . 
故 对 于 n 阶 图 G, 有 

O< K(G) <n-—1. 
因此 , 非 平 几 图 G 的 连通 度 为 0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 ;G 的 连通 度 为 1 当 且 仅 当 
G ER A AW EA G = Ko; G 的 连通 度 至 少 为 2 当 且 仅 当 G 是 阶 至 少 为 
3 的 不 可 分 图 . 如 图 5.1 所 示 的 , k(G1) = (G2) = kK(G3) = 1, K(G4) = K(Gs) = 2, 
k(Gs) = 4, K(G7) = 6. 

正如 下 面 要 说 明 的 , 对 于 那些 删除 指定 数目 的 顶点 后 仍然 连通 的 图 , 我 们 将 更 
加 感 兴趣 . 对 于 非 负 整数 k, 图 G 称 为 是 k 连通 的 (k-connected), 4 «(G) > k. A 
此 , 对 于 任 一 满足 0 < ESk 的 整数 l k 连通 图 一 定 是 连通 的 . 例如 , 图 5.1 中 的 
G4a,Gs,Ge, G7 都 是 2 连通 的 ; Ga 和 Gs 不 是 3 连通 的 , Ge 和 Gz 是 3 连通 的 . A 
而 ,G 是 1 连通 的 当 且 仅 当 G 是 平凡 图 或 连通 图 ;G 是 2 连通 的 当 且 仅 当 G 是 阶 至 
少 为 3 的 不 可 分 图 . 一 般 地 , 图 G 是 上 连通 的 当 且 仅 当 任意 少 于 k 个 的 顶点 的 删 
除 都 不 会 导致 不 连通 或 平凡 的 图 . 

图 G 的 连通 度 提供 了 G 连通 程度 的 一 种 度量 . 当然 , 还 存在 其 他 的 度量 , 下 
面 将 介绍 用 G 的 边 来 度量 连通 程度 . 设 X 是 非 平 凡 图 G 的 者 干 边 构成 的 集合 . A 
G 一 XX 是 不 连通 的 , 则 称 X AG 的 一 个 边 割 (edge-cut). 连通 图 G RAR X P 
为 是 极 小 的 (minimal), @ X 的 任 一 真子 集 都 不 是 G HMA. EX 是 连通 图 G 
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的 极 小 边 割 , 则 G -X tae MEI XG, 和 Go. 进一步 地 ,X 是 由 连接 G 
和 Go 的 边 构 成 . 

aX 是 连通 图 G HAH, 但 不 是 极 小 的 , 则 存在 X WATR Y, Y 是 极 小 边 
4. 具有 最 小 基数 的 边 割 称 为 是 最 小 边 割 (minimum edge-cut). 虽然 最 小 边 割 
是 极 小 边 割 , 但 该 命题 的 逆 并 不 正确 .例如 , 对 于 图 5.7 中 的 图 H, 考虑 边 的 集合 
X1 = {e3, €4,65}, X2 = {€1, €2,e6}, X3 = {e1,e6}. HT H-X1, H-X2, H-X3 J 
为 不 连通 , 故 上 述 三 个 集合 都 是 边 割 . BOL, X 和 Xs 是 极 小 边 割 ; 由 于 Xs 是 Xe 
的 真子 集 , 故 Xo 不 是 极 小 边 割 ;Xa 是 最 小 边 割 , 但 Xi, Xo 均 不 是 . 


图 57 图 的 边 割 


非 平 几 图 G 的 边 连通 度 (edge-connectivity) AG) 定义 为 G 的 一 个 最 小 边 
割 的 基数 , 并 约定 AK) = 0. 因此 ,A(G) 是 指 满足 下 述 条 件 的 所 有 子 集 X C EG) 
的 最 小 基数 , 使 得 G - X 为 不 连通 图 或 平凡 图 . 对 于 n 阶 图 G, 有 

O0< XG) <n-1. 
注意 到 , A(G) = 0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 或 平凡 的 ; AG) = 1 当 且 仅 当 G 是 连 
通 的 且 包 含 制 边 . 对 于 图 5.7 中 的 图 H, 由 于 Xs = {ei,ee} 是 H 的 最 小 边 制 , 故 
A(G) = 2. 

对 于 非 负 整数 k, 图 G 称 为 是 k 边 连通 的 (k-edge-connected), # A(G) > k. 
从 而 , 对 于 每 个 满足 0 < ESk 的 整数 l, k 边 连通 图 一 定 是 《 边 连通 的 . 因此 , 每 个 
1 边 连 通 图 是 非 平 几 的 连通 图 ; 每 个 2 边 连 通 图 是 不 包含 制 边 量 阶 至 少 为 3 的 连通 
图 . 例如 , 图 5.1 中 的 图 Gs, Ga, Gs 是 2 边 连 通 的 , 但 不 是 3 边 连 通 的 . 

例 5.10 A: (Kz) = 二 nn 一 1. 

解 ” 由 定义 ,A(K1) = 0. FM G = Kn (n 2)， 由 于 G 中 任意 顶点 的 
度 均 为 n 一 1, 故 移 除 与 任 一 顶点 相关 联 的 n 一 1 条 边 后 , 可 导致 G 不 连通 ， 因 
WAG) <n-1. X AB G Hae) Fl, 则 |X| = AG). 因而 ,G -X 恰好 包含 
两 个 连通 分 支 G1 和 Go. 不 妨 设 Gi WRIA k, Gz 的 阶 为 n 一 k. AFX ERER 
Gi 和 Go 的 所 有 边 构 成 , AG 是 完全 图 , 故 | 人 | = k(n- k). AA kei, n-k2l, 
所 以 (k —1)(n—-k—-1)>0. 因此 


(k-l)(n-k-1)=k(n—-k)-—n4+120. 


102 PSH 连 通 性 


从 而 ,A(G) = |X| = k(n —k) >n—1. 故 MKn) = 0-1. 4 


根据 前 面 的 讨论 , 完全 图 没有 顶点 割 . 对 于 非 完全 图 G, 我 们 将 证 明 , 最 小 顶点 
割 的 基数 不 超过 任意 边 制 的 基数 ,下面 定理 建立 了 连通 度 , 边 连 通 度 , 最 小 度 之 间 
的 不 等 式 关系 . 定理 的 部 分 证 明 类 似 于 例 5.10 中 入 (En) =n 一 1 的 证 明 . 

定理 5.11 对 于 任意 图 G,， 


K(G) < MG) < 6(G). 


WE | [直接 证 法 |] 大 图 G 为 不 连通 的 或 平凡 的 , 则 (G) = AG) = 0; £ G = Kn 
(n > 2), Wi) K(G) = A(G) = 6(G) = n-1. 对 于 上 述 两 种 情形 , 不 等 式 显 然 成 立 . A 
此 我 们 假设 G 是 阶 至 少 为 3 的 非 完 全 的 连通 图 , 从 而 6(G) <n — 2. 

首先 , 我 们 证 明 A(G) < 6(G). 设 v 是 G 的 某 个 顶点 , HWE degv = 6(G). A 
为 与 v 关联 的 5(G) 条 边 构成 了 G 的 一 个 边 割 , 所 以 

MG) < 6(G) <n—-2. 

下 面 证 明 xk(G) < A(G). HX 是 G 的 最 小 边 制 , 因而 |X| = A(G) <n—-2, 
G- X PAS AMEX Gi 和 Go. 不 妨 设 Gi HEA k, Go WRIA n-k, H. 
k 之 1,n 一 k 之 1. WX 中 每 一 条 边 都 连接 着 G1 的 某 个 顶点 和 G2 的 某 个 顶点 . 我 
们 分 下 面 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 Gi 的 每 个 顶点 都 邻接 于 Ga 的 每 个 顶点 . 因此 , |X| = k(n- k). 由 于 
(k —1)(n -k — 1) > 0, W 


(k—1)(n—-k-1)=k(n—k)—n4+120, 


从 而 A(G) = |X| = k(n — k) > n — 1. 然而 ,和 (G) <n- 2; 故 该 情形 不 可 能 发 生 . 

情形 2 存在 Gi 的 顶点 4 fe Go 的 顶点 v, RH u fev 在 G 中 不 邻接 . 现在 
我 们 定义 G 顶点 集 的 一 个 子 集 U. 对 于 任 一 条 边 ee X, 我 们 按照 下 面 方 法 选择 顶 
点 来 构造 U: Gu 3 e 关联, 则 选择 Go 中 与 e 关联 的 顶点 作为 U 的 一 个 元 素 ; T 
WW, 选择 G 中 与 e 关联 的 顶点 作为 U 的 一 个 元 素 . 显然 ,|U| < |X|. 由 于 u,v €U, 
HG-U PE u-v ik, 故 G 一 U 是 不 连通 的 . RU ADA. 因此 

K(G) < |U] < |X| = A(G), 

定理 得 证 . 加 


定理 5.11 要 归功 于 Hassler Whitney. 尽管 这 位 数学 家 在 图 论 方面 做 了 大 量 重 要 
的 贡献 , 但 他 最 初 的 研究 兴趣 却 在 拓扑 学 上 . Whitney 于 1907 年 3 月 23 日 出 生 在 纽 
约 ，1932 年 , 他 在 George David Birkhoff 指导 十 获得 哈佛 大 学 的 博士 学 位 ，Whitney 
的 博士 论文 是 关于 图 论 方面 的 工作 .此 后 他 一 直 在 哈佛 大 学 , 直到 1952 年 他 接受 了 普 
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MMR ews, 并 在 此 工作 直至 1977 年 退休 . Whitney 一 生 获 得 过 许多 数 
学 奖 , 如 : 美国 国家 科学 奖 (1976 Æ), Wolf 奖 (1983 年 ), Steel 奖 (1985 4). 

Whitney 把 毕生 大 部 分 精力 放 在 了 科学 研究 上 , 他 以 多 种 方式 对 数学 作出 了 贡 
RR. 在 1944~1949 年 期 间 , 他 担任 美国 数学 杂志 (American Journal of Mathematics) 
的 编 委 . 在 1949~1954 年 期 间 , 他 担任 美国 数学 评论 (Mathematical Reviews) 的 编 
委 . 在 1953~1956 年 期 间 , 他 担任 了 美国 国家 科学 基金 数学 组 的 主任 . 在 业余 生活 
方面 Whitney 是 一 位 狂热 的 登山 爱好 者 . 位 于 美国 新 罕 布 什 尔 州 Franconia 地 区 
的 Cannon Œ L9 Whitney-Gilman 山脊 就 是 以 他 和 他 的 兄弟 Gilman 命名 的 , 因为 
他 们 于 1939 年 8 月 3 日 首次 登 上 它 . Whitney 于 1989 年 5 月 10 日 去 世 . 

对 于 图 5.8 中 的 图 G, ks(G) = 1, A(G) = 2, 6(G) = 3. 由 此 可 以 看 出 , 定理 5.11 
中 的 不 等 式 是 可 以 严格 成 立 的 . 然而 , 对 于 任意 立方 图 , 连通 度 和 边 连 通 度 总 是 相等 的 . 


< 
图 5.8 图 G, 满 是 k(G) =1,A(G)=2,6(G)=3 


定理 5.12 # G 为 一 个 立方 图 , 则 K(G) = A(G). 

证 [ERREA] 对 于 立方 图 G, 显然 <(G) = A(G) = 0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 
的 . 由 定理 5.11, 不 难 发 现 , Æ (G) = 3, M ACG) = 3. 因此 , 仅 需 要 讨论 下 面 两 种 
情形 , 即 k(G) = 1 和 (G) = 2. 8 U 是 G 的 最 小 顶点 割 , W |U] = 1 或 |0|=2. 
G-U E REMH, 设 G1 和 G2 Æ G-U 的 两 个 连通 分 支 . 因为 G 是 立方 图 , 所 以 
对 于 任意 u cu, 在 Gi 和 Gs 中 至 少 有 一 个 恰好 包 售 u 的 一 个 邻 点 . 

情形 1. (G) =|U|=1. PUR GNP u AR. 由 于 G 一 U0 的 某 个 连 
通 分 支 恰好 包含 u 的 一 个 邻 点 wv, 则 边 uw 是 G 的 一 条 割 边 , BOG) = K(G) = 1. 

情形 2. K(G) = |U| = 2. BU = {u,v}. Rik u A v 在 G 一 U 的 同一 个 
连通 分 支 内 都 有 唯一 邻 点 , 分 别 记 为 Av’. ( 当 uv e E(G) 时 , 这 种 假设 必然 成 
W; 4 uM uv 不 邻接 时 , 如 图 5.9(a) Bras.) 此 时 , X = {uu vv} 是 G 的 边 割 , 故 
A(G) = K(G) = 2. 

因此 我 们 可 以 假设 4 在 Gi 中 有 一 个 邻 点 , TE G2 PARTE; vE G 中 有 两 
SAIL, 在 Ga 中 有 一 个 邻 氮 (如 图 5.9(b) Bras). 此 时 ,wv ¢ E(G) 且 X = {uu’, w} 
是 G UH, 故 A(G) = K(G) = 2. m 


FRA n 且 边 数 为 m 的 图 , 其 连通 度 不 可 能 任意 地 大 . PG, Am <n—1, H 
定理 4.7, G 是 不 连通 的 , 即 x(G) = 0. 正如 下 面 我 们 将 要 介绍 的 定理 , Am > n-th, 
WW (G) FER LH. (下 面 出 现 的 函数 [| 与 六 | 见 附录 1.) 
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(a) (b) 





图 5.9 情形 2 


定理 5.13 车 G 是 一 个 阶 为 n HWKA m(m>n-1) HB, 则 
2m 


证 ”| 直接 证 法 ] G 所 有 顶点 的 度 和 为 2m, BG 的 平均 度 为 2m/n. 因而 ,6(G) < 
2m/n. 由 于 6(G) 是 整数 , HM 5(G) < 12m/nj. 由 定理 5.11, K(G) < [2m/n]. m 


我 们 断言 : 定理 5.13 所 给 出 的 上 界 是 紧 的 , 即 , ERI 1 <n-l<m< 
(5) Ain 和 mm, 存在 阶 为 n, 边 数 为 m 的 图 G, 使 得 <(G) = | 经 | . 下面, 我 们 将 要 
说 明 上 述 断 言 是 正确 的 . Æ m= n- 1, 则 任 一 个 阶 为 的 树 都 满足 


o- 2] e] 


因此 , 我 们 可 以 假设 3<n<m< (2). 

对 于 满足 2<r<n HBR An, MRNA n H (Hrn) =r 的 图 Hrn 所 构成 
的 图 类 对 我 们 的 讨论 非常 有 意义 . BEV (An) = {onv ,vn}. 首先 , 假设 = 2k 
是 一 个 偶数 . 对 于 任 一 整数 i (1 <i <n), 顶点 vu SUA Viti Vi42;`… ,Wi+k 和 
vi-_1; 0i_2,"… ,Vi-k 都 邻接 . 在 此 情形 下 ,FH 是 阶 为 n 的 7 正则 图 . 

fe POR, 假设 7 = 2k 十 1 是 一 个 奇数 , n = U 是 一 个 偶数 .对 于 任 一 整数 i 
(1 < i n), 连接 顶点 vi 到 上 述 的 2 个 顶点 , 同时 连接 v 到 顶点 vite. 在 此 情形 
下 ,Hrn 同样 是 阶 为 n 的 7 正则 图 . (图 Hrn 在 定理 2.6 的 证 明 中 已 被 提 及 .) 最 后 ， 
假设 7 (r = 2k 十 1) 和 n(n = 264-1) 都 是 奇数 . 在 此 情形 下 ,Hn 是 由 Hrein 添加 
 vitvigers (i 二 1,2,… 和 边 vives 所 得 . AM, 当 7 Al n 都 是 奇数 时 ,如 包含 
一 个 度 为 7 十 1 的 顶点 和 mn 一 1 个 度 为 7 的 顶点 . 综 上 所 述 , Æ r 或 n 为 偶数 ,HH 
的 边 数 为 2 Ar An 都 为 奇数 ,Hi 的 边 数 为 于 .一般 地 ,Hn 的 边 数 为 E]. 
(图 5.10 给 出 了 图 Has, Hs, Hs,9.) 事实 上 , 在 定理 2.6 中 , 我 们 已 经 介绍 过 7? 或 nn 
是 偶数 情形 下 的 Hrn- 图 Hrn 称 为 是 Harary FA, 以 Frank Harary 命名 . 在 第 6 章 
中 , 我 们 将 再 次 见 到 它 . 本 节 我 们 介绍 Harary 图 的 目的 是 源 于 下 面 定 理 . 





Hag Hs, Hs,g 





5.10 Harary KI: Has, H5 8, Hs 9 
定理 5.14 ATHESAP EK fe n(2<r<n), 
k(Hrn) =r. 


尽管 验证 定理 5.14 的 一 般 情形 非常 乏味 , 但 当 7 很 小 , 我 们 还 是 可 以 去 讨论 它 . 
由 于 Hon = Cn, W K( Hon) = 2. 下 面 我 们 将 验证 定理 5.14 4 r= 3 时 的 情形 . 
例 5.15 证 明 : «(H3,) = 3. 
解 ” 首 先 假设 n= 24 > 4 是 一 个 偶数 . 由 于 Hsn 是 3 正则 的 , BREER n 
a] C :ov Un, U1, W 
2 < K(H3n) < 3. 


i U = {u,v} 是 由 Asn 的 任意 两 个 顶点 构成 的 集合 . 我 们 将 证 明 Hs, 一 U EE 
通 的 .C 中 存在 一 条 长 至 多 为 {的 4 一 v BP. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 4 = w, 
v =v, HH2@<j <l+1. Fv=w, Wl As, — U 包含 生成 路 v3,v4,… ,vn, 故 
Az, 一 U 是 连通 的 . 因而 , 仅 需 考虑 3 < 7 0+ 1 即 可 .但 是 在 此 情形 下 , Hsn 一 U 
包含 路 
P’ : v2, U35°°*+,Vj—15 
PY 20541, Vj42, t, Un 

和 边 vve+2. 由 于 ve 属于 P”, 故 Hs, 一 U 是 连通 的 . 因此 , 4 n BR, An 
不 存在 由 两 个 顶点 构成 的 顶点 割 . 

下 面 假设 n = 2 十 15 是 一 个 奇数 . 设 U 是 由 Han 中 任意 两 个 顶点 构成 的 

合 , WA U = {vuy} HB Pl <i<j<n. ff =14+1, 0 As, 一 U 包含 生成 路 

Uji, Vi Vi- (下 标 实施 模 n 的 运算 ), 故 Hsn 一 U 是 连通 的 . 因而 , 我 们 可 以 
假设 j Ail. 

3y Wh, 路 己 : Vis Vi441,° 7 和 路 Q : UF, Uj4+15° °° Vi 至 少 有 一 条 长 度 不 超过 f. . 
若 书 的 长 度 不 超过 £, 则 Hsn — U 包含 路 


t. t. 
P : Vi41, Vi+2,' 7t Vj—1, Q . Uj415Uj42,°°°,Ui-1 
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和 边 w+ioi+e+l, 其 中 vise 属于 Q’, 故 H3n 一 U 是 连通 的 .在 @ 的 长 不 超过 £, 
类 似 可 得 ,Ba 一 U 同样 包含 路 已 , Q MI vj;+2vj+4e42, 其 中 vrer 属于 P’, 故 
Hzn — U 是 连通 的 . 因此 ,7 AS, 故 (Hsn) = 3. © 


再 回 到 定理 5.13, 者 G MA n 且 边 数 为 m (m >n 一 1) 的 图 , 则 
K(G) < Ka . 


对 于 任意 两 个 整数 mA n, 满足 1 < n 一 1 < m < (%), 痢 存在 唯一 的 正 整 数 7, 使 得 
rxs% <7 十 1. AM, 

rn rn nir+ i 

FfF] sn 
故 阶 为 n H (G) =r 的 图 G BEMAR F] 正如 我 们 前 面 看 到 的 , [学 | 恰好 
为 Harary 图 Hrn 的 边 数 . 由 于 Pe] <m < SY 故 可 设 m = [E] 其 中 当 
n 为 偶数 时 ,0 < t< n/2; 当 7 为 偶数 ,n 为 奇数 时 , 0 和 1< (nn 一 1)/2; rA nY 
奇数 时 ,0 < t < (n 一 3)/2. 由 图 Hrn 添加 tt 条 边 构成 一 个 边 数 为 m 的 图 A’. 由 于 
Hy» 是 H' 的 生成 子 图 , 故 


r=k(Hyn) < K(A’). 


当然 ,H' 至 少 包含 一 个 度 为 r 的 顶点 , 故 6(H') =r. 由 定理 5.11, (H) <r, A 
此 ,k(HH') =r. 正如 前 文 的 断言 , 定理 5.13 PRA AY. 
>) A 
517 ”对 于 图 , 定义 极 小 顶点 割 有 意义 吗 ? 若 有 意义 , 它 是 怎样 定义 的 ? 由 此 可 以 提出 什么 
问题 ? ARAM, 为 什么 ? 
5.18 i% PG Æ Petersen 图 , 按 下 面 要 求 给 出 例子 : 
(a) PG 的 一 个 最 小 顶点 割 . | 
(b) PG 的 一 个 顶点 割 U, U 不 是 最 小 项 点 割 ， H U 的 任 一 真子 集 都 不 是 PG 的 顶点 
割 . 
5.19 ”证 明 或 反 驶 : 设 G 为 非 平凡 图 , 对 于 G 中 任 一 顶点 v, n(G—v) = (G) K K(G—v) = 
K(G) — 1. 
5.20 HG An(n2> 4) 阶 连通 图 ,上 为 一 个 整数 , Ai 2<k <n-2. 
(a) WEH: 4 G 不 是 上 连通 的 , 则 G BSUS U, 使 得 U| = k -- 1. 
(b) 证 明 : 33 G 不 是 天边 连通 的 , 则 G 包含 边 割 X, 使 得 |X| 二 上 一 1 
5.21 “列举 满足 下 列 性 质 的 图 或 蒋 明 为 什么 不 存在 这 样 的 图 . 
(a) 一 个 是 2 连通 但 不 是 3 连通 的 图 . 
(b) 一 个 是 3 连通 但 不 是 2 连通 的 贸 . 
(c) 一 个 是 2 边 连 通 但 不 是 3 边 连 通 的 图 . 


9.22 


0.23 


9.24 


5.25 


5.26 
5.27 


5.28 


5.29 


9.30 
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(d) 一 个 是 3 边 连 通 但 不 是 2 边 连通 的 图 . 

(a) 证 明 : 4 G 为 一 个 连通 图 ,e 是 G 的 一 条 边 , 则 G ~-e 是 (&k 一 1) 连通 图 . 

(b) 证 明 : 4 G 为 一 个 上 边 连通 图 ,e 是 G 的 一 条 边 则 G -e 是 (k 一 1) 边 连通 图 . 

(a) 证 明 : Æ G 为 一 个 上 连通 图 , 则 G 十 Ki 是 (k 十 1) 连通 图 . 

(b) 证 明 : Æ G 为 一 个 上 边 连通 图 , 则 G+ Ki 是 (k 十 1) 边 连通 图 . 

设 G 为 n 阶 图 ,k& 为 一 个 整数 , 日 满足 1 < <n 一 1 证明: Æ 6(G) > (n+k-2)/2, 

WW G 是 连通 的 . 

列举 满足 下 列 性 质 的 图 G 或 说 明 为 什么 不 存在 这 样 的 图 G. 

(a) (G) = 2, A(G) = 3, 6(G) = 4; 

(b) kr(G) = 3, A(G) = 2, 6(G) = 4; 

(c) K(G) = 3, A(G) = 3, 6(G) = 2; 

(d) K(G) = 2, A(G) = 2, 6(G) = 3. 

证 明 : Æ G 是 n 阶 图 , HWE 6(G) > (n — 1)/2, W A(G) = 5(G). 

证 明 或 反驳 : 

(a) GA G 满足 «(G)=k > 1, 则 对 于 G 的 任意 有 个 顶点 构成 的 集合 U,G -U $ 
不 连通 的 . 

(b) ÆR G 满足 A(G) = k > 1, 则 对 于 G 的 任意 大 条 边 构 成 的 集合 X, G - xX 是 不 

(c) Æ G 是 连通 图 ,U 是 最 小 顶点 制 , U G-U 恰好 包含 两 个 连通 分 支 . 

(d) EG 为 n 阶 的 非 完 全 图 , 晶 包 含 一 个 度 为 n 一 1 的 顶点 v, Wo 属于 G 的 任 一 
顶点 割 . 

(e) EG A n 阶 图 , 且 包 含 一 个 度 为 n 一 1 HDS v, WG 的 任 一 边 割 都 包含 一 条 
与 v 关联 的 边 . 

(a) 证 明 : Æ G 为 0 正则 图 , 则 K(G) = AG). 

(b) WEAR: Æ G 为 1 正则 图 , 则 (G) = A(G). 

(c) 证 明 : 者 G 为 2 正则 图 , 则 (G) = AG). 

(d) 由 (a) — (c) 和 定理 5.12 得 到 : GG 为 > 正则 图 (0 < rr < 3), H (G) = A(G). 
找 出 最 小 正 整 数 r, 使 得 存在 一 个 r 正则 图 G, 满足 x(G) 关 和 A(G), 并 给 予 验 证 . 

(e) 找 出 最 小 正 整数 ” 使 得 存在 一 个 正则 图 G, 满足 AG) > K(G) 十 2. 

(£) (e) 中 的 问题 可 以 使 你 联想 起 另外 一 个 问题 , 提出 这 个 问题 并 给 予 回答 . 

列举 满足 下 列 条 件 的 图 . 

(a) 连通 图 G, 使 得 G 的 任 一 顶点 都 属于 某 个 最 小 顶点 割 , 但 包含 一 条 不 属于 任 一 
最 小 边 割 的 边 . 

(b) 连通 图 H, E H 的 任 一 边 都 属于 某 个 最 小 边 割 , 但 包含 一 个 不 属于 任 一 最 小 
顶点 割 的 顶点 . 

对 于 图 G, 定义 R(G) = max{«(H)} 和 A(G) = max{A(H)}, 其 中 max 是 对 G 的 

所 有 子 图 H 求 最 大 值 .5(G) 和 A(G) 分 别 与 x(G) 和 AG) 之 间 有 什么 关系 ?5(G) 和 

MG) 之 间 又 有 什么 关系 ? 
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5.31 ”对 于 图 5.11 的 图 G, 顶点 表示 十 字 路 口 , 边 表示 道路 . 


< 只 三 > 


5.11 “习题 5.31 中 的 图 


(a) 在 同一 时 间 内 维修 条 道路 (此 时 , 这 些 道路 不 能 被 使 用 ), 同时 保证 任意 两 个 十 
字 路 口 之 间 仍 然 是 通畅 的 . 求 满足 上 述 条 件 的 最 大 天 值 ? 
(b) 在 同一 时 间 内 维修 个 十 字 路 口 (此 时 , 这 些 十 字 路 口 不 能 被 使 用 ), 同时 保证 任 
意 两 个 十 字 路 口 之 间 仍 然 是 通畅 的 . 求 满足 上 述 条 件 的 最 大 大 值 ? 
5.32 ”验证 定理 5.14 P r = 4 的 情形 , 即 证 明 : 对 于 任意 n (n > 5), Harary 图 Han 的 连通 
度 为 4. 


5.4 Menger 定理 


我 们 已 经 知道 : 点 连通 度 是 图 连通 性 的 一 种 度量 , 它 依赖 于 满足 下 述 条 件 的 顶 
点 的 最 小 个 数 , 即 删除 这 些 顶 点 后 可 导致 图 平凡 或 不 连通 . 下 面 我 们 将 从 其 他 角度 
重新 考虑 连通 度 . 

设 5 是 图 G 的 顶点 集 的 一 个 子 集 ,w 和 wv 是 G 的 两 个 顶点 . 若 G - 9 是 不 连 
通 的 , H 4% 和 w 属于 G 一 5 不同 的 连通 分 支 , 则 称 S 分 离 (separate) u Al v. 显然 ， 
大 Sos u Aly, u,v ASK, H 5 是 G 的 顶点 割 . 当然 ,9 的 阶 至 少 为 kG). 
此 时 , 集合 S 称 为 是 一 个 u — v 分 离 集 (u 一 v separating set). 具有 最 小 基数 的 
u—v 分 离 集 称 为 是 最 小 u 一 vv 分离 集 (minimum u — v separating set). 一 条 
u—v Be P WAR (internal vertex) 是 指 PP 上 除 久 和 ww 外 的 顶点. B u-v 路 构 
成 的 集合 {Pi, Po,---, Pe} 称 为 是 内 部 不 相交 的 (internally disjoint), AE (TK u 
Al 外 没有 其 他 公共 顶点 . 

数学 上 有 许多 定理 , 它们 陈述 某 个 集合 中 元 素 的 最 小 个 数 等 于 另 一 个 集合 中 元 
素 的 最 大 个 数 . 下 面 将 要 介绍 的 就 是 这 样 一 个 “最 小 - 最 大 ”定理 , 称 之 为 Menger 
定理 . 

定理 5.16 (Menger 定理 ) 设 以 和 w 是 图 G 的 不 邻接 的 两 个 顶点 , 则 一 9 
分 离 集中 顶点 的 最 小 个 数 等 于 G 中 内 部 不 相交 u-v 路 的 最 大 个 数 . 

证 [归纳 证 法 | 我 们 对 图 的 边 数 进行 归纳 . 结论 对 于 空 图 显然 成 并 . 下 面 假设 
”结论 对 所 有 边 数 小 于 m 的 图 都 成 立 (m 为 正 整数 ). 设 G 是 边 数 为 m 的 图 ,w 和 vw 
是 G 中 不 邻接 的 两 个 顶点 . 假设 最 小 4 一 vv 分 离 集中 有 天 个 顶点 . 当然 ,G 中 内 部 
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不 相交 的 4 一 v 路 个 数 不 可 能 多 于 大. 事实 上 , 我 们 只 需 证 明 G 包含 % 条 内 部 不 相 
Ze u—v BRADY. 考虑 下 面 三 种 情形 . 

情形 1 G 有 一 个 最 小 以 一 v 分 离 集 U,U 包含 一 个 与 fv 都 邻接 的 顶点 r. 
在 此 情形 下 , FE G 一 z 的 边 数 小 于 m, 且 由 一 1 个 顶点 构成 的 集合 UU 一 {zx} 是 
G 一 7 中 的 最 小 vw 一 v 分 离 集 . 由 归纳 假设 , G 一 zx 有 一 1 条 内 部 不 相交 以 一 v 路 . 
再 加 上 路 u, x, v, G 恰好 包含 条 内 部 不 相交 4 一 v 路 . 

情形 2 G 有 一 个 最 小 以 一 v 分 离 集 W, W 包含 一 个 与 4 不 邻接 的 顶点 和 一 个 
5 v 不 邻接 的 顶点 . 设 W = {ww ok Gu 是 由 G 中 所 有 u- wi 路 构成 的 
FA, 其 中 we W (<iis k); G, 是 由 Gs。 上 添加 一 个 新 的 项 点 v, 并 连接 vw 到 
所 有 的 wi (1 <i <k) 构成 的 图 . 类 似 地 , 我 们 可 以 定义 G, AG). 图 Gu, GL, Go, 
Gi, 可 如 图 5.12 所 示 . 





图 5.12 ”情形 2 中 的 图 Gu, Gy, Gu, Go 


AAW 包含 一 个 与 4 不 邻接 的 顶点 和 一 个 与 v 不 邻接 的 顶点 , 所 以 图 G, 和 
G, 的 边 数 均 小 于 m. 不 难看 出 ,W 是 G, 的 最 小 uo 分 离 集 . 由 归纳 假设 ,G' 包 
含 条 内 部 不 相交 的 u-v 路 , 其 中 每 一 条 都 是 由 w 一 wi 路 P, BER wi’ k 
成 . 类 似 地 ,GY 包含 条 内 部 不 相交 的 w 一 v 路 , 其 中 每 一 条 都 是 由 wi; 一 v 路 Q 再 
连接 边 ww; 构成 . 由 于 W 是 G 的 4 一 vv 分离 集 , WW 的 顶点 是 Gu 和 Gu 仅 有 的 
公共 顶点 . 因此 , OP; 连接 到 Q (1 <i< k) 构成 的 & 条 路 是 G 中 内 部 不 相交 的 
u— v ER. 

情形 3 G 的 每 个 最 小 u-v 分 离 集 9 的 所 有 顶点 或 者 均 邻 接 ,不 邻接 v 或 
者 均 邻 接 v, 不 邻接 u. E P: uy, v 为 G 的 一 条 4 一 v WHA, id e = cy. 
考虑 G 的 子 图 G-—e. 显然 ,G -e 的 任 一 最 小 4 一 v 分 离 集 均 至 少 包 含 k 一 1 个 
顶点 (当然 , 不 可 能 超过 个 ). RMB: G 一 e 的 最 小 u 一 v 分 离 集 恰 有 上 个 顶 
成 . 肥 证 , 假设 断言 不 成 立 ,G 一 e 包含 一 个 由 一 1 个 顶点 构成 的 最 小 4 一 v 分 离 集 
Z = {21,22,°:',ze-1f- W ZU {r} DEA G 的 最 小 4 一 v 分 离 集 . 由 于 z OE u, 
由 该 情形 的 假设 , 任 一 zi (1 < i<k 一 1) 均 邻 接 久 ,不 邻接 v. BAH, ZU {y} 也 
AG 的 最 小 u-v 分 离 集 . 这 就 意味 着 y 同样 邻接 u LERS P Æ uov MHA 
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相 矛 盾 . 由 前 面 断 言 ,G - e 的 最 小 4 一 vo 分 离 集 包 含 大 个 顶点 . 由 归纳 假设 ,G — e 
包含 条 内 部 不 相交 的 4 一 v 路. 因而 ,G 包含 条 内 部 不 相交 的 4 一 v i. m 





图 5.13 Menger 定理 的 图 例 


在 图 5.13 所 示 的 图 G 中 ;7 = {w w, w} 是 一 个 u-v 分 离 集 ， 由 于 不 存在 
少 于 三 个 顶点 的 4 一 v 分 离 集 , WU 为 最 小 4 一 v 分 离 集 . 由 定理 5.16, G 有 三 条 内 
部 不 相交 的 4 一 v 路 (图 5.13 中 已 用 粗 线 标明 ). 

正如 前 面 提 到 的 , 定理 5.16 被 称 为 Menger 定理 , 是 以 Karl Menger 命名 的 . 
Menger 于 1902 年 1 月 13 日 出 生 于 奥地利 维也纳 . 他 在 早年 就 显示 出 在 数学 和 
物理 学 上 的 天 赋 , 并 于 1920 年 进入 维也纳 大 学 学 习 物 理学 . 次 年 , 他 参加 了 德国 物 
理学 家 Hans Hahn 关于 Neueres über den Kurvenbegriff (曲线 概念 的 新 总) 的 讲座 . 
从 此 , Menger 把 兴趣 转向 了 数学 . Hahn 在 讲座 中 提 到 ,( 在 当时 ) 还 没有 令 人 满意 的 
曲线 定义 ， 尽管 一 些 知 名 的 数学 家 , 包括 Georg Cantor, Camille Jordan, Giuseppe 
Peano, 做 过 一 些 尝 试 ,但 都 不 成 功 . 还 有 少数 数学 家 , 包括 Felix Hausdorff #1 Ludwig 
Bieberbach, 甚至 认为 这 个 问题 不 可 能 被 彻底 解决 . 尽管 作为 一 名 数学 背景 十 分 有 
限 的 本 科 生 , Menger 最 终 还 是 解决 了 该 问题 , 并 把 他 的 解决 方案 提交 给 Hahn. H 
此 ,Menger 的 工作 便 转 入 到 曲线 和 维 数 理论 领域 

上 学 期 间 , Menger 病 的 很 重 , 他 的 研究 工作 也 受到 了 干扰 ; 在 此 期 间 他 的 父母 
双双 去 世 . 但 最 终 Menger 还 是 重新 回 到 了 大 学 , 并 于 1924 年 在 Hahn 的 指导 下 元 
成 了 研究 工作 . RE, Menger 到 阿姆斯特丹 与 Luitzen Brouwer 一 起 工作 并 且 拓 视 
了 自己 的 数学 兴趣 . 1927 年 Menger 再 次 回 到 维也纳 大 学 , 接受 了 几何 学 首席 教 
授 的 职位 . 这 一 年 , 他 完成 了 论文 “Zur allgemeinen Kurventheorie” (Menger 定理 ). 
Menger 称 该 定理 为 “nm 一 MWE, 并 把 它 作 为 曲线 理论 中 的 一 个 引 理 . 

1930 年 春 , Menger 来 到 布达佩斯 , 在 那里 他 认识 了 许多 匈牙利 数学 家 , 其 中 包 
括 Dénes Konig. Menger 曾经 读 过 Konig .的 一 些 文章 . 在 访问 期 间 ，Menger 得 知 
Konig 正在 编写 一 本 书 , AE MA Ae Lara AS Ee. Menger 很 高 兴 
地 向 König 提 及 自己 的 定理 , 该 定理 作为 一 篇 曲线 理论 论文 的 引 理 , 仅仅 发 表 在 三 
Se AT. Konig 对 Menger 的 工作 不 以 为 然 , 事实 上 , 他 根本 不 相信 这 个 定理 是 正确 
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的 . 在 他 们 会 面 的 当天 晚上 ,Kanig 试图 构造 出 该 定理 的 反例 . 当 他 们 第 二 天 会 面 
时 , Konig 一 见面 就 说 “一 个 不 眼 之 夜 P 于 是 ,Konig 要 求 Menger 给 出 定理 的 证 明 ， 
Menger 欣然 同意 . ka, Konig 声称 他 将 在 书 的 最 后 加 上 一 市 , 以 补充 这 个 定理 ; 他 
确实 这 么 做 了 . 这 就 是 为 什么 Menger 定理 在 图 论 爱 好 者 中 如 此 知名 的 主要 原因 . 

1938 年 , 鉴于 奥地利 的 政治 局 势 , Menger 前 往 美国 圣母 大 学 任职 . 在 这 里 , 他 
仍然 致力 于 几何 学 的 研究 , 但 没有 取得 如 他 早期 工作 所 产生 的 影响 力 ， 因 为 几何 学 
并 不 再 是 人 们 十 分 感 兴趣 的 课题 , 特别 是 在 美国 . 1948 年 , Menger BITES ITH 
利 诺 伊 理 工学 院 , 在 此 度 过 余生 . Menger 被 认为 是 20 世纪 最 为 杰出 的 数学 家 之 一 
他 于 1985 年 10 月 5 H Ætt. 

(Hh Menger 定理 , Hassler Whitney HE T k 连通 图 的 刻画 . 

定理 5.17 一 个 非 平 凡 图 G A ktit (k > 2) 当 且 仅 当 对 于 G 的 任意 两 
个 顶点 u,v, G 至 少 有 天 条 内 部 不 相交 的 人 一 1 路. 

证 ”直接 证 法 ] 设 G 为 连通 图 (k 之 2), 4 和 w 为 G 的 两 个 顶点 . 首先 假设 
u 和 ww 是 不 邻接 的 , U AG 的 最 小 u-v 分离 集 . 显然 ,IU| > (G) > k. 由 定理 5.16， 
G 至 少 包 含 上 条 内 部 不 相交 的 u—v 路 . 下 面 假设 u 和 wv 是 邻接 的 , 其 中 e= w. 
不 难 发 现 ,G 一 e 是 (k 一 1) 连通 的 (参见 习题 5.22). E W X G -e MR) u-v > 
离 集 . 因而 ， 

W| 2 k(G—e) >k—-1. 

由 定理 5.16, G- e 至 少 包含 天 一 1 条 内 部 不 相交 的 4 一 v 路. MG 至 少 包含 上 条 
内 部 不 相交 的 4 一 v 路 . 

反之 , 设 G 为 一 个 满足 如 下 条 件 的 图 : 对 于 G 中 任意 两 个 不 同 顶 点 u,v, G 至 
DA k 条 内 部 不 相交 的 u — o 路 . KRU AG RADA, H U| = (G). + 2 Al 
y 为 G-U 中 位 于 不 同 连通 分 支 中 的 顶点 . 因而 过 是 G 的 zz 一 yy 分离 集 . ATG 
中 至 少 有 天 条 内 部 不 相交 的 x 一 y 路 , 由 定理 5.16, k(G) = |U| > k. 因此 ,G JÈ kB 
通 的 . u 

Whitney 定理 (定理 5.17) 是 Menger 定理 很 有 价值 的 一 个 推论 . 下 面 的 结果 
(推论 5.18) 是 Whitney 定理 的 推论 , 而 推论 5.19 又 是 推论 5.18 的 一 个 推论 . 这 两 
个 推论 的 证 明 将 留 作 习题 . 

推论 5.18 设 G 为 天 连通 图 , 5 是 由 G 中 任意 天 个 顶点 构成 的 集合 . BH 
是 由 G 通过 添加 一 个 新 的 顶点 w ARER w E S 中 所 有 的 顶点 所 得 , 则 Awe 
k 连通 的 . 

前 面 已 经 提 到 , 由 wu 一 v 路 构成 的 集合 {Pi Pa Pe} 称 为 是 内 部 不 相交 的 ， 
若 该 集合 中 任意 两 条 路 仅 有 u, v 两 个 和 公共 顶点 , M, 在 该 集合 内 , 每 条 路 的 内 点 不 
可 能 位 于 其 他 路 上 . 更 为 一 般 地 , 对 于 十 1 个 不 同 顶点 u,v ,Vk, k 条 路 的 
集合 {Pi Po, …, Pe} , HP 为 一 条 4 一 vi 路 (1 <i<k), 称 为 是 内 部 不 相交 的 
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(internally disjoint), 如 果 该 集合 中 任意 两 条 路 仅 有 一 个 公共 顶点 u. 对 于 2k 个 
不 间 顶 点 ;42,… ,Uk V1, V2,°°+, Un, 条 路 的 集合 {Pi, Po: Pe}, HRA 
条 ui 一 vi 路 (1 < i 有 ), 称 为 是 不 相交 的 (disjoint), 如 果 该 集合 中 任意 两 条 路 没 
有 公共 顶点 . 

推论 5.19 # G A k $i M, u,v, u AG 中 点 十 1 个 不 同 顶 点 ， 则 
GAART) u-v 路 (1 < i 上). 

根据 定理 5.7, 我 们 知道 : SA G 是 2 连通 的 ( 即 阶 至 少 为 3 的 不 可 分 图 ), 则 
G 中 任意 两 个 顶点 均 位 于 某 一 个 圈 上 . 对 于 有 连通 图 , Gabriel Dirac 将 这 一 结果 推 
广 到 一 般 情 形 . 

定理 5.20 £GAkK BRA (k2), 则 G 中 任意 上 个 顶点 均 位 于 某 一 个 圈 
上 上. 

IE [RHE] KS = {viv2,…,vk} 为 G 中 个 顶点 构成 的 集合 . 我 们 只 需 证 
明 G 中 存在 包含 S 中 所 有 顶点 的 一 个 圈 即 可 . 在 G 的 所 有 图 中 , 设 C 为 包含 5S 中 
顶点 个 数 (t 个 ) 最 多 的 一 个 . RIRE: L= k 假设 断言 不 成 立 , Be < k AAG 
是 上 连通 的 (k > 2), 显然 是 2 连通 的 . 由 定理 5.7, BM 2 < 0 <k. 不 失 一 般 性 , 我 
们 可 以 假设 S 中 被 C 包含 的 上 个 顶点 恰 为 v1,v2,…,ve; 这 《个 顶点 在 C LEWD 
环 出 现 的 次 序 为 VI, U02,°°*", UE. 

由 于 《 < k, RS 中 存在 一 个 不 属于 C 的 顶点 u 此 外 , 由 于 2 << k, 故 
G 是 连通 的 . 假设 C 的 阶 数 为 £, 对 于 顶点 u,v, ve,---, ve, 利用 推论 5.19, 我 们 
发 现 GAS (RAMAN u-u BPA li <i<t ARM P 替换 边 
vive 得 到 包含 顶点 u,vi,ve,---,ve WC’, Am eee. 因此 , 我 们 可 以 假设 C 
有 一 个 不 属于 5 的 顶点 vo. HF 2<f4+1<k, WG 是 (十 1) 连通 的 . 对 于 顶点 
u, vo, Vi, V2, e, ve 利用 推论 5.19, 我 们 同样 发 现 G 包含 {十 1 条 内 部 不 相交 的 4 一 v; 
BP, 其 中 0<igt. PP 中 可 能 有 许多 顶点 同时 位 于 C Liu AP EM u oe 
的 第 一 个 属于 C 的 顶点 (当然 ,vi 可 能 就 是 vi). B P A P u-v TR. 由 于 存在 
十 1 条 路 Pl, 而 C 中 仅 有 个 顶点 属于 S, 则 存在 两 个 顶点 多 和 由 (0 <7,t < J), 
使 得 C 上 存在 一 条 一 以 路 P, 路 P 的 所 有 内 点 都 不 属于 5S. 在 C 中 移 除 P' 的 
内 点 并 添加 路 已 , Pi, 即 可 得 到 包含 u, vi, vo, e, ve 的 图, 从 而 导致 了 矛盾. m 


本 节 所 有 的 结论 均 涉 及 到 连通 度 . 关于 边 连 通 度 有 类 似 于 定理 5.16 和 5.17 的 
结论 . 下 面 将 介绍 它们 . 

定理 5.21 对 于 图 G 两 个 不 同 的 顶点 u 和 wv, G PHB u, v 的 边 的 最 小 个 
数 等 于 G 中 边 不 相交 u-v 路 的 最 大 个 数 . | 

定理 5.22 ”一 个 非 平凡 图 G 是 天边 连通 的 当 且 仅 当 对 于 G 中 任意 两 个 不 同 
的 顶点 u,v, G 包含 到 条 边 不 相交 的 公 一 0 路 . 
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习题 

5.33 设 G 为 5 连通 图 ,ww w 为 G 中 三 个 不 同 的 顶点 . 证 明 : G 包含 两 个 圈 C AIC’, 使 
得 % 和 w 是 它们 仅 有 的 公共 顶点 , 但 这 两 个 圈 均 不 包含 w. 

5.34 ”证 明 推 论 5.18: 设 G 为 连通 图 , S 是 由 G 中 任意 k 个 顶点 构成 的 集合 . 若 图 H E 
由 G 添加 一 个 新 的 顶点 w 以 及 连接 w BS 中 所 有 的 顶点 所 得 , 则 H 也 是 连通 
Ay. 

5.35 ”证 明 推 论 5.19: Æ G 为 大 连通 图 ,ov ok AG P k+1 个 不 同 顶 点 , 则 GG 
存在 内 部 不 相交 的 u— v: 路 (1 Sisk). 

5.36 WG 是 阶 为 n(n 之 2k) Wk BAR, UAW 为 两 个 由 G 中 大 个 顶点 构成 的 集合 . 
证 明 : 存在 有 条 不 相交 的 连接 U 和 W 的 路 . 

5.37 ”确定 n FTE Qn 的 连通 度 和 边 连 通 度 . 
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由 定理 5.17, BG 是 上 连通 的 当 且 仅 当 对 于 G 的 任意 两 个 不 同 顶 点 u,v, G 中 
至 少 存在 上 条 内 部 不 相交 的 4 一 v 路 . 因此 , 图 G 的 连通 度 可 以 用 G 中 任意 两 个 不 
FT u,v 则 的 内 部 不 相交 u o 路 的 个 数 来 度量 . 对 于 这 些 wu 一 v 路 的 长 度 并 没 
有 什么 限制 , 当然 , 它们 至 少 等 于 dlu, v). 

回顾 前 文 , 一 条 长 为 dlu, v) 的 u -o 路 称 为 是 一 条 4 一 v WAR. 本 节 不 再 强 
调 不 邻接 顶点 u, v 间 的 内 部 不 相交 ww 一 v 路 的 最 大 个 数 , 而 是 把 讨论 重点 从 内 部 不 
相交 的 4 一 v 路 转移 到 u 一 v 测 地 线 , 其 中 u, v 为 不 同 的 顶点 , 但 不 要 求 是 不 邻接 
的 . 对 于 连通 图 G 的 两 个 顶点 4 和 wv, u 和 w 的 闭 区 间 (closed interval) Zu, v] 是 
指 所 有 u—v 测 地 线 上 的 顶点 构成 的 集合 . 显然 , 对 于 任意 两 个 不 同 的 顶点 u Mv, 
u,v € Iju, vl; Æ uv € E(G), NM Iju, v) = {u,v}. 对 于 连通 图 的 顶点 集 的 子 集 S, 5 的 
BJEKE] (closed interval) 是 指 集合 


I|S| = 5 Tu, v]. 
u,vES 

例如 , 对 于 图 5.14 中 的 图 G, d(wi1,wa) = 3, Ilui, w3] = V(G) —{w1, v2, u3}, BP G 
中 除 W1, U2, U3 Sho Ara DL i FHA U1 — W3 测 地 线 上 . 男 一 方面 ,d(w1， u3) = 4, 
Iwi, us] = V(G) — {ve}. 可 以 发 现 , 不 存在 顶点 x 和 y, 使 得 Ilx, y] = V(G). 这 就 
提出 一 个 回 题 : 寻找 V(G) 的 子 集 , 使 得 [S] = V(G). 

KRG 为 连通 图 ，G 的 顶点 集 的 子 集 5 称 为 是 G 的 测 地 集 (geodetic set), 
A 了 LS] =V(G). G 中 具有 最 小 基数 的 测 地 集 称 为 是 G 的 最 小 测 地 集 (minimum 
geodetic set), 并 称 该 基数 为 G 的 测 地 数 (geodetic number), wA 9g(G). 对 于 





图 5.14 ”图 的 闭 区 间 


图 5.14 中 的 图 G, 集合 5 = {wv us} 是 测 地 和 集 , 是 因为 IS] = V(G). AF GA 
含 由 两 个 顶点 构成 的 测 地 和 集 , 故 5 是 最 小 测 地 集 , g(G) = |S| = 3. 

图 G 的 一 个 点 v 称 为 是 极点 (extreme vertex) (或 完备 点 (complete ver- 
tex), 或 单纯 点 (simplicial vertex)), 行 G PHM v K v 的 邻 扣 所 诱导 的 于 图 
是 完全 图 . 例如 , 对 于 图 5.14 中 图 G, 顶点 wi 和 us 都 是 G 的 极点 . 特别 的 , 图 的 
任 一 个 问 点 都 是 极点 . 

定理 5.23 连通 图 G 的 任 一 测 地 集 都 包含 了 G 的 所 有 极点 . 特别 地 , SOM 
点 构成 的 集合 SHG 的 测 地 集 , WS HG 的 唯一 最 小 测 地 和 集 . 

证 ”|[ 反 证 法 | 设 x 是 连通 图 G 的 一 个 极点 . Wik z 位 于 一 条 4 一 v 测 地 线 P 
E, 我 们 断言 : x =v =u 假设 断言 不 成 立 , 则 xz 是 PP 的 一 个 内 点 . 因此 z 邻 
接 于 P 上 两 个 不 邻接 的 顶点 , 这 显然 与 x ERA. 因此 , G 的 任 一 测 地 集 都 
包含 了 G 的 所 有 极点 . 从 而 , 大 由 极点 构成 的 集合 5 是 GANAR, 则 5S 是 G 的 
唯一 最 小 测 地 集 . 


习题 

5.38 ”确定 Kn (n > 2) 的 测 地 数 . 

5.39 ”确定 Cn (n > 3) 的 测 地 数 . 

5.40 ”确定 Ker (1 < s <t) 的 测 地 数 . 

5.41 ”确定 Qn (n > 1) 的 测 地 数 . 

5.42 (a) RT AA k PR, 证 明 : g(T) = k. 
(b) 对 于 任 一 对 正 整数 k,n, 2 < k <n, 找 出 一 个 阶 为 n 的 连通 图 G, 满足 9(G) = k. 

5.43 设 S 为 非 平凡 图 G 的 最 小 测 地 集 , 证 明 : G 的 割 点 不 属于 S. 

5.44 ”前 面 提 到 , S= {wi, v2, us} 为 图 5.14 中 图 G 的 最 小 测 地 集 . 该 图 还 有 其 他 的 最 小 测 
地 集 吗 ? 

5.45 ”是 否 存 在 一 个 连通 图 G, 它 至 少 有 两 个 最 小 测 地 和 集 , 且 有 一 个 顶点 v, 满足 : v 不 是 G 
的 极点 , 但 v 属于 G 的 每 个 最 小 测 地 集 ? 
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5.46 “是否 存在 一 个 连通 图 G, 它 有 唯一 的 最 小 测 地 集 S, 且 5 的 顶点 均 不 是 G 的 极点 ? 
若 存 在 , 列举 一 个 满足 上 述 条 件 上 且 具 有 较 大 测 地 数 的 图 . 

5.47 (a) 给 出 一 个 连通 图 G, 它 包含 两 个 不 相交 的 测 地 集 日 9(G) = 3. 
(b) (a) 中 的 问题 应 该 会 让 你 联想 起 另 一 个 问题 . 提出 这 个 问题 并 解决 它 . 

5.48 “对 于 连通 图 G 的 顶点 集 的 子 集 S, 定义 5 的 总 距离 (total distance) td(S) 为 


td(S)= 》 d(u,v). 
UVES 
(a) 是 否 存 在 连通 图 G, 它 包 仿 两 个 不 同 的 最 小 测 地 集 5S1 和 So, 使 得 td(S1) 天 
td(S2)? 
(b) 对 于 每 个 整数 k (k > 2), 列举 一 个 满足 下 述 条 件 的 连通 图 G: g(G) = k, G BE 
一 个 最 小 测 地 集 S, 使 得 对 于 5 的 任意 两 个 不 同 顶 点 4 和 wv, d(u,v) =k. 
(c) (b) 中 的 问题 是 否 让 你 联想 起 另 一 个 问题 ? 
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图 6.1(a) 所 示 的 是 一 个 社区 规划 图 , AEE SP (在 图 中 用 
双 族 标 出 )， 一 位 邮递 员 能 否 恰好 经 过 每 个 邮箱 一 次 就 可 对 该 社区 进行 一 次 环 游 ? 
图 6.1(b) 给 出 了 这 个 问题 的 肯定 回答 . 





图 6.1 ”社区 规划 图 和 邮递 员 行 程 路 线 


我 们 目 然 地 想到 , 可 用 图 6.2 中 的 图 G 去 表示 此 社区 的 规划 , 其 中 顶点 表示 街 
道 的 十 字 路 口 , 边 表示 街道 . 用 图 论语 言 ,上述 的 邮递 员 问 题 可 以 重 述 为 : 图 6.2 中 
的 图 G 是 否 有 一 条 包含 G 的 每 条 边 的 回路 ? 图 6.1(b) 所 示 的 邮递 员 的 行程 路 线 说 
HA, 图 6.2 中 图 G 的 回路 


C : V1, V2, U3, V4, U5, UG, V7, V2, U4, U7, U8, V6, V9, V8, V11, V9, V10, V11; V1 


具备 所 需 的 性 质 . 

上 面 的 例子 引入 了 本 章 的 主要 研究 内 容 . 图 G 的 一 条 回路 C 称 为 是 Euler 回 
路 (Eulerian circuit), WRC 包含 G 的 每 一 条 边 . 因为 在 回路 中 不 存在 重 边 , 所 
以 在 一 条 Euler 回路 中 , 每 一 条 边 恰 好 出 现 一 次 . 当然 , RAMS PSE Lo 
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图 6.2 ”社区 规划 设计 的 图 模型 


图 才 可 能 具有 这 样 的 回路 . 正 是 由 于 这 个 缘故 , 我 们 总 是 针对 连通 图 研究 其 是 否 含 
有 Euler 回路 . 含有 Euler 回路 的 连通 图 称 为 是 Euler 图 (Eulerian graph). 特别 
地 , 图 6.2 所 示 的 图 G 是 一 个 Euler 图 . 

因此 , 连通 图 G 的 一 条 Euer 回路 是 一 条 含有 G 的 每 条 边 的 闭 迹 . 有 时 , 我 们 
也 对 包含 图 的 每 条 边 的 开 迹 感 兴趣 . 对 于 一 个 连通 图 G, 含有 G 的 每 条 边 的 开 迹 称 
为 是 Euler 迹 (Eulerian trail). 例如 , 图 6.3 中 的 图 G 含有 Euler 迹 


了 3 U, W, £, Z, W. 


图 6.3 “一 个 含有 Euler OHA 


为 解释 此 处 使 用 形容 词 “Euler 的 ”的 原因 , 让 我 们 回 到 若干 年 前 , 准确 地 说 是 
几 百 年 前 , 到 17 和 18 世纪 的 瑞士 , 当时 赫赫 有 名 的 Bernoulli 家 族 中 13 位 成 员 都 
是 著名 的 数学 家 , 其 中 Jaques 和 Jean 两 兄弟 最 出 名 . 后 者 也 常 被 人 们 称 为 John 或 
Johann. 尽管 Johann 和 其 他 Bernoulli 成 员 都 有 大 量 的 成 果 , 但 是 Johann 的 最 主 
要 成 就 之 一 应 该 是 : 使 Euler 的 父亲 深信 让 他 年 轻 的 儿子 中 断 神 学 研究 而 去 研究 数 
学 是 很 有 价值 的 . 后 来 ,Johann 成 为 Euler 的 数学 导师 . 当 一 个 人 给 别人 作 学 术 上 的 
指导 时 , 指导 者 (通常 是 博导 ) 常 被 誉 为 学 生 的 学 术 之 父 (或 学 术 之 母 )，、 从 某 种 意义 
上 说, 这 便 组 成 了 教师 和 学 生 的 “家 庭 ". 因此 ,Johann 可 以 称 为 是 Euler HERZ 
AÈ. 

1707 年 4 H 15 H Euler WAFS BER. 在 Euler 二 十 多 岁 的 时 候 , 一 
场 疾病 使 他 一 只 眼睛 失明 . 后 来 , 另 一 只 眼 又 发 展 成 为 白内障 , 在 人 生 的 最 后 几 年 
里 他 双 目 完全 失明 . 然而 , 正如 在 双 耳 失聪 的 情形 下 完成 大 量 杰 作 的 伟大 作曲 家 上 册 
多 分 一 样 ,Euler 在 双 目 失明 的 情形 下 完成 了 大 量 数 学 研究 . Euler 于 1783 年 9 月 
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18 日 因 中 风 去 世 . 他 生前 出 版 了 有 500 多 篇 (本 ) 研究 论文 与 专著 , 去 世 后 又 有 400 
多 篇 (本 ) 研究 论文 与 专著 被 出 版 . 在 当时 以 及 之 后 的 很 长 一 段 时 间 内 ，Euler Wie 
文 和 专著 数量 超过 任何 一 位 数学 家 . 直到 20 H, 这 个 记录 才 锌 他 的 一 位 学 术 后 商 
Paul Erdős 打破 . 我 们 将 在 后 面 介 绍 Paul Erdős. 

在 Euler 所 生活 的 那个 年 代 , 他 在 数学 的 每 个 领域 都 有 重要 贡献 , 正 是 他 创 江 
一 个 新 的 数学 领域 一 一 图 论 , 这 正 是 我 们 现在 最 感 兴趣 的 . 

VE Reem (位 于 德国 北部 ) 在 Euler 的 生活 以 及 图 论 的 历史 中 扮演 着 非常 重 
要 的 角色 . PERMANERE, 把 如 尼斯 堡 城 分 成 四 个 城区 .人们 在 河上 
架设 七 座 桥 以 方便 市 民 在 这 些 城区 之 间 和 穿行 . 图 6.4 给 出 了 哥 尼斯 堡 城 的 一 个 地 图 ， 
图 中 标 出 了 四 个 城区 (分 别 标号 为 A, B, C, D), 河 以 及 当时 七 座 桥 的 位 置 . 


C 





图 6.4 18 EZREN EJE SEE 


哥 尼 斯 堡 城中 的 居民 沿 河 散 步 , 在 欣赏 景色 之 余 , 有 些 居民 提出 一 个 问题 : 能 
否 从 一 点 出 发 , Ei 7 座 桥 , 且 通 过 每 座 桥 恰 好 一 次 , 最 后 仍 回 到 起 始 地 点 . 这 就 是 
有 名 的 哥 尼 斯 集 七 桥 问 题 ( Königsberg Bridge Problem). 这 个 问题 在 一 段 时 
间 内 没有 得 到 解决 , 并 成 了 该 地 区 家 出 户 晓 的 一 个 疑难 问题 . 后 来 , 这 个 问题 吸引 
了 Euer 的 注意 力 (后 人 认为 他 当时 在 圣彼得堡 )， Euler ERR CECH 
可 以 用 图 6.5 所 示 的 图 (事实 上 是 多 重 图 ) 来 表述 , 其 中 顶点 表示 陆地 , 边 表示 桥 .( 图 
论 这 门 学 科 在 这 之 前 并 不 存在 , 但 它 即 将 诞生 .) 


C 


B 


图 6.5 sees eA 


6.1 Euler 图 119 


在 考虑 某 个 多 重 图 M 的 一 条 路 W 时 , 仅仅 把 路 W 简单 地 表示 成 一 个 顶点 序 
列 是 不 够 的 . 例如 , 假如 u,v 是 路 W 中 相继 出 现 的 顶点 , 而 在 M 中 顶点 4 和 wv 之 
间 有 平行 边 , 因此 我 们 必须 具体 指明 是 哪 一 条 边 在 路 W 上 , 比如 ue, v. 

用 图 论语 言 , EMER URRY: 图 6.5 中 的 多 重 图 M 是 否 含有 
回路 或 Euler W? (当然 ,Euler 当时 并 没有 使 用 这 些 术 语 .) 假如 可 以 按照 上 面条 件 
穿行 可 尼斯 堡 七 座 桥 , 那么 该 穿行 必须 起 始 于 某 一 陆地 而 终止 于 某 一 陆地 (可 能 是 
同一 块 ). 因此 , 这 样 的 旅行 必须 是 一 条 长 为 7 的 迹 (每 条 边 表示 一 座 桥 ), 并 且 经 过 
8 个 顶点 (包括 重复 的 ). 即 


T: U1, U2, U3, V4, U5, V6, U7, V8. 


其 中 , 每 一 个 顶点 v (1 <i < 8) 代表 一 块 陆地 (A, B, C 或 D). 当然 , 每 一 块 陆地 
都 必须 出 现在 了 中 . 注意 到 , ESER M 中 有 四 个 度 为 奇数 的 顶点 . 因为 M 至 少 
有 两 个 这 样 的 顶点 , 它们 在 T 中 既 不 能 作为 始点 也 不 能 作为 终点 , 所 以 它们 只 能 在 
T 的 中 同 出 现 , 即 是 过 渡 点 , 从 而 该 二 顶点 的 度 是 偶数 , 而 这 是 不 可 能 的 . 这 就 导出 : 
恰好 经 过 哥 尼斯 堡 每 座 桥 一 次 的 路 是 不 存在 的 . 

哥 尼 斯 堡 城 始 建 于 1255 F, 是 德国 东 普 鲁 士 首都 . 普鲁士 皇家 城堡 便 位 于 哥 尼 
斯 堡 城 , 但 如 同 其 他 的 许多 城市 一 样 , 城堡 在 二 战 中 被 毁 . 因为 战争 的 缘故 , 在 1945 
年 的 波 次 坦 会 议 上 决定 把 包括 哥 尼斯 堡 城 在 内 的 波兰 和 立 陶 究 之 间 一 带 土地 划 归 
为 俄罗斯 ， 加 里 宁 是 1919-1946 年 期 间 苏 联 领导 人 之 一 . 1946 F, 加 尼斯 堡 城 因为 
加 里 宁 而 改名 为 加 里 宁 格 勤 . 苏联 解体 后 , 立陶宛 和 其 他 前 苏联 共和 国 纷纷 独立 , 加 
里 宁 格 勒 已 不 再 是 俄罗斯 的 一 部 分 . 然而 , 没有 人 试图 把 哥 尼 斯 堡 城 改 回 原名 . 

重新 回 到 图 6.5 所 示 的 多 重 图 M E, 我 们 想 知 道 , 是 什么 原因 导致 M RS 
Euler 回路 或 Euler 迹 . 我 们 已 经 提 到 M 拥有 四 个 度 为 奇数 的 顶点 . 事实 已 经 证 明 ， 
这 是 一 个 很 关键 的 发 现 . 因为 一 个 连通 图 G 是 Euer 图 的 充 要 条 件 是 . G 的 每 个 顶 
点 度 都 为 偶数 . 

定理 6.1 ”一 个 非 平凡 连通 图 G 是 Euler 的 当 且 仅 当 G 的 每 个 顶点 的 度 都 为 
偶数 . 

WE [直接 证 法 , 反 证 法 ] 首先 假设 G 是 Euler W, Nl G 含有 一 条 Euler 回路 C. 
假设 C 从 顶点 出 发 (因此 终止 于 u), 我 们 来 证 明 G 的 每 个 顶点 度 是 偶数 . 1 
是 G 中 不 同 于 %% 的 顶点. AAC 既 不 出 发 于 顶点 v, 也 不 终止 于 顶点 v, 因此 在 C 
中 每 次 遇 到 v, 都 有 两 条 边 被 计数 (一 条 是 入 边 , 另 一 条 是 出 边 ). 因此 v 的 度 是 侦 
数 . 现在 来 看 u, 因为 C 开始 于 这 样 有 一 条 边 被 计数 , 另外 还 有 一 条 边 被 计数 是 
因为 CREF u. 如 果 习 在 其 他 时 候 被 遇 到 , 则 每 相遇 一 次 均 有 两 条 边 被 计数 . A 
此 u 的 度 也 是 偶数 : 

及 过 来 , 假设 G 是 一 个 每 个 顶点 度 均 为 偶数 的 非 平 凡 连 通 图 . 我 们 来 证 明 G 
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含有 一 条 Euer 回路 . 在 G 的 所 有 迹 中 , 设 了 是 最 长 的 一 条 . Rit T EA u-v 
迹 . 我 们 可 断言 u = v. 假如 情形 相反 ,了 Ak Fou xu. 45, ÆT P v 可 能 在 前 面 
已 经 出 现 , 并 且 每 出 现 一 次 都 要 涉及 G 的 两 条 边 , 一 条 边 进入 v, 男 一 条 边 离 开 v. 
AA T 终止 于 v, 这 样 就 有 奇数 条 边 在 v 处 相遇 . 但 是 , v 的 度 是 偶数 . 这 就 是 说 ,v 
至 少 还 邻接 一 条 边 , 比方 说 vw, 且 该 边 在 全 中 没有 出 现 . 此 时 并 可 以 延伸 到 w, 这 
与 全 是 最 长 的 迹 矛 盾 . 因此 ,T 是 一 条 4 一 4 迹 , 也 就 是 说 ,C =T fuu 本 路 
如 果 C 包含 G 的 所 有 边 , 则 C 是 一 条 Euler 回路 , 从 而 证 明 完 毕 . 

假设 C 并 非 包 含 G 的 所 有 边 , 也 就 是 说 ,G 的 某 些 边 并 没有 在 C 中 出 现 . 因为 
G 是 连通 的 , 所 以 一 定 存 在 某 条 不 在 C 上 的 边 e= cy, 该 边 与 C 上 的 顶点 x 相关 
联 . it H =G — E(C), BA 是 由 G 通过 删除 C 的 边 所 得 到 的 (G 的 ) 生成 子 图 . 
因为 C 的 每 个 顶点 均 关 联 于 C 的 偶数 条 边 , 以 及 G 的 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 , 所 
以 , H 的 每 个 顶点 度 也 为 偶数 . 当然 ,五 可 能 是 不 连通 的 . 男 一 方面 ,H 至 少 有 一 个 非 
平凡 连通 分 支 , 不 妨 设 为 Hi, 它 包 含 边 zy. 也 即 ,Hi 是 连通 的 并 且 每 个 顶点 都 有 偶 
数 的 度 . 考虑 H PTF z 的 一 条 最 长 迹 . 前 面 已 经 证 明 , 这 条 迹 也 上 必须 终止 于 z, 
是 Hi 的 一 条 7x 一 7 回路 C. | 

现在 , 在 回路 C 到 达 x 时 , FEC’ 精 到 C 上 , 由 此 我 们 获得 G 中 一 个 比 C 长 的 
回路 C, 导致 牙 盾 . 因此 , C 包含 G 的 所 有 边 , 从 而 C 是 一 条 Euler 回路 . m 


尽管 定理 6.1 确信 和 是 由 Euler 获得 的 , 但 是 我 们 的 确 看 到 Euler 的 证 明 是 不 完全 
的 . Euler 没有 证 明 : 如 果 一 个 连通 图 G 的 每 个 顶点 度 均 为 偶数 , 则 G 也 是 Euler 的 . 
当然 , 在 那个 年 代 , 科学 家 们 在 讨论 一 个 证 明 时 并 不 像 我 们 今天 这 样 叙 述 那 么 细致 
和 准确 , 或 许 是 Euler 认为 结论 (没有 写 上 的 这 部 分 结论 ) 是 很 显然 的 . 直到 1873 F, 
证 明 的 缺少 部 分 才 发 表 出 来 . 证 明 是 由 Carl Hierholzer 完成 的 . 实际 上 Hierholzer 
那 时 已 经 去 世 了 , 只 是 之 前 他 把 这 个 结论 告诉 给 了 他 的 一 位 同事 . 这 位 同事 出 于 善 
意 , 为 Hierholzer 撰写 了 这 篇 文章 , 并 把 Hierholzer 作为 该 文 的 唯一 作者 . 

在 定理 6.1 的 帮助 下 , 我 们 现在 可 以 轻松 地 刻画 含有 Euler 迹 的 图 . 

推论 6.2 ”一 个 连通 图 G 含有 一 条 Euler 迹 当 且 仅 当 G 恰 有 两 个 度 为 奇数 的 
顶点 . We, G 的 每 一 条 Euler 迹 始 于 一 个 度 为 奇数 的 顶点 而 终止 于 另 一 个 度 为 奇数 
的 顶点 . / 

证 “人 直接 证 法 ] 首先 假设 G 含有 一 条 Euler WT. AW, T 是 某 两 个 互 异 
顶点 u 和 wv 之 间 的 一 条 凿 -vv 迹 ， 现在 由 G 通过 添加 一 个 新 的 度 为 2 HA 
r 且 分 别 连接 x 到 u 和 vv， 从 而 构造 成 一 个 新 的 连通 图 A. NIC: T,z,w 是 
H ne Euler 回路 .根据 定理 6.1. 中 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 ， 所 以 在 G = 

-x PAG u Al v 的 度 为 奇数 . 
我 们 用 类 似 的 方法 讨论 充分 性 . 设 连通 图 G 恰好 含有 两 个 度 为 奇数 的 顶点 以 


6.1 Euler Æ 121 


和 我 们 来 证 明 G 含有 一 条 Euler WT, 其 中 工 或 者 是 一 条 4 一 v 迹 或 者 是 一 条 
v— u 迹 . 添加 一 个 新 的 度 为 2 的 顶点 z 到 G E, 并 分 别 连接 r 到 w 和 v, 记 所 得 
到 的 新 图 为 H. 因此 ,五 是 一 个 每 个 顶点 度 均 为 偶数 的 连通 图 . 根据 定理 6.1, H 是 
一 个 含有 Euler 回路 C 的 Euler 图 . 因为 这 与 C 中 起 点 (MAA) 的 选择 无 关 , 所 
以 我 们 假定 C 是 一 条 7x 一 z 回路 . 因为 z 仅 与 两 条 边 uz 和 vz KK, 其 中 一 条 是 
C 的 第 一 条 边 , 另 一 条 是 C 的 最 后 一 条 边 . 则 从 C 中 删除 顶点 z, 得 到 一 条 从 4( 或 
v) 出 发 而 终 涉 于 男 一 个 顶点 v( 或 4 的 Euler W T. 


作为 定理 6.1 和 推论 6.2 的 一 个 应 用 , 我 们 可 以 相当 容易 地 判断 一 个 图 是 否 售 
有 Euler 回路 或 Euler 迹 . 更 进一步 地 可 证 得 , 在 定理 6.1 和 推论 6.2 中 用 “多 重 图 ” 
ARS “FN”, 结论 仍 成 江 . | 

显然 ,Cn (n > 3) Æ Euler 的 ; Pn (n > 2) 含有 一 条 Euler MW. 一 个 完全 图 是 
Euler HH 4 HAH n 23 H n 是 奇数 ; Kst 是 Euler 的 当 且 仅 当 s Ht PEAR BI 
Ko: 含有 一 条 Euler 4A t ER n- 方 体 Qn 是 Evie HW4AM4 n2 
H n 是 偶数 . 我 们 注意 到 方 体 Qn (n > 2) 可 以 由 (rw 一 1) 方 体 Qn-1 5 K EM 
卡 儿 积 而 得 . 这 就 引出 了 下 面 的 一 个 问题 . 

例 6.3 寻找 一 个 充分 必要 条 件 , AMETILE G e H Aa FILAR 
G x H XEuler#%. 

解 ” 我 们 可 认为 Gx 互 是 通过 用 HKA H, 代替 G 的 每 个 顶点 v 所 
得 到 的 图 . Wott G x 是 的 一 个 顶点 . 则 对 于 G 的 某 个 顶点 v, 有 Zz 属于 AL. 所 
以 z 不 仅 邻 接 于 它 在 H, 中 的 邻 点 , 而 且 对 于 wv 在 G 中 的 每 个 邻 点 u, x 也 与 Hu 
中 的 一 个 顶点 邻接 . 则 


dego,. 4 © = degy z + deggv. 


因此 ,degGx y © 是 偶数 当 且 仅 当 degy, x 和 degg v 都 是 偶数 或 者 都 是 奇数 (也 就 是 
说 , 它们 有 相同 的 奇偶 性 ). 

如 果 degy x EER, 则 对 于 G 的 每 个 顶点 v, dego v HAR. 同样 地 , 如 果 
degp, © EAR, 则 对 于 G 的 每 个 顶点 v, dega 2 均 为 奇数 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 的 
结论 : 

R G f H AAPA LEIBA. W Gx A & Euler 的 当 且 仅 当 GG 和 

H 都 是 Euler 的 或 者 G fe HHAPTUW RAIA THK. 4 


习题 


61 图 6.6 所 示 的 是 某 大 房子 二 楼 的 九 间 小 屋子 布局 , 其 中 屋 门 是 两 间 屋 子 共有 的 . 问 能 
否 从 某 间 屋 子 开始 作 一 次 散步 , 使 得 经 过 每 个 屋 门 恰好 一 次 ? 这 个 问题 与 图 论 有 何 联 
系 ? 并 给 予 解释 . 
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图 6.6 ”习题 6.1 的 图 


设 Gi 和 G2z 是 两 个 没有 公共 顶点 的 Euler 图 , 并 且 vi € V(G1), v2 EV(G2). 设 G 

是 由 图 Cl UG 通过 添加 边 vv 而 得 到 的 图 . 那么 G 有 什么 性 质 ? 

设 Gi, G2 和 Gs 是 两 两 不 相交 的 连通 正则 图 , G = Gi + (G2 + Gs) 是 由 Gi, Go 和 

Gs 通过 在 Gi, Go 和 Gs 两 两 之 间 的 每 两 项 点 添加 边 而 得 到 的 图 . 证 明 : 如 果 Gi 和 

G1 是 Euler 的 , 而 Ge 和 Gs 不 是 Euler 的 , W) G 是 Euler 的 . 

列举 一 个 图 G, 使 得 

(a) G Al G 都 是 Euler 的 . 

(b) G Æ Euler 的 ,但 G 不 是 Euler 的 . 

(c) G 和 G 都 不 是 Euler 的 ,但 G 和 G MAE Euler Ww. 

(d) G Al G MAE Euler 的 ,但 G 含有 Euler 迹 , 而 G RE Euler W. 

(e) G RA Euler W, HEA —-AW e 使 得 G — e Æ Euler 的 . 

仅 有 一 个 阶 为 5 的 图 具有 性 质 : 添加 任意 一 条 边 便 成 为 Euler 图 ; 这 个 图 是 什么 ? 

设 G 是 一 个 非 Euler 的 连通 正则 图 . 证 明 :, 如 果 G 是 连通 的 , 则 G 是 Euler 的 . 

设 G 是 一 个 阶 为 奇数 n 的 7 正则 图 , FA FSG, 其 中 下 和 G 的 顶点 集 不 相交 . 在 

GUF 中 添加 两 个 新 的 顶点 4 和 和 wv, 连接 u Al uv, HER u, v BGA FTO, 

由 此 得 到 的 图 记 为 H. 下 面 的 结论 是 否 正 确 ? 并 给 予 解释 . 

(a) H 是 Euler 的 . 

(b) H 有 一 条 Euler 迹 . 

(c) H RRA Euler 回路 也 没有 Euler W. 

(a) WEAR: 每 一 个 非 平凡 连通 图 G 均 含 有 一 个 团 生 成 路 , 使 得 G 的 每 条 边 在 这 条 路 
上 恰好 出 现 两 次 . 


(b) 哪些 非 平 几 连 通 图 G 有 一 个 闭 生 成 路 , 使 得 G 的 每 条 边 在 这 条 路 上 恰好 出 现 三 
IR? 
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图 6.7 给 出 了 一 个 现代 艺术 博物 馆 的 示意 图 , APT OT 15 个 展 室 . 在 每 


天 下 班 之 前 , 一 个 安保 人 员 从 前 门 进 入 接 得 室 , 然后 检 香 每 一 间 展 室 看 一 切 是 否 状 
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况 民 好 . 如 有 果 工 作 人 员 能 够 浏览 每 个 房间 仅 一 次 , 然后 返回 到 接待 室 , 这 将 会 是 最 有 
效率 的 走 法 . 这 种 走 法 可 以 实现 吗 ? 





图 67 ”博物馆 展 室 的 示意 图 


上 述 问 题 可 以 用 图 的 术语 重新 描述 . 我 们 可 以 把 该 博物 馆 与 一 个 图 G 关联 , 其 
中 G 的 顶点 代表 展 室 , 如 果 这 两 个 展 室 之 间 有 一 个 门 , 则 在 它们 所 对 应 的 两 顶点 之 
间 连 一 条 边 . 这 样 的 图 G 在 图 6.8 中 给 出 . 因此 上 述 问题 便 转 化 为 : 图 6.8 中 的 图 
G 是 否 有 一 个 含 G 每 个 顶点 的 圈 ? 这 个 问题 的 管 案 是 肯定 的 . PEE, 
C : R1, R2, R4, R9, R13, R14, R10, R5, R6, R7, R11, R15, R12, R8, R3, R1 


便 是 这 样 的 一 个 图 . 这 就 引入 了 本 万 的 主题 





图 6.8 图 6.7 所 示 博 物 迄 的 展 室 和 门 的 图 模型 


一 个 全 图 G 的 每 个 顶点 的 图 称 为 是 G 的 一 个 Hamilton 图 (Hamiltonian 
cycle). 因此 , G 的 一 个 Hamilton 图 是 G 的 一 个 生成 圈 . 一 个 含有 Hamilton BY 
图 称 为 是 一 个 Hamilton 图 (Hamiltonian graph). KA 6.8 中 的 图 G 是 Hamilton 
的 . 当然 ,Cn (n > 3) 是 Hamilton W. 此 外 , 当 > 3 时 , 完全 图 Kn 也 是 Hamilton 
的 . 

一 条 含 图 G 的 每 个 顶点 的 路 称 为 是 G 的 一 条 Hamilton 路 (Hamiltonian 
path). 如 果 一 个 图 含 Hamilton 图 , 则 它 必然 含有 Hamilton K. 事实 上 , 删除 一 个 
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Hamilton 圈 中 的 任意 一 条 边 就 可 产生 一 条 Hamilton 路 . 但 是 , 一 个 含有 Hamilton 
路 的 图 并 不 一 定 含 有 Hamilton 圈 . 例如 , Pa 显然 含有 一 条 Hamilton 路 , 但 Pn 根 
本 就 不 含 图 . 

图 6.9 中 的 图 G S K33 是 一 个 Hamilton 图 . 例如 , C: u, x, v, y, Wz,U 是 GG 
的 一 个 Hamilton 图 . 因为 G 是 3 正则 的 , 并 且 对 G 的 每 个 顶点 , 每 个 Hamilton 简 
都 含有 与 其 关联 的 两 条 边 , 故 , 对 G 的 每 个 顶点 , 图 6.9 中 的 图 G 的 每 个 Hamilton 
圈 不 可 能 恰好 含有 与 其 关联 的 三 条 边 中 的 一 条 边 . 重新 画 出 图 6.9 中 的 图 GC, 我 们 
可 以 更 清楚 地 看 出 G 是 一 个 Hamilton 图 . 事实 上 , 一 个 阶 为 n 的 Hamilton 图 是 由 
一 个 长 为 n WC, 以 及 连接 C 的 一 些 不 连续 顶点 的 边 构 成 . 因为 n > 3 阶 图 的 一 
个 Hamilton E C 是 n 阶 的 连通 2 正则 子 图 , 所 以 C 的 每 个 真子 图 是 一 条 路 或 一 
些 (不 相交 ) 路 的 并 . 特别 地 , C 不 含有 阶 小 于 n 的 图 作为 子 图 ; 当然 C 也 不 含有 这 
样 的 子 图 , 该 子 图 有 度 为 3 或 更 多 的 顶点 . 进一步 地 , 因为 G 的 每 一 个 Hamilton 图 
C 是 一 个 2 正则 子 图 , 因此 , 如 果 G 含有 度 为 2 的 顶点 v, 则 与 v RRR (G Ho) 两 


条 边 一 定位 于 C E. 
u Y Ww T V 
DLI SO 
T y z z w 
图 6.9 Hamilton 图 K3.3 


图 6.10 中 的 图 G 不 是 Hamilton 图 . 为 了 看 清 这 一 点 , 我 们 假设 G 是 Hamilton 
的 , 则 G 包含 一 个 Hamilton BC. 因为 C 含有 度 为 2 WLS t, MH tu Al tz BMF 
C 上 . 根据 相同 的 推理 , zy 和 zz, 以 及 vw 和 vz 也 都 位 于 C 上 . 即 z SC 上 的 三 
条 边 相 关联 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 , 图 6.10 中 的 图 G 不 是 Hamilton H. 

Petersen 图 是 最 为 有 名 的 非 Hamilton 图 之 一 , 如 图 6.11 Bras. Petersen 图 是 一 
个 10 阶 的 3 正则 图 . 这 个 图 可 以 视 为 由 两 个 5 圈 , 即 外 圈 C : ui, ua, us, U4, Us, Ur, 
5A OC” : v, v3, U5, v2, 04,01, 再 加 上 五 条 边 wiv1, wave, ugvs, usa, usus 构成 . OM 
过 交换 C’ AC’ 的 顶点 标号 , 我 们 可 以 看 出 , 把 哪个 5 BASRA BAKA 
要 .) 事实 上 , 在 Petersen 图 中 , 最 小 图 的 长 度 为 5. 有 很 多 种 方法 可 以 证 明 Petersen 
图 不 是 Hamilton 的 . 我 们 介绍 其 中 一 种 . 

定理 6.4 Petersen 图 不 矿 Hamilton 的 . 

证 ”|[ 反 证 法 | 假设 Petersen 图 , 记 为 PG, 是 Hamilton 的 . W PG 含有 一 个 Hamil- 
ton E C, 上 且 该 圈 含 十 条 边 . 在 与 PG 的 每 个 顶点 关联 的 三 条 边 中 , 必须 有 两 条 边 属 
FC. 显然 , 对 于 边 wivi (1 < i < 5),C 或 者 包含 这 所 有 的 五 条 边 , 或 者 仅 包 含 其 中 
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图 6.10 “一 个 非 Hamilton 图 图 6.11 Petersen 图 : 一 个 非 Hamilton 图 


一 些 边 , 或 者 不 包含 这 些 边 的 任意 一 条 , 所 以 C 至 少 有 五 条 边 属 于 C RC”. 因此 ， 
或 者 C 至 少 包 含 C 的 三 条 边 , MAC” 至 少 包含 C 的 三 条 边 . 为 不 失 一 般 性 , 假设 
C 至 少 包 含 C 的 三 条 边 . AK, 注意 到 OC 的 五 条 边 不 可 能 全 部 属于 C, 因为 任 一 
个 图 中 不 可 能 含 一 个 更 小 的 圈 作 为 它 的 子 图 . 假设 C 恰好 包含 C 的 四 条 边 , 设 为 
uaus; USUI, U1U2; uous (如 图 6.12(a) 所 示 , 其 中 PG 中 虚线 所 示 的 边 不 属于 C). 此 
时 , E C 必须 包含 边 wav4, ugus 与 vivg, viwa (如 图 6.12(b) Bras). 由 此 推出 , C 包含 
一 个 8 图, 这 是 不 可 能 的 . 





(a) (b) 
图 6.12 BC 恰好 包含 C' 的 四 条 边 


现在 还 剩 一 种 情形 , 即 C 恰好 包含 C 的 三 条 边 . 这 又 有 两 种 可 能 性 : (1) C 的 
位 于 C 上 的 三 条 边 是 连续 地 出 现在 C" 上 , (2) 这 三 条 边 是 不 连续 地 出 现在 C” 上 . 
这 两 种 可 能 性 分 别 在 图 6.13(a) 和 图 6.13(b) 给 出 . 图 6.13(a) 所 示 的 情形 是 不 可 能 
出 现 的 , 因为 uivi 是 C 上 唯一 与 u 关联 的 边 . 同样 地 , 图 6.13(b) 所 示 的 情形 也 
是 不 可 能 出 现 的 , 因为 C 将 含有 更 小 的 图 wa, v4, v1, 03, uz, us. 因此 , 正如 所 断言 的 ， 
Petersen 图 不 是 Hamilton 的 . 


Ezi] “Hamilton 的 ” 取 目 爱尔兰 数学 家 Hamilton (William Rowan Hamilton, 
1805-1865). 尽管 Hamilton 的 个 人 生活 充满 不 华 , 但 是 他 的 职业 生涯 却 富 有 造 齐 . 他 
的 兴趣 包括 证 歌 、 光 学 、 天 文学 和 数学 (尤其 是 代数 学 ). 的 确 , 正如 诗 一 样 ,Hamilton 
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(a) | (b) 
图 6.13 CHEEBA C 的 三 条 边 


认为 数学 是 很 美的 . Hamilton 和 著名 诗人 沃 背 沃 斯 (William Wordsworth) 相识 , 两 
人 曾经 在 一 起 讨论 过 科学 与 诗 . 沃 效 沃 期 曾 对 Hamilton 说 :“ 你 的 天 才 是 在 科学 方 
面 , 而 不 是 在 诗 方面 .” 有 一 件 事 让 Hamilton 很 犯难 , 就 是 他 的 文采 不 好 . 1835 年 ， 
Hamilton WE YT KM, 成 为 Hamilton 背 士 . Hamilton 发 现 了 四 元 数 (第 一 个 非 交 
换代 数 ), 在 他 余生 的 大 部 分 时 间 里 , Hamilton 主要 从 事 这 方面 的 研究 工作 . 

Hamilton 与 图 论 联系 的 紧密 程度 不 如 Euler. 他 的 工作 涉及 到 一 个 有 名 的 几何 
图 形 . 一 个 正 十 二 面体 是 一 个 有 十 二 个 面 (全 部 是 正 五 边 形 ) 和 二 十 个 楼 角 (每 个 楼 
角 都 是 由 五 边 形 的 三 条 边 相 交 而 成 ) 的 多 面体 , 如 图 6.14 所 未. 


和 > 
Z 


图 6.14 ” 正 十 二 面体 


正 十 二 面体 被 人 们 所 熟识 , 是 因为 它 可 以 用 作 台 历 , 因为 每 个 月 可 以 用 正 十 二 
面体 的 一 个 面 来 显示 . 1857 Æ, Hamilton 发 明了 一 个 游戏 , 叫 Icosian Game. 它 是 
由 一 个 木 制 的 正 十 二 面体 构成 , 正 十 二 面体 的 每 个 楼 角 上 标 有 一 个 当时 非常 有 名 的 
城市 . 游戏 目的 是 “环绕 地 球 ” 旅 行 , 也 就 是 说 , 寻找 一 个 环 游 路 线 使 得 经 过 每 个 城 
市 恰好 一 次 . 为 了 容易 记 住 哪些 城市 已 被 游览 过 , 在 每 个 楼 角 上 放 一 个 钉子 , 再 用 一 
根 线 绕 在 那些 旅游 过 的 城市 (钉子) 上 , 由 此 就 获得 旅程 的 一 个 直观 表示 . 后 来 人 们 
发 现 这 个 道具 不 好 用 , 因而 诞生 了 它 的 木板 状 的 版 本 ( 见 图 6.15). 

Hamilton 以 25 英镑 把 这 个 游戏 卖 给 了 J. Jacques and Sons 公司 (甚至 到 今天 ， 
该 公司 仍 以 国际 象棋 设备 的 制造 而 闻名 ), 并 且 于 1859 年 获得 了 该 游戏 在 伦敦 发 行 
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图 6.15 ”十 二 面体 的 图 


的 专利 权 . 可 是 , 这 个 游戏 的 商业 运作 是 失败 的 . 用 图 论 的 术语 来 说 , 这 个 游戏 的 目 
的 是 在 图 6.15 所 示 的 (十 二 面体 ) 图 中 寻找 一 个 Hamilton 图 .当然 , 这 个 名 词 在 
当时 是 不 存在 的 ; 但 是 , 正 是 Hamilton 的 游戏 才 导 致 了 用 他 的 名 字 来 命名 的 这 些 术 
语 . 奇怪 的 是 , 大 约 在 此 两 年 前 , Thomas Penyngton Kirkman 在 他 的 一 篇 论文 中 曾 
经 提出 这 样 一 个 问题 : 对 于 一 个 给 定 多 面体 , 是 否 存 在 经 过 其 每 个 顶点 的 圈 ? 所 以 ， 
Hamilton 并 不 是 最 早 研 究 Hamilton 图 的 人 . 

下 面 我 们 来 讨论 Hamilton RHA TER. 如 果 G 是 一 个 Hamilton 图 , 则 G w 
然 是 连通 的 . 因为 G 含有 一 个 Hamilton 图 , 故 G 不 可 能 有 基点 , 并 且 G 的 阶 至 少 
为 3, 所 以 G 是 2 连通 的 . 这 就 是 说 , 对 于 G 的 每 个 顶点 v, 图 G 一 v 是 连通 的 . 如 果 
我 们 删除 G 的 多 个 顶点 , 则 由 此 所 得 的 图 所 含 的 连通 分 文 数 不 可 能 太 大 . 记 k(G) 
为 图 G 的 连通 分 文 数 . 

定理 6.5 ”如果 G 是 一 个 Hamilton 图 , MA G 顶点 的 任 一 个 非 空 真 子 集 S, 都 
有 | 

k(G — 8) < |S. 


WE [ERREA E S E VG) 的 一 个 非 空 真子 集 . 令 k(G-5) = k, G1, G2, ,Gk 
是 G-3 的 连通 分 支 .因为 G 是 Hamilton 的 ,所 以 G 包含 一 个 Hamilton H C. 4 
C 最 后 一 次 相遇 于 Gi (1 <i <k) 的 顶点 时 , W C 的 下 一 个 顶点 必 属 于 S. 这 就 推 
出 S EDES k AIA, BI k= k(G 一 5) < 1|S|. n 


定理 6.5 给 出 了 一 个 图 是 Hamilton 的 必要 条 件 , 也 就 是 说 , 这 个 定理 描述 了 
每 个 Hamilton 图 都 必须 具有 的 性 质 . 这 个 必要 条 件 的 主要 优点 在 于 它 的 一 个 道 否 
条 件 : 

设 G 为 一 个 图 . 如 果 对 V(G) 的 某 个 非 空 真子 集 S, 有 FE(G -5) > |SS|, a 

G 不 是 Hamilton 4%. 

也 就 是 说 , 定理 6.5 给 出 了 一 个 图 为 非 Hamilton 的 充分 条 件 . 特别 地 , 当 一 个 连通 
图 G 含有 一 个 割 点 时 (其 中 5 = {v}), E KG 一 v) > 2, 则 这 个 定理 给 出 了 一 个 
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显然 的 事实 : 

to RA G 含有 一 个 割 点 , 则 G 不 是 Hamilton 的 . 

考虑 图 6.16 中 的 图 G, 其 中 S = {wv,w}. 则 G- S 含有 四 个 连通 分 支 . 然 
而 ,k(G 一 S) = 4 > 3 = |S], 因此 根据 定理 6.5, G 不 是 Hamilton 的 . 但 是 , 这 样 一 个 
关于 图 为 非 Hamilton 的 充分 条 件 并 不 是 必要 的 , 也 就 是 说 , 存在 一 个 非 Hamilton 
的 图 G, 使 得 对 于 Y(G) 的 每 个 非 空 真子 集 S, t96 k(G 一 5) < [S| (见习 题 6.9). 





aZ 


图 6.16 H 6.5 的 例子 


尽管 Euler 回路 和 Hamilton 图 定义 看 起 来 很 相似 , 但 事实 上 这 两 个 概念 有 很 
大 的 差别 . 确定 一 个 图 是 否 含 有 一 条 Euler 回路 并 不 困难 , Ril, 确定 一 个 图 是 否 含 
有 Hamilton 图 却 是 非常 困难 的 . 事实 上 , 我 们 已 经 有 Euler 图 的 一 个 非常 简单 的 刻 
画 (定理 6.1), 然而 , 我 们 并 没有 Hamilton 图 的 一 个 如 此 有 用 的 刻画 . 这 就 说 明 对 
一 个 问题 做 一 个 看 上 去 很 小 的 变动 , 即 从 寻找 一 条 Euler 回路 到 寻找 一 个 Hamilton 
图 , 却 使 得 一 个 容易 解决 的 问题 变 为 一 个 没有 实用 可 行 方法 的 问题 . 

按照 通常 的 做 法 , 当 无 法 刻画 图 具有 某 种 性 质 时 , 我 们 就 去 寻找 图 具有 这 种 性 
质 的 大 干 充分 条 件 . 关于 图 为 Hamilton 图 的 一 个 不 难 应 用 的 充分 条 件 是 由 Oystein 
Ore 发 现 的 . 

定理 6.6 设 G 为 一 个 n ( 3) OHA. 如果 对 于 G 的 每 对 不 邻接 的 顶点 
u,v, 有 


deg u + degv > n, 


则 G X Hamilton. 

证 [AIEA] 假如 相反 , 存在 一 个 阶 为 n (> 3) 的 非 Hamilton 的 图 G, 使 得 对 
于 G 的 每 对 不 邻接 的 顶点 u,v, A degu + degv >n. 可 能 会 出 现 这 样 的 情形 , 即 
如 果 我 们 对 G 添加 一 些 特定 的 边 , 而 所 得 到 的 图 仍然 不 是 Hamilton 的 . 当然 , 如 果 
我 们 对 G 添加 所 有 可 能 的 边 , 将 得 到 的 Ky 显然 是 Hamilton 的 . i H EH G 添 
加 最 多 可 能 的 边 所 得 到 的 非 Hamilton 图 . 则 对 H 添加 任何 一 条 边 所 得 到 的 图 都 是 
Hamilton AY. 此 外 , 对 于 A 的 每 对 不 邻接 的 顶点 u,v, 均 有 deg, u + degyv èn. 
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AA H 不 是 完全 图 , 所 以 含有 不 邻接 的 顶点 对 . 设 x 和 y 是 是 的 不 邻接 的 
顶点 对 . 故 A+ xy 是 Hamilton W. 进一步 地 , H + cy 的 每 个 Hamilton 图 必 和 包含 边 
ty. 这 就 意味 着 , H 包含 一 条 Hamilton HJ x — y EK P :z= zi1,7X2,… ,Xn =Y. 我 们 
得 到 : WIR cic; 是 的 一 条 边 , 其 中 2 <in, M riirn PÆ H HAY (AA 
6.17); 否则 ， 

Ti, Li, Litis Tn, Li-1, Ti~2,°*"*, T] 
Zé H 的 一 个 Hamilton 图 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 , 对 于 {x2, x3,… ,zn} 中 的 每 个 与 
7Z1 邻接 的 顶点 , 在 {1,%2,°°',2n-1} 中 都 有 一 个 顶点 与 cn 不 邻接 . 即 degen < 
(n—1)—dega;, & 
deg, x2+degyy<n-1. 


这 也 是 一 个 矛盾 . 四 





图 6.17 ”定理 6.6 证 明 的 第 二 步 


定理 6.6 给 出 的 界 是 紧 的 . 例如 , 设 n = 2k 十 1 2 3 是 一 个 奇数 . 设 G 是 
由 Keri 的 拷贝 中 的 一 个 顶点 与 Ka 的 另 一 个 拷贝 的 一 个 顶点 重合 而 得 . KGS 
Kı + (2K,). HF n = 7, KI 6.18 给 出 了 图 G. 当然 , 因为 G 含有 一 个 割 点 , 所 以 G 
是 非 Hamilton 的 . WÈ u Al v 是 G 的 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 , 则 degu = degu = k, 
所 以 degu + degv = 2k=n—1. 因此, 为 了 得 到 同样 的 结论 , 定理 6.6 给 出 的 界 不 


能 再 降低 了 


图 6.18 图 G= Kı +(2K3) 


定理 6.6 的 一 个 更 容易 应 用 的 推论 归功 于 Gabriel Dirac (前 面 已 经 有 过 介绍 ). 
Gabriel Dirac 是 一 位 杰出 的 数学 研究 者 , 他 的 继父 Paul Dirac 因为 量子 力学 的 工作 
而 闻名 , 是 1933 年 诺 贝 尔 物 理学 奖 获 得 者 , 而 Gabriel Dirac 是 丹麦 奥 尔 胡 斯 大 学 
的 一 位 知名 教授 . 
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推论 6.7 设 G 为 一 个 n > 3 阶 的 图 如 果 对 于 G 的 每 个 顶点 v, BA 
deg v > n/2, A] G 有 是 Hamilton 的 . 

证 ”|[ 直 接 证 法 ] BR, 如 果 G S Kn, M G 是 Hamilton 的 . 因此 , 我 们 假设 G 
不 是 完全 图 . huh ve G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 . 则 


degu +degv > z +3 =” 


根据 定理 6.6 知 , 图 G 是 Hamilton 的 . 四 


如 果 我 们 仔细 考察 定理 6.6 的 证 明 部 分 , 我 们 可 以 看 出 , 它 给 出 了 男 一 个 结果 
的 证 明 , 该 结果 归功 于 J. Adrian Bondy 和 Vašek Chvátal. 

定理 6.8 设 岂 和 是 一 个 nn 阶 图 G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 , 并且 deg u 十 degw 之 
n. W G + uv 是 Hamilton 的 当 且 仅 当 G 是 Hamilton 的 . 

证 ” [直接 证 法 , 反 证 法 ] 如 果 G 是 Hamilton 的 , 则 对 于 G 的 任意 两 个 不 邻接 
MDL u Al», 显然 有 G+ uv 是 Hamilton 的 . 因此 , RIN RAMEE HH. 

设 G + uwv 是 Hamilton 的 , 其 中 u Al v 是 图 G 的 两 个 不 邻接 的 顶点 . 假如 相 
反 , G AF Hamilton 的 . 即 推出 G+ uv WHT Hamilton 圈 都 必须 含有 边 uv. A 
此 , G 含有 一 条 Hamilton u 一 v 路 . 因为 deggutdeggu 2 n, H 6.6 的 证 明知 ， 
G 含有 一 个 Hamilton 图 , GAT JE. 四 


一 个 n WE G 的 闭 包 (closure) C(G) 是 指 按 如 下 操作 所 获得 的 图 : 由 G 出 
发 递归 地 连接 度 和 至 少 为 n 的 不 邻接 顶点 对 , 每 一 步 都 是 针对 前 一 步 所 获得 的 图 ， 
直到 没有 这 样 的 顶点 对 为 止 . 图 6.19 举例 说 明 如 何 获 得 一 个 图 G 的 闭 包 , 图 6.20 
列 出 了 其 他 三 个 图 以 及 它们 的 闭 包 . (图 6.20 的 图 Gs 是 图 6.19 中 的 图 .) 在 图 6.20 
中 ,和 vv 是 图 Ga 的 仅 有 的 两 个 不 邻接 的 且 度 和 为 10 (等 于 Ga 的 阶 ) 的 顶点 对 . 
重复 应 用 定理 6.8, 我 们 可 以 得 到 下 面 结 采 . 


Su 8-8 


C(G) 


图 6.19 ”一 个 图 的 闭 包 的 构 霹 


定理 6.9 ”一 个 图 是 Hamilton 的 当 且 仅 当 它 的 财 包 及 Hamilton 的 . 

下 面倒 述 定理 6.9 的 一 个 简单 的 却 很 有 用 的 推论 . 

推论 6.10 如果 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 HA, 且 它 的 闭 包 C(G) 是 一 个 完全 图 ， 
则 G 是 一 个 Hamilton 图 . 
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(7 Q 
人 
(n = 5) 

ID ~ & 
= [8] ~ [0 


4 
(n = 10) KI 


v 


C(Ga) 





图 6.20 ”图 和 它们 的 闭 包 


我 们 注意 到 , 在 推论 6.7 (Dirac 定理 ) F, 如 果 一 个 n (> 3) 阶 图 G 的 每 个 顶点 
度 至 少 为 n/2, 那么 G 是 Hamilton 的 . 更 进一步 地 , Ore 定理 (定理 6.6) 给 出 一 个 
图 为 Hamilton 的 较 弱 条 件 , 即 每 对 不 邻接 顶点 的 度 和 至 少 为 n. 实际 上 , Bondy 和 
Chvátal 的 闭 包 定理 (定理 6.8) 也 能 推出 该 条 件 . 事实 上 , 由 定理 6.8 可 以 发 现 , 有 
很 多 的 图 是 Hamilton 的 . 然而 , 对 于 定理 6.8, n (> 3) 阶 的 图 G 的 顶点 度 必 须 满足 
什么 条 件 就 可 保证 G 是 Hamilton 的 ? 这 仍然 不 清楚 . 对 于 此 , Lajos Posa 给 出 一 个 
结论 (就 发 表 时 间 而 言 , 该 结论 先 于 定理 6.8). Posa 发 现 这 个 结论 时 , 他 才 十 几 岁 ， 
所 以 下 面 的 这 个 定理 更 引起 人 们 的 关注 . 尽管 Posa 在 科研 上 很 有 前 途 , 但 他 把 毕 
生 精 力 都 献 给 他 的 祖国 匈牙利 的 数学 教育 . 

定理 6.11 HGR—-Hhn (23) 阶 的 图 . 如 果 对 于 每 个 整数 j 了 (1 < 7 了 <$),G 
中 度 至 多 为 了 a7 TA BF j, 则 G 是 Hamilton 的 . 

WE | [SR ERA] 我 们 将 证 明 C(G) 是 完全 图 . 假设 C(G) 不 是 完全 图 . 在 CG) 
的 所 有 不 邻接 的 顶点 对 中 , 设 顶 点 对 u, w 的 度 和 degoa) u + degoa w 为 最 大 . 则 
必然 有 degc(G) ut degc(a) ww 二 nn 一 1. 我 们 进一步 假设 , dege) u < degcvrey 了. 设 
degc(oy u = k, Wk < 号 :, 并 且 


degela) W < n—k-—1. (6.1) 
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WW 是 所 有 与 w 不 邻接 的 且 不 为 w 的 顶点 的 集合 . 所 以 ve W. 注意 到 , WR 
v Ee W, 则 有 degc(cyv <k, Ail 


degc(G) v 十 dego(a) w > degcia) u + dego(a) w, 


这 与 顶点 对 u, w 所 定义 的 性 质 矛 盾 . 因此 , W 中 的 每 个 顶点 的 度 至 多 为 k. 根据 定 
理 的 假设 , |W| <k—1. 因此 ， 


与 (6.1) FH. m 


在 定理 6.11 中 , 当 j= 1 时 , 这 说 明 G 没有 度 为 1 的 顶点 ; 当 了 = 2 时 ,说明 G 
允许 有 一 个 度 为 2 的 顶点 ; 当 了 = 3 时 , 说 明 G 允许 有 一 个 度 为 2 的 顶点 和 一 个 度 
为 3 的 顶点 或 者 允许 有 两 个 度 为 3 的 顶点 . 
习题 
6.9 ”我 们 已 经 注意 到 图 6.10 所 示 的 图 G 不 是 Hamilton 的 . WEH: 对 V(G) 的 每 个 非 空 真 

子 集 S, 有 k(G 一 95) 和 |83|. 关于 定理 6.5, 这 个 结论 说 明了 什么 ? 

6.10 设 G 是 一 个 10 阶 的 6 正则 图 , i$ u,v e V(G). WH: G, G 一 v 以 及 G 一 4 一 v 都 是 
Hamilton 的 . 
6.11 XfF n> 5, 证 明 : Cn 是 Hamilton 的 . 
6.12 设 G 是 一 个 12 阶 的 3 正则 图 , 五 是 一 个 11 阶 的 4 正则 图 . 
(a) G+ H # Euler 图 吗 ? 给 予 解 释 . 
(b) G+ H Æ Hamilton 图 吗 ? 给 予 解释 . 
6.13 ”列举 一 个 图 G, 使 得 
(a) G 是 Euler 的 , 但 不 是 Hamilton 的 . (解释 为 什么 G 不 是 Hamilton 的 .) 
(b) G 是 Hamilton 的 , 但 不 是 Euler 的 . (解释 为 什么 G 不 是 Euler 的 .) 
(c) G 是 Hamilton 的 并 且 含 有 一 条 Euler W, 但 不 是 Euler W. 
(d) G EAE Hamilton 的 , 也 不 是 Euler 的 , 但 含有 一 条 Euler W. 
6.14 ”列举 一 个 图 G, 使 其 具有 下 面 的 性 质 , 或 者 解释 为 什么 不 存在 这 样 的 图 : 
(a) G 是 一 个 2 连通 的 ( 即 连通 的 , 阶 至 少 为 3 AAA RS) Euler K, 但 不 是 Hamilton 


的 . 
(b) G 是 非 Euler 的 Hamilton 图 , 但 它 的 补 图 G 是 Euler 的 . 
6.15 ”一 个 图 G 的 细 分 图 (subdivision graph) 是 一 个 由 G 通过 删除 它 的 每 条 边 uv, H 
以 一 个 连接 顶点 ww 和 wv 的 度 为 2 的 顶点 w 代替 所 得 到 的 图 . 试 判断 下 面 的 结论 是 否 
正确 : 若 图 G 的 细 分 图 是 Hamilton 的 , Il] G 是 Euler 的 . 


6.16 ik G 是 一 个 偶数 阶 n 的 正则 连通 图 , A G 也 是 连通 的 . 证 明 : 


6.17 


6.18 
6.19 


6.20 


6.21 


6.22 


6.23 


6.24 


6.3 专题 探索 : Hamilton #5 Hamilton & 133 


(a) G 或 者 G 是 Euler 的 . 

(b) G 或 者 G 是 Hamilton 的 . 

设 G 是 一 个 n (> 3) WWR, G(3) 是 按 如 下 操作 所 获得 的 图 : 对 于 VG) 的 每 个 3 

元 子 集 S, 添加 一 个 新 顶点 vs HE vs 到 5S 的 每 个 顶点 . 找 出 所 有 这 样 的 图 G, 使 

得 G(3) 是 Hamilton 的 . 

证 明 : 推论 6.7 的 界 是 紧 的 . 

i Gi 和 G2 是 两 个 n (> 3) 阶 的 图 , 且 每 个 图 均 满 足 Dirac 定理 关于 Hamilton 图 

的 假设 条 件 (推论 6.7). 设 图 G 是 由 Gi U Go 通过 添加 G1 和 G2 之 间 的 边 构 造 而 

成 , 使 得 G1 的 每 个 顶点 至 少 与 Gs 的 一 半 顶 点 连接 , 同样 地 ,G2 的 每 个 顶点 至 少 与 

Gi 的 一 半 顶 点 连接 . WEH: G 是 Hamilton 的 . 

设 G 是 一 个 n(> 3) 阶 且 具有 下 面 性 质 的 图 : 对 每 个 ve VG), 存在 一 条 从 v 开始 

的 Hamilton 路 . 证 明 : G 是 2 连通 的 ( 即 连通 的 , 阶 至 少 为 3 AREA), 但 G 未 

+t Hamilton #3. 

设 G 是 一 个 n (> 3) 阶 的 图 , 并 且 对 任意 两 个 不 邻接 的 顶点 u Al vu, BA degu + 

degv >n-—1. 证 明 : G 必 含 有 一 条 Hamilton 路 . 

(a) 是 否 存 在 一 个 10 阶 旦 边 数 为 28 的 非 Hamilton 图 G? 

b) 是 否 存在 一 个 10 阶 旦 边 数 为 28 的 非 Hamilton 图 H? 其 中 互 的 10 个 顶点 中 
有 8 个 顶点 的 度 为 5, 5, 5, 5, 5, 6, 6, 6. 

(a) 是 否 存在 一 个 阶 为 n= 2k > 6 且 边 数 为 m= k’ + k— 2 的 非 Hamilton 图 G? 

(b) 是 否 存 在 一 个 阶 为 n = 2k > 6 HHA m = k? +k — 2 WIE Hamilton 图 H? 
RHA Gk TBA k WES, kK-2 个 度 为 十 1 的 顶点 . 

(a) 一 个 n= 2k +1 阶 的 连通 图 G 有 上 十 1 个 度 为 2 的 顶点 , 并且 它们 之 间 互 不 邻 
接 , 而 剩 下 的 个 顶点 的 度 均 大 于 或 等 于 3. 证 明 : G 不 是 Hamilton 的 . 

(b) IEA k 2, 列举 一 个 阶 为 n = 2k 的 Hamilton 图 H, 14 A A k TEN 2 
的 顶点 , 并 且 它 们 之 间 互 不 邻接 , 而 剩 下 的 & 个 顶点 的 度 均 大 于 或 等 于 3. 


6.3 ”专题 探索 : Hamilton %5 Hamilton 数 


显然 , 并 非 所 有 阶 大 于 或 等 于 3 AAR Se Hamilton H, 但 每 个 连通 图 均 


BARA EE. 如 果 用 两 条 平行 边 去 代替 连通 图 G 的 每 条 边 , 则 所 得 到 的 多 重 
图 M 是 Euler 的 ( 见 图 6.21). 因为 M 的 一 个 Euler 回路 可 以 形成 G 的 一 条 闭 生 
成 链 , 其 中 G 的 每 条 边 出 现 两 次 . 即 得 : 一 个 边 数 为 m 的 连通 图 G 有 一 条 长 为 2m 
的 闭 生 成 链 . 


连通 图 G 中 的 一 条 Hamilton 链 (Hamiltonian walk) 是 指 G 中 一 条 长 度 最 


小 的 团 生成 链 . 根据 前 面 观察 , 每 个 边 数 为 m 的 连通 图 G 包含 一 条 Hamilton 链 ， 
且 这 条 链 的 长 度 至 多 为 2m. KATA h(G) Kid G 中 的 Hamilton 链 的 长 度 . 因此 , 对 
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G ee M eo 
图 6.21 ”一 个 图 的 闭 生 成 链 


TRA n (> 3) 的 连通 图 G 而 言 , h(G) =n 当 且 仅 当 G 是 Hamilton 的 . Hamilton 
链 的 概念 是 由 Seymour Goodman 和 Stephen Hedetniemi 于 1973 年 提出 的 . 

一 般 而 言 , 判断 一 个 图 G BAW Hamilton 的 是 比较 困难 的 , 但 我 们 注意 到 , 只 
要 G 满足 Hamilton 图 的 一 系列 充分 条 件 中 的 一 个 , 则 G 一 定 是 Hamilton 的 . 然 
而 , 这 么 多 充分 条 件 中 没有 一 个 是 必要 的 , 所 以 即使 不 满足 这 些 条 件 中 的 任何 一 个 ， 
G 也 可 能 是 Hamilton AY. 此 时 , 我 们 唯一 的 选择 是 构造 G 的 一 个 Hamilton 圈 . 所 
以 问题 可 以 稀 化 为 寻找 一 种 项 点 排序 方式 , 即 把 G 的 顶点 按照 循环 序列 排序 成 v1, 
V2, te, Un, U1, 使 得 连续 出 现 的 两 个 顶点 对 都 是 邻接 的 ; 也 可 以 表述 为 : 把 G 的 顶 
点 按照 循环 序列 排序 成 U1, U2, °**, Un, V1; 使 得 d(Vi, Vi+1) = I, d(vn, v1) = I, 其 中 
1 in 一 1. 如 果 人 也 可 以 写成 uni, 则 循环 序列 v1, ve, +++, Un, Und. = U1 FE 
Hamilton W 4 H4 


Tl 
So dui, Vi41) =N. 
?一 工 


用 上 述 方法 寻找 Hamilton 图 可 以 引出 下 面 的 概念 . 对 于 一 个 阶 为 到 (六 3) 的 
连通 图 G 以 及 V(G) 的 一 个 循环 排序 


§ :U1;U2, Un, Untl = V1; 
定义 数 d(s) 为 
d{s) = Yd(vi, vi41). 
1=1 


因此 , 对 于 V(G) 的 每 个 循环 排序 s, 均 有 d(s) > n. ME, G 是 Hamilton H4 AM 
当 存 在 V(G) 的 一 个 循环 排序 s' 使 得 d(s’) =n. G 的 Hamilton & (Hamiltonian 
number) h*(G) 定 义 为 | 

h*(G) = min {a(s)}. 
HH MARAE EV (G) 的 所 有 循环 排序 s E. 对 于 图 6.22 所 示 的 图 G & Kos, 
以 及 V(G) HUA ARS 


S1 .UVU2 V3, U4, U5, VI 和 和 SQ. U1, U3, U2, V4, V5, U1, 


d(si) = 8, d(s2) = 6. 因为 G A 5 阶 非 Hamilton 图 日 d(s2) = 6, 所 以 h*(G) = 6. 
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图 6.22 —h*(G)=6KHA G 


下 面 我 们 换 一 种 方式 定义 G 的 Hamilton 链 的 长 度 h(G). 用 LW) 记 链 WW 的 
长 度 . 

定理 6.12 对 每 个 连通 图 C， 

h*(G) = h(G). 

证 ”首先 , 我 们 证 明 A(G) < A*(G). Ws: v1, va,-++, Un, Unga = U1 FEF V(G) 
的 循环 排序 , 且 满 足 dls) = h*(G). 对 于 每 一 个 整数 i(1 <icn) i Rp EG 
条 vi — vipi WHA. 因此 , OOP) = d(vi,vi41). 因为 这 些 路 P, 的 并 可 形成 G 的 一 
条 Hamilton 链 W, 所 以 

h(G) < L(W) = S L(P:) = 》 d(vi, vi41) = d(s) = h* (G). 


į¿=1 ¿=l 
下 面 我 们 证 明 h*(G) < h(G). i W 是 G 中 一 条 Hamilton 链 , 日 满足 L(W) = 
h(G). 假设 W : 21, za ,ZN,Z1, 其 中 (必然 有 )N 2n. HM v = 21,02 = Bo. 对 于 
3 2 Nn, 我 们 再 定义 Vi 为 L jiy 其 中 Ji EW Æ tji ¢ {v1, V2, . +, Ui-1} 的 最 小 正 整 
BX. 则 s : v, U2, Un, Ungi = v1 Æ V (G) 的 一 个 循环 序列 . 对 每 个 i, 设 Bi 是 W 
的 子 链 vi — vipi, 所 以 有 dlui, vizi) < L(Qi), HH l<i<n. 因为 


h*(G) < È dlui vizi) < ) | L(Qi) < LW) = A(G), 


t=] i=1 


即 为 所 证 . m 


作为 定理 6.12 的 推论 , 我 们 可 以 用 h(G) 记 图 G 的 Hamilton 数 , BA G 的 
Hamilton 链 的 长 度 . 

”对 于 图 6.22 所 示 的 图 G = K223 以 及 Y(G) 的 循环 排序 s1 : v1, ve, vs, va, Us, 
vi 和 sq: v1, V3, V2, Va, U5, U1, 我 们 注意 到 d(si) = 8 和 d(s2) = 6. 当然 , 也 容易 证 
HH, 对 于 V(G) 的 每 个 循环 排序 s, d(s) 或 者 为 8 或 者 为 6. 这 又 引入 了 连通 图 的 另 
外 一 个 参数 . 连通 图 G 的 上 Hamilton 数 (upper Hamiltonian number) ht(G) 
定义 为 

h* (G) = max {d(s)}, 
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其 中 最 大 值 函 数 定 义 在 V(G) 的 所 有 循环 排序 s 上 . 因此 , 对 于 图 6.22 所 示 的 图 G,， 
有 ht+(G) = 8. 

作为 另 一 个 例子 , 我 们 来 看 Petersen Al. 按照 图 6.23 的 方式 , 给 Petersen 图 
PG 的 顶点 标号 . 因为 PG 为 10 阶 的 非 Hamilton 图 , 故 h(PG) > 11， 另 一 方面 ， 
设 s:zizo ,X11 = Xi 是 PG 的 任 一 循环 排序 . 因为 diam(PG) = 2, 所 以 , 对 于 
1 i 10, 有 d(xzi,ziti) < 2. MK d(s) < 2-10 = 20, 从 而 ht+(PG) < 20. AFL, 


11 < h(PG) < ht (PG) < 20. 





图 6.23 Petersen 图 


事实 上 , 我 们 有 h(PG) = 11 ht+(PG) = 20. 更 进一步 地 , 考虑 序列 s (1 <i < 10): 
51 + U1, U2, U3, U4, U5, U5, V2, V4, U3, U1, Ui 
89 | U1, U2, U3, Ud, U5, U5, U2, V3, V4, U1, Ui 
S3 | U1, U2, U3, US, U4, V4, V2, V3, U5, U1, UL 
S4 | U1, U3, U5, U2, U4, U4, V2, U5, U3, U1, Ul 
S5 | U1, U3, U5, U2, U4, U3, U5, 02, V4, U1, Ul 
S6 | U1, U3, U5, U2, U4, V5, V2, V4, UB, V1, Ul 
S7 | U1, U3, U5, UZ, U4, V3, V5, V4, V2, U1, Ul 
Sg |: U1, U3, U5, U2, V2, U4, UZ, V4, U5, V1, U1 
Sg | U1, UZ, Us, U2, U4, V2, U3, VA, U5, V1, Ul 
S10 : U1, U3, U5, U2, U4, U1, V2, U3, U4, U5, Ui 
因为 当 1<i< 10 时 ,有 d(si) = 10+ i, 所 以 对 每 个 整数 k (11 < k < 20), 存在 
V(PG) 的 一 个 循环 排序 s 使 得 d(s) = k. 
习题 
6.25 X$ Gi S Kn, G2 S Kw, 其 中 nz3,1< sgt, 找 出 h(Gi) A AT(G,) (i = 1,2). 
6.26 ” 举 出 一 个 n (> 3) 阶 图 的 例子 , 使 得 h(G) = n 十 1. 并 验证 此 例 的 正确 性 . 
6.27 ” 举 出 一 个 n (> 3) 阶 图 的 例子 , 使 得 h(G) = 2n — 2. 并 验证 此 例 的 正确 性 . 
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6.28 i Cn 是 一 个 n (> 3) BH. 
(a) Gn ABM WAT(C,) 是 多 少 ? 
(b) Æ n 为 奇数 , 则 ACh) 又 是 多 少 ? 
6.29 (a) WRG 是 一 个 ” 阶 连通 图 并 且 直 径 d > 2. 证 明 : h+(G) < nd. 
(b) (a) 中 的 上 界 是 紧 的 吗 ? 
6.30 ”确定 所 有 满足 h(G) = h* (G) 的 图 G. 
6.31 ”在 研究 Hamilton 数 和 上 Hamilton 数 时 , 不 从 图 G 顶点 的 循环 序列 考虑 , 请 尝试 用 
图 G 顶点 的 线形 序列 考虑 . 
6.32 ”提出 一 个 你 所 关心 的 关于 Hamilton 数 和 (或 ) 上 Hamilton 数 的 问题 , 并 尝试 解决 它 . 


6.4 ”延伸 阅读 : 早期 的 图 论 书籍 


发 表 于 1736 年 的 定理 6.1 被 认为 是 图 论 的 开始 . 可 是 , 直到 1936 年 , 第 一 本 
图 论 教科 书 (H Dénes Konig 用 德语 撰写 ) 才 与 读者 见面 . Dénes Konig 于 1884 年 
9 月 21 日出生 于 匈牙利 的 布达佩斯 ， 其 父亲 是 一 位 著名 的 数学 教授 . 受 父亲 的 影 
啊 , 他 很 小 的 时 候 就 对 数学 感 兴趣 . 在 他 还 是 一 名 高 中 学 生 的 时 候 , 他 就 开始 发 表 论 
XT. 

König 用 了 九 个 学 期 完成 大 学 学 业 , 前 四 个 学 期 在 布达佩斯 , 后 五 个 学 期 在 哥 
EAR. 他 参加 了 Hermann Minkowski 关于 位 置 分 析 的 讲座 ， 早期 人 们 称 拓 扑 为 位 
置 分 析 . Minkowski 对 图 论 的 兴趣 在 很 大 程度 上 导致 了 Konig 决定 从 事 图 论 研 究 . 
Konig 于 1907 年 获得 博士 学 位 , 他 的 学 位 论文 是 关于 几何 学 方面 的 . 同年 , 他 在 布 达 
佩斯 工业 大 学 获得 一 个 教员 职位 , 此 后 一 直 在 那里 工作 , 直到 去 世 . 尽管 “图 论 ” 这 
个 名 字 直 到 1927 年 才 出 现在 大 学 课程 目录 里 , 但 Konig 很 早 以 前 就 已 经 讲授 这 门 
RT. 在 那 之 前 , 图 论 馈 视 为 位 置 分 析 下 面 的 一 个 分 文 . 1935 Æ, König 成 为 一 名 全 
职 教授 . 尽管 学 生 们 参加 Konig 的 讲座 不 很 积极 , 但 他 还 是 因为 富 于 激情 的 讲课 而 
HA. 正 是 因为 他 的 引导 , 一 大 批 优秀 的 学 生 被 吸引 到 数学 的 这 个 新 领域 . 在 他 的 
影响 下 , 很 多 匈牙利 学 者 转向 这 个 领域 , 其 中 包括 Paul Erdős, Tibor Gallai 和 Paul 
Turan. 

尽管 Konig 是 一 位 早 越 的 数学 冢 , 但 他 在 图 论 方 面 的 主要 成 就 应 该 是 推广 图 
论 , 使 之 被 认可 . 由 于 他 的 努力 , 图 论 从 一 些 孤 立 有 起 的 数学 结论 发 展 为 一 个 被 认可 
的 数学 新 领域 . 尽管 Konig 被 有 些 数学 家 瞧不起 , (BAAR, 深信 图 论 的 未 来 . 
在 其 关于 图 论 的 讲座 中 , Konig 经 常 以 下 面 的话 作 为 开场 归 : 

图 论 是 数学 学 科 最 有 趣 的 分 支 之 一 . 

1936 年 , König 在 莱比锡 出 版 了 专著 《有 限 图 与 无 限 图 理论 》( 这 是 第 一 本 关于 
图 论 主题 的 专著 ), 尽 Oswald Veblen 已 经 在 他 的 专 苦 《位 置 分 析 》( 第 一 本 关于 拓 
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扑 学 的 专著 ) 中 对 图 论 有 所 讨论 . 二 年 磨 一 剑 , Konig 倾注 心血 写成 这 本 书 . 这 本 书 
也 的 确 唤起 了 许多 青年 数学 家 对 图 论 的 兴趣 , 尽管 这 本 书 的 真正 影响 产生 在 二 战 以 
后 . 1944 年 , 当 匈 牙 利 被 纳粹 占领 后 , König 尽力 去 帮 有 动 那些 受 人 迫害 的 数学 家 . 1944 
年 10 月 19 H, König HŽ, Wit iid E. 1950 年 , Konig 的 专著 在 美国 被 重印 . 在 
20 多 年 的 时 间 里 , Konig 的 这 本 专著 是 图 论 仅 有 的 著作 . 直到 1958 年 Claude Berge 
的 专著 《无 限 图 理论 及 其 应 用 》 的 出 版 , 这 一 局 面 才 被 打破 . 

Claude Berge 出 生 于 1926 年 6 月 5 日 , 他 独 目 一 人 在 法 国 各 地 传播 图 论 一 词 . 
尽管 有 Konig HP, 但 是 在 20 世纪 50 年 代 之 前 , 许多 数学 家 并 不 重视 组 合 学 和 图 
论 . 大 多 数 法 国 数学 家 都 试图 抵制 图 论 这 一 术语 , 而 代 之 以 “网 络 ” 一 词 . 然而 正 是 
由 于 Berge 的 努力 , 这 一 切 才 得 以 改变 . 

在 Berge 开始 了 解 图 论 时 , 这 个 学 科 在 法 国 还 是 空白 , Berge 的 初衷 是 想 了 解 这 
个 新 领域 的 一 些 基 本 东西 . 起 初 , 他 研究 图 论 只 是 为 了 目 己 , 但 后 来 在 1958 年 他 出 
版 了 图 论 专 闭 (合作 者 在 后 面 将 介绍 ). 他 发 现 这 门 学 科 很 有 趣 , 也 有 活力 , FAA 
很 大 的 应 用 价值 . 当然 , Berge 推广 图 论 的 对 象 不 仅仅 是 法 国人 , 他 还 四 处 奔波 , 做 
图 论 的 演讲 和 讲座 . Berge 的 许多 成 果 被 翻译 成 其 他 语言 . 1993 Æ, Berge 获得 由 组 
合 数 学 及 其 应 用 研究 所 颁发 的 Euler XH. 

Berge 在 数学 的 其 他 领域 也 作出 了 贡献 , 包括 博 奔 论 和 折 扑 学 . 他 引入 了 Nash 
均衡 之 外 的 另 一 种 均衡 系统 , 称 之 为 Berge 均衡 . Nash 均衡 取 名 于 John Nash, 他 
的 生活 被 改编 成 一 部 电影 《美丽 心灵 》, 该 片 获得 2002 年 奥斯卡 金 像 奖 . Berge 还 
创造 了 起 图 这 一 术语 . 

除了 数学 , Berge 在 其 他 方面 也 有 很 广泛 的 兴趣 . 他 对 中 国 的 手工 艺 品 特别 感 
兴趣 , 是 一 位 象棋 高 手 而 旦 很 吝 欢 写作 . 1994 年 , 他 创作 了 一 部 数学 悬疑 小 说 《 谁 
杀害 了 Densmore 公 胖 ?》 在 这 部 小 说 中 , 侦探 在 调查 案情 时 用 图 论 的 方法 (准确 地 说 
是 区 间 图 , 本 书 没 有 讨论 ) Rih TRAKE. Berge 于 2002 Æ 6 H 30 HÆ. 

另 一 部 关于 图 论 的 书籍 《图 理论 》 是 由 美国 数学 学 会 于 1962 年 出 版 的 , HE Berge 
的 书 迟 四 年 . 它 的 作者 Oystein Ore ( 音 为 Austin OR-ah) 于 1899 年 出 生 于 挪威 的 
奥斯陆 . Ore 进入 奥斯陆 大 学 学 习 , 于 1922 年 毕业 , 他 于 1924 年 获得 博士 学 位 . 目 
那 以 后 , 他 在 巴黎 和 杰 廷 根来 了 很 长 时 间 , 后 来 又 回 到 奥斯陆 大 学 . 1927 年 , Ore 来 
到 美国 , 并 成 为 耶鲁 大 学 的 一 名 数学 教授 . 他 一 生 写 了 一 百 多 篇 文章 和 大 干 本 书 . 

在 开始 研究 图 论 之 前 , Ore 就 已 经 在 代数 与 数论 研究 方面 享有 名 气 . Ore AA 
CL 1962 年 出 版 的 书 把 图 论 推 广 到 许多 英语 国家 . 对 于 Euler PR CMe lal 
RA, Ore 曾经 这 样 说 : 

图 论 是 少数 几 个 能 确切 知道 其 诞 展 的 数学 领域 之 一 . 

Ore 于 1968 年 夏天 去 世 , 在 此 之 前 的 几 个 月 , Ore 还 出 席 了 在 西 密 软 根 大 学 举 
行 的 首届 图 论 会 议 (每 四 年 一 次 , 已 办 十 届 ), 并 作 了 大 会 发 言 . 
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1959 年 到 1969 年 期 间 , 出 版 了 图 论 的 一 些 特殊 专题 以 及 图 论 应 用 的 书 , 但 是 
在 1970 年 之 前 出 版 的 具有 影响 力 的 关于 图 理论 的 书 仅 有 两 本 , 而 且 都 是 1969 年 出 
版 的 . 一 本 是 Alexander. A. Zykov 著 的 《有 限 图 理论 》, 该 专著 对 俄罗斯 的 图 论 发 
展 产 生 了 最 重要 的 影响 . 1922 年 Zykov 出 生 于 基辅 . 1943 年 到 1944 年 期 间 , Zykov 
开始 接触 图 论 , 当时 他 是 高 尔 基 州 立 大 学 的 一 名 学 生 . 在 1959 年 至 1969 年 期 间 ， 
Zykov 采 在 新 西 们 利 亚 , 期 间 在 苏联 科学 院 的 西 介 利 亚 分 部 的 数学 研究 所 组 织 了 一 
个 图 论 研 讨 会 . A 1969 年 , Zykov 在 马克 兰 的 元 德 陀 州 立 工 业 大 学 工作 , 组 织 过 离 
Ba BERS) 研讨 会 , 

另 一 本 是 F. Harary SHA. Harary 于 1921 年 3 月 11 日 出 生 在 纽约 市 . 他 
于 1948 年 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 获 得 博士 学 位 . 后 来 Harary 来 到 密歇根 大 学 , 获 
得 教员 职位 , 一 直 工 作 到 1986 年 . 此 后 , 他 一 直 是 新 墨西哥 州立 大 学 的 一 名 教员 . 

FER ORK, Harary 与 社会 心理 学 家 在 一 起 工作 , 但 他 还 是 独立 地 研究 图 论 . 
Harary 花费 了 大 量 的 时 间 周 游 世 界 并 作 图 论 方面 的 演讲 ， 癌 世界 各 地 的 数学 家 们 
介绍 这 门 学 科 . 用 这 种 方式 , 他 获得 众多 的 合作 者 , 因此 他 在 这 个 学 科 的 各 个 方面 共 
发 表 论 文 几 百 篇 ，Harary 以 他 的 特有 的 明晰 的 写作 方式 以 及 对 这 个 学 科 的 热情 而 
为 众人 所 熟知 , 被 誉 为 图 论 大 使 . 

就 个 人 生活 而 言 ，Harary 十 分 喜爱 民间 舞蹈 和 古典 音 乐 . 此 外 , 他 经 和 常 把 曾经 
作 过 演讲 的 城市 和 大 学 , 出 版 过 他 论文 的 杂志 , 以 及 和 他 合作 过 的 同事 的 趣闻 轶 事 
编纂 成 肌 . 

一 次 ，Alexander Zykov 送 给 Frank Harary 一 个 有 三 张 狮子 照片 的 相框 , 即 为 
(1) REA, (2) BED, (3) MI, 以 此 来 分 别 代 表 (1) 图 论 的 过 去 ,(2) 图 论 的 现在 , (3) 图 
论 的 未 来 . 尽管 这 是 一 个 很 滑稽 的 礼物 , 但 Zykov 指出 , 如 果 把 “1936 之 前 ”定义 为 
图 论 的 “过 去 ”, 把 “1936 年 至 1970 年 ” 定义 为 图 论 的 “现在 ”, 并 把 “1970 DAR” E 
义 为 图 论 的 “未 来 ", 那么 有 大 量 事实 来 支持 图 论 的 这 种 比拟 . 

William T. Tutte (1917—2002), 一 位 对 图 论 作 出 大 量 重要 贡献 的 数学 家 , 是 一 
(ABR. FRAR TT BARRA A, 他 很 喜欢 写 诗 , 常用 Blanche Descartes 这 一 笔名 .用 
Descartes 这 个 笔名 , 他 在 1969 年 写 了 一 篇 反映 图 论 的 许 “The Expanding Uni- 


curse”: 


哥 尼 斯 堡 的 一 些 市 民 ,， 
HD fw. 

hf ESHER AF, 

有 七 座 桥 相伴 . 

Euler, RAI — a KH vest” 
那些 市 民 在 召唤 . 

“我 们 在 这 七 座 桥 上 漫步 ， 
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经 过 每 坐 桥 仅 一 次 .” 
“你 们 做 不 到 ,”Euler 大 声 说 道 ， 
‘EE Re BL ALIX AF. 
岛屿 作为 顶点 ， 
oI AA FRA.” 
KF AM +E 21 Konig ht) H, 
图 论 的 传说 正 是 如 此 ， 
而 且 越 来 越 精 彩 ， 
ge 7 fs. 'E RAR Fo FS 
FE REE Ses 47 HS a aK A A BBS S ll ts Hd Frank Harary 和 Oystein Ore 
所 在 的 大 学 . 在 后 面 我 们 还 将 介绍 Wiliam Tutte. 
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7.1 强 有 加 图 


正如 我 们 在 6.1 和 所 见 ， 一 个 城镇 的 街道 体系 可 以 很 目 然 地 用 一 个 图 来 朱 述 . 
在 此 情形 下 , 顶点 代表 了 城镇 中 街道 的 交叉 口 , 边 代 表 了 交叉 口 之 间 的 街道 . 图 7.1 
列 出 了 两 个 城镇 A 和 B 的 街道 体系 以 及 为 它们 建立 模型 的 图 Ga 和 Gp. 


O EE ee [| CC | 
| | CC |] L 
| EE [一 
: 城镇 B 
GB 


图 7.1 城镇 与 它们 的 图 模型 


图 7.1 的 两 个 图 Ga 和 GB 都 具有 如 下 重要 性 质 : 它们 都 是 连通 的 . 这 也 就 意 
味 着 在 城镇 A 和 城镇 B 中 的 任意 两 个 位 置 之 间 都 可 以 走动 (当然 这 是 任意 一 个 城 
镇 所 期 望 具 有 的 特征 ). 图 GB 含有 一 条 制 边 , 但 G4 不 含 制 边 . 事实 上 , 这 可 能 是 如 
下 情形 : 在 城镇 B 中 , 对 应 于 Gs 中 割 边 的 街道 是 通过 桥 的 一 段 路 . 城镇 B 中 这 样 
的 街道 会 带 来 一 个 不 利 条 件 , BY, 在 必 须 封 财 这 条 街道 , 则 就 不 可 能 在 城镇 B 中 某 
些 位 置 之 间 走动 . 然而 , 在 城镇 A 中 却 没有 这 种 问题 ,在 城镇 A 中 , 即使 封闭 了 某 
条 街道 , 我 们 也 能 够 在 任何 两 个 街道 交叉 口 之 间 走 动 , 这 就 允许 我 们 在 该 城镇 中 做 
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些 别 的 事情 (我 们 即将 会 发 现 ). 在 继续 讨论 这 个 发 现 之 前 , 我 们 顺便 回顾 一 下 有 向 
图 的 概念 . 

如 前 文 所 述 , 有 向 图 D 是 由 非 空 有 限 集合 Y SRE EWR, 其 中 VV 中 元 素 称 
为 顶点 , E 中 元 素 为 不 同 顶点 的 有 序 对 , RAM MA AW. 如 果 有 加 图 D 具有 如 
下 性 质 : 对 于 D OSA, (u,v) 和 (wu) 中 至 多 有 一 个 是 D I, 则 称 D 
为 定向 图 . 定 癌 图 也 可 以 通过 对 图 G 的 每 条 边 指定 一 个 方 呵 ( 即 定 阿 ) 而 获得 . 所 
以 , 有 向 图 DD 也 可 以 称 为 是 G 的 一 个 定向 . 有 向 图 H 称 为 是 有 向 图 D 的 一 个 子 
有 向 图 (subdigraph), 如 果 V(H) CV(D), E(H) S E(D). 

有 向 图 D 称 为 是 对 称 的 (symmetric), 如 果 只 要 当 (u,v) 是 D 的 一 条 弧 , 那 
么 (v,u) 也 是 D 的 一 条 弧 . 由 于 研究 对 称 有 问 图 实质 上 与 研究 图 是 一 样 的 , 因此 我 
们 很 少 对 对 称 有 向 图 感 兴趣 . 

我 们 在 前 面 提 到 过 , Æ (u,v) BARMAN, M u 称 为 是 邻接 到 v, v 称 为 
是 邻接 自 u. 顶点 4 和 w 也 称 为 关联 于 弧 (u,v). 顶点 v 所 邻接 到 的 顶点 个 数 是 v 
的 出 度 , 记 为 odv; v 所 邻接 目的 顶点 个 数 是 v MAR, 记 为 idv. AA DTA 
出 度 和 是 D 的 边 数 , 同样 , 入 度 和 也 是 其 边 数 . 

定理 7.1 (有 向 图 理论 第 一 定理 ) 车 有 向 图 D 的 边 数 为 m, 且 V(D) = 
{v1,V2,°°°, Un}, AY 


Th Tt 
> od v; = 》 idu; = nm. 
i=1 


i=] 


设 D 为 一 个 有 疝 图 . EXTA i (1 <i<k—1), DD 的 顶点 序列 
W : u = ug, U1, UR =U =- (7.1) 


满足 wu; 邻接 到 Ui+1) 则 称 W 为 D 中 一 条 (有 向 的 ) u 一 2 $% FRI (Ui, Uit) 
(l<i<k-1) 称 为 在 W 上 或 属于 W. 链 上 弧 出 现 的 次 数 称 为 是 该 链 的 长 度 . 因此 ， 
(7.1) F W 的 长 度 为 k. 在 一 条 链 中 没有 重复 出 现 的 弧 , 则 称 该 链 为 一 条 (有 向 ) 
迹 ; 者 一 条 链 中 没有 重复 出 现 的 顶点 , 则 称 该 链 为 一 条 (有 向 ) R. TFR u-u 
链 来 说 , Au =v, 则 称 其 为 闭 的 ; 大 u Av, 则 称 其 为 开 的 . 称 长 度 至 少 为 2 的 闭 迹 
为 (有 向 ) 回路 ; 若 一 条 长 度 至 少 为 2 的 闭 链 除了 始点 和 终点 之 外 没有 重复 出 现 的 
顶点 , 则 称 其 为 (有 向 ) 图 . 因此 , 无 论 我 们 提 到 有 内 图 中 哪 种 类 型 的 链 , 都 意味 着 是 
有 向 链 , 换 句 话说 , 我 们 在 按照 箭头 所 指 的 方向 前 进 . 类 似 于 图 , 有 问 图 中 由 路 、 圈 、 
迹 或 回路 的 顶点 和 弧 构 成 的 有 了 问 子 图 , 也 用 同样 的 术语 , 即 , 仍 称 之 为 路 、 圈 、 迹 或 
回路 . 

为 了 说 明 这 些 概 念 , 考虑 图 7.2 中 的 有 向 图 D. 由 于 (tw) 和 (w,t) 都 是 D 的 
dh, 有 向 图 D ABER. 首先 , W :y,u,v,2,y,u,t 是 一 条 长 为 6 的 y -上 上 链 . 弧 
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(yw) JEW 中 出 现 了 两 次 , 所 以 W 不 是 迹 . 1E T: y,w,t,w,v 是 一 条 7 一， 迹 . 由 
于 顶点 也 在 全 中 重复 出 现 了 , 因而 它 不 是 路 .C : wv,t,w,t,44,v 是 回路 而 不 是 圈 : 
C":v,2,y,W,0 是 一 个 长 为 4 的 圈 . OC”: t,w,t 的 长 度 为 2. 


t w Y t w yY 
图 7.2 ”有 向 图 中 的 链 


有 向 图 的 基础 图 (underlying graph) h D 通过 除去 D PILA HA 
单 边 代 蔡 每 对 平行 边 所 获得 的 图 . 等 价 地 说 , 有 向 图 D 的 基础 图 是 通过 用 边 uv 来 
ANAS UM (u,v) KART (u,v), (v,u) 而 获得 . 因此 , 如 图 7.2 所 示 , 图 G 就 是 有 向 图 D 
的 基础 图 . 另外 , Æ D 是 图 G 的 一 个 定向 , 则 G 是 D 的 基础 图 . 

一 个 图 或 者 是 连通 的 , 或 者 不 是 , 而 对 于 有 向 图 来 说 , 却 有 另外 一 种 情形 . 有 向 
图 D 称 为 是 连通 的 (或 者 弱 连 通 的 (weakly connected)), 如 果 D 的 基础 图 是 连 
通 的 . 例如 , 图 7.2 中 有 向 图 D 是 连通 的 . AeA D PARA (strong) (或 者 强 
连通 的 (strongly connected)), 如 果 对 于 每 对 不 同 顶 点 u,v, D 都 含有 一 条 4 一 
路 和 一 条 vv 一 4 路 . 图 7.2 中 有 向 图 D 不 是 强 连通 的 , 因为 D 中 不 存在 z 一 y 路 . X 
mE, D 中 不 存在 从 2 到 其 他 任何 顶点 的 路 . 

在 图 中 可 以 定义 距离 , 在 有 癌 图 中 我 们 也 可 以 定义 距离 . iu Al v 是 有 向 图 DD 
的 顶点 . 有 向 距离 (directed distance), 或 更 具体 地 , 从 u 到 wv 的 距离 du, EN 
为 DD 中 一 条 最 短 u 一 v 路 的 长 度 . 一 条 长 度 为 d(w,v) 的 4 一 v BRA uv 
mses. 在 这 里 , 我 们 再 次 强调 , 我 们 这 里 所 讨论 的 路 是 有 向 路 . 为 了 对 D 中 每 对 
顶点 u,v 能够 定义 d(u,v), 有 向 图 D 必须 是 强 连 通 的 . 

a D eR AAA, 则 D 的 每 个 顶点 必然 有 正 的 出 度 和 入 度 . 这 仅仅 是 有 
问 图 为 强 连通 的 一 个 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 . 例如 , 图 7.3 中 有 向 图 D 的 每 个 
顶点 都 有 正 的 出 度 和 入 度 , 但 不 存在 入 一 x 路 . 


É D< 
图 7.3 一 个 非 强 连通 的 有 问 图 


有 问 图 D 中 每 条 4 一 v 路 都 是 u — v BE, 但 我 们 知道 这 个 命题 的 道 却 是 不 正确 
的 . 换 句 话说 , D 中 一 条 4 一 v 链 的 存在 性 暗示 着 D 中 存在 一 条 ww 一 v 路 . 如 下 定理 
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的 陈述 和 证 明 与 定理 1.6 关于 无 回 图 的 对 应 结果 非常 相似 . 
”定理 7.2 BAMA DD 含有 一 条 长 度 为 《的 以 一 v 链 , 则 DD 含有 一 条 长 度 至 
多 为 《的 4 一 v 路 . 

证 ”|[ 反 证 法 | 设 W 为 D 的 所 有 4 一 v 链 中 长 度 最 小 的 链 . 假设 W : = 
uo,U1,… ,Uk =v. WA KR < 0. ALA uo, ui, ,ug 是 不 相同 的 , 则 W 是 一 条 
u—v 路, 定理 得 证 ; 否则 , 则 存在 顶点 wi 与 wj, WE u = u, HP l<i<g<k. 
如 果 从 W PHE uiti, Wit2,… u 那么 可 以 得 到 一 条 4 一 v 链 

W’ : u = uo, Uy Ui, Ujtl, Uj, tta Uk = V. 


W' 的 长 度 小 于 k, 得 到 了 矛盾. 因此 , W 是 一 条 长 度 为 kL 的 wu 一 v 路 . n 


下 面 结论 给 出 了 有 疝 图 是 强 连通 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 7.3 有 向 图 DD 是 强 连 通 的 当 且 仅 当 DD 含有 一 条 闭 生 成 链 . 

证 ERIEK] AAT AAR AY AREY, 所 以 我 们 可 以 假设 D 是 非 平 
凡 的 . 首先 , 设 有 向 图 D 包含 一 条 闭 生 成 链 W : w= w, w, We =w. Wu, v H 
D 的 两 个 不 同 顶 点 , 则 存在 整数 i 与 7 (0 <i <k), EI u = wi, v = wj. 假设 
i< j, UW’ : u = wi, wii, ;Wj 二 2 是 一 条 4 一 V0 BR, W” :9 = Wy, Wjpi ,Wk = 
wo, wi, Wi = u 是 一 条 v — u HE. 根据 定理 7.2, D 同时 含有 一 条 4w 一 v 路 和 一 条 
v— u Pg. | 

现在 来 证 明 必 要 性 . 设 D FESR EAA, FFL V(D) = {v1,v2,'… ,vn}. 由 
于 D 是 强 连 通 的 , 所 以 对 于 11= 1,2,…,n 一 1, D RGA vi — vipi BH Pi. 8 Pn 
为 一 条 vn — 1 HH. TF <icn—-1, KP! 是 通过 删 去 P 的 最 后 一 个 顶点 所 获 
得 的 路 ， 则 

W : P!, Pl,- Pl, Pn 
Æ D 中 一 条 闭 生成 链 . m 


由 定理 7.3 可 知 , AA RAE A Ty RERE. 我 们 对 如 下 一 类 
生成 回路 感 兴趣 .，( 强 连通 ) 有 问 图 DD 的 一 条 Euler 回路 (Eulerian circuit) 是 指 
一 条 包含 D 的 每 条 弧 的 回路 ，Euler 有 向 图 (Eulerian digraph) 是 指 含 有 Euler 
BRO BBE. 图 7.4 FEAR D 是 Euler B], C: u,v, w, y, z, £, y, z, w, u 是 一 
条 Euler 回路 . 

正如 Euler 图 很 容易 刻画 一 样 , Euler 有 回 图 也 很 容易 刻画 . 实际 上 ,下面 定理 
的 证 明 类 似 于 刻画 Euler 图 (定理 6.1) 的 证 明 . 

定理 7.4 非 平凡 连通 有 向 图 D 是 Euler 的 当 且 仅 当 对 于 D 的 每 个 顶点 v, 均 
有 odv = idv. 

证 [直接 证 法 , 反 证 法 ] 设 D 为 Euler 有 问 图 , 那么 DD 含有 一 个 Euler E C. 
设 v 为 C 的 一 个 顶点 . 首先 , 假设 v 不 是 C 的 起 始点 (所 以 v 也 不 是 终点 ). 只 要 v 
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图 7.4 一 个 Euler 有 问 图 


在 C 上 出 现 , 那么 就 存在 一 条 骂 进 入 v, 男 一 条 弧 离开 v 这 就 为 v ARER BE 
分 别 贡献 了 1. Av 在 C 上 出 现 了 天 次 , 则 odv = idv =k. RK, Av 为 C 的 起 
始点 , 则 存在 一 条 弧 离 开 v, C 的 最 后 一 条 弧 进 入 vv FEC ERRERA v 
的 入 度 和 出 度 贡 献 了 1, 因此 , odv = idv. 

现在 来 证 明定 理 的 逆 , 设 D 为 满足 下 面 性 质 的 非 平 几 连 通 有 癌 图 , BY, 对 DD 的 
每 个 顶点 v 都 有 odv = idv. 对 于 D 的 顶点 u, 设 工 为 一 条 以 4 为 起 点 的 最 长 迹 . 
Et T ZR u-v 迹 . KERE uvv ÆT EBAT kK, AP kl MAT 
SAA k ZILGEA v, k-11 HIBS v. 然而 , 由 于 odv = idv, 所 以 还 存在 一 条 离开 
v 的 上 且 不 属于 工 的 弧 . 这 就 意味 着 工 可 以 延伸 为 一 条 以 为 起 点 的 更 长 的 迹 , 导致 
矛盾. 因此 , u =v, T X D 中 一 条 回路 C. 故 D 含有 回路 , 且 可 设 C 为 D 中 最 长 
的 回路 . 

我 们 断言 CEA D 的 所 有 弧 , 因而 C 是 一 条 Euler 回路 . 假设 C RAER 
D 的 所 有 绝 . 由 于 D 是 连通 的 , 所 以 C 上 存在 一 个 顶点 w, w 与 C 之 外 的 一 条 绝 
关联 . 设 D = D- EC) 为 DD 的 由 不 属于 C 的 弧 所 构成 的 生成 子 有 癌 图 . 对 于 
C 上 每 个 顶点 v, odpv = idpv, odev = idcv, 所 以 对 于 D' 的 每 个 顶点 v, 均 有 
odp v 二 idp'v. KT’ AD PW w 为 起 始点 的 最 长 迹 ， 由 上 面 的 证 明 可 知 , T 为 
D 中 的 一 条 回路 C. 如 果 我 们 把 C 与 C 在 w 处 连接 起 来 , 则 我 们 得 到 D 中 一 条 
回路 C”, C” E C 含有 更 多 的 跌 , 导致 矛盾 . 因此 , C 是 一 条 Euler 回路 . 加 


我 们 在 前 面 提 到 : 在 城镇 A (图 7.1) 中 , 封闭 任 一 条 街道 , 仍然 可 以 在 任意 两 个 
街道 交叉 口 之 间 走 动 ; 而 在 城镇 B 中 , 情形 却 不 是 这 样 的 , 因为 模拟 该 城镇 街道 系 
统 的 图 Ge 中 存在 了 一 条 制 边 . 我 们 也 提 到 : 城镇 A 的 这 种 特性 允许 我 们 在 其 中 
做 些 其 他 事情 . 假设 城镇 A 的 镇 委员 们 用 他 们 无 穷 的 智慧 作 了 如 下 的 决策 : 把 所 
有 的 街道 都 改造 成 单行 道 会 更 方便 (无 论 什 么 原因 ). 这 样 做 可 行 吗 ? 这 个 问题 的 回 
答 是 肯定 的 , 但 这 并 不 是 所 要 提 的 问题 , 更 明确 的 问题 应 该 是 : 把 城镇 A 中 所 有 街 
道 改 造成 单行 道 , 以 至 于 在 改造 之 后 , 在 城镇 A 中 能 够 从 任何 一 个 地 方 驱车 到 任何 
其 他 地 方 , 这 样 能 够 改造 成 功 吗 ? 这 个 问题 的 答案 也 是 肯定 的 . 图 7.5 列 出 了 实现 
这 种 改造 的 一 种 方法 . 图 7.5 中 有 向 图 Da 模拟 了 这 种 新 的 街道 系统 . 你 可 能 已 经 
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注意 到 , 我 们 刚刚 所 提 的 问题 能 够 重 述 为 : 存在 图 7.1 中 图 G4 的 一 个 强 连 通 的 定 


向 吗 ? 当然 , 我 们 现在 知道 了 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 更 一 般 的 问题 是 : 哪些 图 
具有 强 连 通 的 定向 ? 图 7.1 中 图 G4 和 GB 为 我 们 提供 了 线索 . 


Da 





具有 单行 道 的 城镇 A 


图 7.5 ”单行 道 系统 的 一 个 有 向 图 模型 


定理 7.5 ” 非 平凡 连通 图 G 有 一 个 强 连通 的 定向 当 且 仅 当 G RARA. 

证 | (GHEY, 反 证 法 ] 首先 假设 非 平 凡 连 通 图 G 含有 一 条 割 边 e = wv. 设 
D 为 G 的 任意 一 个 定向 . W (u,v) 或 者 (vu) 为 D W-AM, 不 妨 设 (u,v) WD 
的 一 条 弧 . DD 必然 含有 一 条 4 一 v 路 . 我 们 断言 D 中 不 存在 v 一 4 路 . ADES 
一 条 一己 路 P, 则 PP 可 以 被 认为 是 G Pg o-u P, RE P AAE w. ÆG 
中 , P 与 边 uv 就 构成 了 一 个 含有 边 。 ME, 与 e 为 割 边 相 矛盾 . 因此 , 正如 我 们 所 
BAY, DD 不 含 v 一 4 路, 所 以 D 不 是 强 连 通 的 . 

反 过 来 , 设 G 是 一 个 不 含 割 边 的 连通 图 . 我 们 来 证 明 G 具有 一 个 强 连 通 的 定 
向 . 由 于 G REHA, 所 以 G 含有 图 C. 如 果 我 们 通过 给 C 的 边 指定 方 同 来 获得 
一 个 有 向 圈 C, 那么 对 于 C 上 的 每 对 顶点 x 和 y, C 上 都 存在 一 条 z 一 y 路 与 一 
条 yy 一 zx 路 . 因此 , 可 以 通过 给 G 的 某 些 边 指定 方向 来 获得 有 向 图 D’, 以 至 于 在 获 
得 D 之 后 , 存在 D 的 顶点 集合 U, 使 得 对 于 OU 中 每 对 顶点 x 和 y, D’' 同时 存在 一 
条 zx 一 y 路 与 一 条 yy 一 zx 路 . 车 G 的 一 条 边 连 接 了 U 中 两 个 顶点 , 但 该 边 还 没有 被 
定向 , 则 我 们 可 以 对 它 任 意 指 定 一 个 方向 , 并 能 够 得 到 相同 的 结论 . 

根据 上 面 的 做 法 , 存在 一 个 由 G 中 顶点 构成 的 且 具 有 最 大 基数 的 集 从 9, 以 及 
连接 S 中 顶点 的 (G 的 ) 边 的 一 个 定向 D, 使 得 对 5S 中 每 对 不 同 顶点 zz 和 yy,D 中 
都 存在 一 条 z 一 yy 路 和 一 条 y 一 z 路 . 4S = V(G), 则 证 明 完 成 . 假设 S A V(G). 
由 于 G 是 连通 的 , 所 以 必 存 在 一 个 顶点 ucs 与 一 个 顶点 vg s, 使 得 wv e EG). 
因为 UV 不 是 割 边 ， 所 以 UV 属于 一 个 图 

C" :UV 一 Wo Us = U. 


显然 , ve sS, E u 可 能 不 是 C" 上 v 之 后 的 属于 5 的 第 一 个 顶点 . Kw = vi (t< s) 
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为 第 一 个 这 样 的 顶点 . 对 边 UU, VU2,°°° , Ut-1Ut 的 定 HJA: (u, v), (v, v2), mes (ve—1, Ut) 
(OLE) 7.6), 设 P 为 所 产生 的 (有 问 ) v-v 路 . 若 其 他 任何 一 边 连 接 T= {v1,v2,…， 
vt-1} 中 一 个 顶点 与 SUT 中 一 个 顶点 , 则 对 该 边 任 意 指 定 方向 . 设 OD! 为 所 得 到 的 
有 回 图 . 





图 7.6 ”构造 一 个 强 连 通 的 定向 


不 难 发 现 , 对 于 SUT 中 每 对 顶点 x,y, D) 中 都 存在 一 条 x 一 y 路 与 一 条 y 一 z 
路 . 35S 具有 最 大 基数 且 满 足 如 下 性 质 相 矛 盾 , 即 对 于 G 的 定向 中 的 每 对 顶点 
£, y E 5 部 存在 一 条 XY 一 y 路 与 一 条 yy 一 zx 路 . 


我 们 在 第 五 章 中 提 到 过 , 如 果 图 G 是 一 个 不 含 制 边 的 非 平凡 连通 图 , 则 G 是 2 
边 连 通 的 . 因此 , 定理 7.5 可 按 重新 表述 如 下 : 

非 笠 凡 连 通 图 G 具有 一 个 强 连 通 的 定向 当 且 仅 当 G 是 2 边 连 通 的 . 

定理 7.5 归功 于 Herbert E. Robbins (1915—2001). 这 个 定理 是 出 现在 一 篇 题 
为 4 theorem on graphs, with an application to a problem of traffic control ie 3c 
的 , 该 文 于 1939 EAR REZ ER American Mathematical Monthly (美国 数学 月 刊 ) 上 
这 是 他 在 Hassler Whitney 的 指导 下 ， 从 哈佛 大 学 获得 拓扑 学 方面 的 博士 学 位 仅仅 
一 年 之 后 的 工作 . 这 篇 文章 只 是 Robbins 所 发 表 的 第 二 篇 论文 , 但 却 给 人 们 留 下 了 
长 远 而 深刻 的 印象 . Robbins 于 1939 年 (当时 他 24 岁 ) 开始 与 Richard Courant 一 
起 编著 杰作 《什么 是 数学 ?》 一 书 ，Robbins 认为 该 著作 所 含 文学 上 的 东西 多 于 自 
然 科 学 上 的 . TRS, Robbins 开始 对 统计 分 析 感 兴趣 并 投入 到 该 方面 的 研究 中 
去 , 并 作出 了 重要 的 贡献 . 他 在 哥伦比亚 大 学 做 了 多 年 的 数理 统计 学 教授 . 1958 年 ， 
Robbins 开始 指导 一 名 叫 Herbert Wilf 的 博士 生 . Wilf 在 组 合 数 学 和 图 论 方面 做 出 
了 重要 贡献 并 于 2002 年 获得 了 组 合 数学 及 其 应 用 研究 所 颁发 的 Euler 奖章 . 


习题 


7.1 (a) 证 明 , 若 万 是 一 个 4 阶 定向 图 , 使 得 对 于 DD 的 每 个 顶点 v, D 一 v 是 强 连 通 的 , 则 
D 是 强 连 通 的 . 
(b) 证 明 : 不 存在 具有 如 下 性 质 的 4 阶 定向 图 , 使 得 对 于 D 的 每 个 顶点 v, D-v 是 
强 连 通 的 . 
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7.2 WH: 图 G 有 一 个 Euler €m HI G 是 Euler 的 . 
7.3 WEAR: 通过 对 图 7.7 中 图 Gi Al Go 的 每 条 边 指定 某 种 方向 , 可 使 得 定 问 后 的 有 问 图 
都 是 强 连通 的 . 


SY: G 


图 7.7 习题 7.3 的 图 


7.4 ”有 向 图 D 的 逆 (converse) D 是 通过 把 D 的 每 条 骂 的 方向 反 向 而 得 到 的 . 证 明 : 有 
向 图 D 是 强 连通 的 当 且 仅 当 它 的 逆 万 是 强 连通 的 . 

7.5 ESA: 非 平凡 有 向 图 D 是 强 连 通 的 当 且 仅 当 对 于 ( 的) 基础 图 G 的 每 个 边 割 5 (分 
割 V(G 一 5) 为 两 个 集合 A5 B), D 中 存在 一 条 从 4 指向 B 的 弧 和 一 条 从 B 指向 
A HIR. 

76 “存在 具有 如 下 性 质 的 非 平 凡 有 向 图 D? 使 得 中 不 存在 两 个 顶点 具有 相同 的 出 
度 , 但 任意 两 个 顶点 都 具有 相同 的 入 度 . 并 给 予 解释 . 


7.2 竞 赛 


很 难 弄 清楚 苋 赛 有 多 久 的 历史 了 . 个 体 之 间 有 比赛 (网 球 、 国 际 象棋 、 桥 牌 和 
马术 ), 团队 之 间 也 有 比赛 (足球 、 篮 球 和 棒球 ), 其 至 如 马 殉 : 吐 温 在 幽默 小 说 证 拉 
韦 拉 斯 县 驰名 的 跳 蛙 中 所 描写 的 Dan’l Webster, 青蛙 之 间 也 有 比赛 . 在 一 些 比赛 
”中 , 两 个 个 体 或 者 两 个 团队 之 间 仅 有 一 次 对 抗 , 对 抗 中 的 获胜 者 决定 着 比赛 的 结果 . 
TEA EE (通常 称 为 竞赛 ) 当中 , 会 有 许多 个 体 (或 团队 ) 参与 , 并 按 一 定 规则 来 
确定 谁 与 谁 对 抗 . 一 次 对 抗 的 失利 会 导致 失败 的 个 体 或 团队 被 淘汰 , 而 竞赛 仍 会 在 
初赛 中 获胜 者 之 间 进 行 下 去 . 还 有 一 些 况 赛 是 “ 双 淘 汰 制 ” 的 , 其 中 参赛 选手 或 团队 
可 以 失败 一 次 , 但 在 第 二 次 失败 的 时 候 必 须 被 淘汰 . 

Fy PS Re “PRE, 其 中 每 文 队伍 都 会 与 其 他 队伍 进行 一 次 觉 赛 , 部 赛 的 
结果 是 在 所 有 竞赛 都 结束 以 后 决定 的 . 例如 , 假设 有 8 文 队伍 (用 1, 2, ---, 8 HER 
AS) 参与 循环 赛 , 则 每 支队 伍 都 要 与 其 他 7 支队 伍 比 赛 一 次 . 第 一 轮 有 4 场 比赛 , 每 
场 都 有 两 支队 伍 参 与 . 这 个 循环 赛 共 有 7 轮 比赛 . 图 7.8 列 出 了 赛程 表 . 如 果 只 有 
7 文 队伍 参赛 , 那么 在 任 一 轮 比 赛 中 , 只 能 进行 三 场 比 赛 , 其 中 有 一 支队 伍 没 有 比赛 
(这 文 队伍 会 得 到 一 个 写 有 “bye” 的 牌子 ). 在 这 种 情况 下 , 我 们 在 图 7.8 中 用 “bye” 
来 奉 代 每 次 出 现 的 8. 我 们 将 在 8.2 节 中 讨论 如 何 构 所 赛程 表 . 

VS SE REAR BRAS Ra, 称 为 竞赛 图 . 竞赛 图 (tournament) 是 
完全 图 的 一 个 定 问 . 因此 , 竞赛 图 可 以 定义 为 一 类 有 问 图 , 使 得 对 于 每 对 不 同 的 顶 






第 1 轮 | 第 2 轮 | 第 3 轮 | 第 4 轮 | 第 5 轮 
1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 1-7 1-8 
3-4 2-8 2-6 2-3 2-7 2-5 2-4 
5-6 4-5 3-7 6-8 3-5 3-8 3-6 





7-8 6-7 5-8 4--7 4—8 4—6 5-7 





图 7.8 ”有 8 支队 伍 参 与 的 循环 赛 


点 u,v, (u,v) 和 (vwu) PRA REM. 竞赛 图 了 可 以 作为 循环 赛 的 图 模型 . 工 的 
顶点 为 循环 赛 中 的 参赛 队伍 , (wu) EI HAE u RE v. (平局 是 不 允许 的 .) 

如 前 文 所 述 , 两 个 有 向 图 DA D 是 同 构 的 ( 记 为 D S D'), 如 果 存 在 一 个 双 射 
9 :V(D) > V(D"), 使 得 (u,v) € E(D) SHARX (olu), o(v)) € B(D’). 映射 6 称 为 
是 一 个 同 构 . 1 阶 竞赛 图 只 有 一 个 ; 2 阶 竞赛 图 ( 同 构图 视 为 同一 个 图 ) 也 只 有 一 个 ; 
3 阶 郝 赛 图 有 两 个 ; 4 阶 竞赛 图 有 4 个 ; 5 阶 竞 赛 图 有 12 个 . 图 7.9 列 出 了 阶 等 于 或 
小 于 4 SESE. 根据 这 个 信息 , 当 得 知 存 在 超过 1540 LA 12 阶 的 竞赛 图 时 , 我 
们 一 定 会 感到 很 吃惊 . 


Ti © To O—>>—\|"_-O 13 ANNA Ta 


K 7.9 阶 至 多 为 4 的 竞赛 图 | 


se el T 称 为 是 可 迁 的 (transitive), 如 果 只 要 (u,v) 和 (v, w) 2 T UM, 则 
(u,w) 也 是 工 的 一 条 跌 . 图 7.9 P Ti, To, Ts, Ts 是 可 迁 的 . 事实 上 , 对 于 任意 一 个 正 
整数 n, 存在 唯一 的 n 阶 可 迁 竞赛 图 (在 同 构 意 义 下 ). aT Hh n WHILE, 
i 为 一 整数 (O<icn-1), 则 工 中 存在 一 个 顶点 vi 满足 ody; =i. MEARKE 
有 其 他 竞赛 图 所 没有 的 如 下 性 质 . 

定理 7.6 SKA TATEMSARAT FOO. 

证 ”|[ 友 证 法 , 直接 证 法 ] WT 是 一 个 可 迁 竞 赛 图 .假设 相反 , T SABC: 
U1,V2,°°*, Uk, U1. FF (v1, 02) 和 (vk, 0) WA T AM, 则 C 上 存在 v 邻接 到 ( 指 
E) 的 顶点 , 以 及 (指向 )vi 邻接 目的 顶点 . 因此 , 必定 存在 顶点 v (2 <i<k-1), W 
KE (v1, Vi) 与 (Vit1, V1) 均 是 T WIA. 因为 (v1, vi) 各 (Ui, Vi41) Fe HJ oe ae A YM, 
所 以 (v1, Vi41) ze T HJ — RIK, 导出 矛盾. 

现在 来 证 明 充 分 性 , 假设 竞赛 图 了 RS. (u,v) 与 (v,w) 为 了 的 两 条 弧 
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由 于 TNS, 故 (wu) 不 是 了 BM, 从 而 (u, w) 是 工 的 一 条 弧 , 因此 了 是 可 迁 
的 . 


正如 我 们 所 见 到 的 , WE T Æ n 阶 可 迁 竞赛 图 , 那么 工 有 唯一 的 出 度 为 n 一 1 
的 顶点 u, 当然 是 了 顶点 的 最 大 出 度 . 因此 , u 邻接 到 T 的 其 他 所 有 顶点 . 因而 , 对 
于 了 的 任 一 顶点 v, 有 d(u,v) < 1. 对 于 竞赛 图 (可 迁 的 , 或 者 不 可 迁 的 ) 的 任 一 具 
有 最 大 出 度 的 顶点 , 也 有 基本 相同 的 结论 . 

定理 7.7 车 久 是 竞赛 图 工 中 具有 最 大 出 度 的 顶点 , 则 对 于 人 的 任 一 顶点 v, 
d(u,v) < 2. 

证 ”|[ 反 证 法 | 假设 odu = k, FF v1, v2,---, un AT PRH u Bk PULA. 
若 了 没有 其 他 顶点 , 则 对 于 了 的 任 一 顶点 ww 有 d(u,v) <1. 

假设 工 有 一 些 邻 接 到 的 顶点 , 不 妨 设 为 wi, we,---,we (如 图 7.10 所 示 ). 由 
上 所 述 , d(w,vi) = 1 (1 < i < ). 我 们 来 证 明 : 对 于 每 个 顶点 wj (1 <5 <9, 均 有 
d(u,w;) = 2. 若菜 个 顶点 vi (1 < i < kh) 邻接 到 w, 则 必定 有 du, w) = 2. 另 一 方 
面 ， 在 并 不 是 前 面 这 种 情形 ， ny Wi 邻接 到 U1, U2,°°°, Uk. 由 于 Wj 也 邻接 到 u, 所 以 
odw; 2=k+1>k=odu, PAF JA. E 





图 7.10 “定理 7.7 证 明 中 的 一 步 


假设 我 们 有 一 组 队伍 参与 循环 赛 . 比赛 的 结果 可 以 用 竞赛 图 T (一 个 有 向 图 ) 
来 建立 模型 . 设 了 中 顶点 的 出 度 是 这 个 队伍 所 赢 的 比赛 场 数 . 设 4 是 赢得 比赛 场 
数 最 多 的 一 支队 伍 . 根据 定理 7.7, 如 果 B 是 其 他 的 任何 一 支队 伍 , 则 或 者 (1) 4 击 
IW B, 或 者 (2) B 击败 A, 但 是 4 击败 一 文 B 曾 人 负 于 的 队伍 . 
”“” 像 图 一 样 , 有 向 图 D 的 路 PRAE (D 的 )Hamilton 路 , 如 果 PEET DH 
所 有 顶点 . D 中 的 图 C 称 为 是 Hamilton W, 如 果 C 包含 了 D 的 所 有 顶点 . Æ DD 
含有 一 个 Hamilton 图 , 则 D 称 为 是 一 个 Hamilton 有 向 图 . 我 们 现在 叙述 每 个 竞 
赛 图 都 具有 的 一 个 性 质 , 该 性 质 是 由 László Rédei 最 初 发 现 的 . 

定理 7.8 每 个 竞赛 图 都 含有 一 条 Hamilton 路 . 

证 ”|[ 反 证 法 | ROP 是 竞赛 图 了 中 最 长 的 一 条 路 , 不 妨 设 P: v1, v2,---, vn. 如 
果 PEE THENIE, 则 已 是 一 条 Hamilton 路 . 假设 已 不 是 Hamilton 路 . A 
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此 ,了 中 存在 不 属于 己 的 项 点 交 (如 图 7.11 Bras). (ui) 与 (ve, v) 都 不 是 PM, 
否则 工 含有 一 条 长 度 超过 P 的 路 . 因此 , (01,0) 和 (wv) BT OU. 这 就 意味 着 ， 
必然 要 存在 一 个 顶点 vi; (1 Si ck —1), WE v 邻接 自 vi, 并 且 vii 邻接 自 v. 然 
而 , 已 :ov Ui, U, Vida, ,Vk 就 是 一 条 长 度 超 过 PP 的 路 , 导出 矛盾 . m 


图 7.11 定理 7.8 证 明 中 的 一 步 


由 定理 7.8 可 知 , 如 果 我 们 有 一 组 队伍 参与 循环 赛 , 则 这 些 队 伍 可 以 被 排序 , 不 
妨 排 为 Az, Ao, …… An, 使 得 队伍 Ar 战胜 Ao, 队伍 Ao 战胜 As, 等 等 . 这 并 不 意味 
A; 是 最 强 的 队伍 , An 是 最 纶 的 队伍 . 例如 , 在 如 图 7.12 所 示 的 3 MOREM 
图 工 , 在 这 3 支队 伍 之 间 并 没有 逻辑 顺序 . 比如 Ai, Ae, As; A2, As, Ar 以 及 As, 
41, 42 都 是 Hamilton 路 . 实际 上 , 仅仅 当 模 拟 结果 的 有 向 图 是 可 迁 的 时 候 , 这 些 队 
伍 之 间 才 有 一 个 比较 清楚 的 排序 . 


Ay 


i ZN, 
A3 Ag 


图 7.12 ŻA RHH] Hamilton 路 


如 果 T ee PAI SEA, WT 不 仅 含 有 Hamilton 路 , 根据 定理 7.6, T 
也 含有 图 . AT EY, 则 还 可 以 有 更 多 的 性 质 . 

定理 7.9 非 平 凡 强 连通 竞赛 图 的 每 个 顶点 都 属于 一 个 三 角形 . 

iE [BREUER] 设 v 是 非 平凡 的 强 连通 竞赛 图 了 中 一 个 顶点 . 由 于 了 是 强 连 
通 的 , 所 以 odv > 0, idv > 0. KRU Av 所 邻接 到 的 顶点 集合 , W 为 v 所 邻接 目的 
顶点 集合 (如 图 7.13 Bras). 因此 , U #0, W AO. 由 于 了 是 强 连通 的 , 所 以 对 于 每 
个 we W BFE uw BR. RP ue U Swe WW, 该 路 必然 包含 颖 (u, w), 
所 以 属于 二 角形 V, U, W, V. E 


每 个 竞赛 图 各 含有 一 条 Hamilton 路 , 但 并 不 是 每 个 竞赛 图 都 含有 Hamilton H. 
在 竞赛 图 了 含有 一 个 Hamilton 图 


C : U1, U2, 77, Un, UI, 
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yo 
E N 
À C ee DO" 
图 7.13 ”定理 7.9 证 明 中 的 一 步 


则 T 必然 是 强 连 通 的 . 为 了 说 明 这 点 , Rou Me AT ERAT AIT, 则 
u = v; v = v AP 1<i#j <n. WIE i<j, M P: uS tvi oa 
P: v= Uis VIF Un, V1, U2,°°°,U; =U 分 别 是 u—v 路 与 v— u 路 ， 因此 , T 5R 
连通 的 . 令 人 惊奇 的 是 , 这 个 绪论 的 逆 也 是 正确 的 . 

定理 7.10 非 平凡 竞赛 图 是 Hamilton 的 当 且 仅 当 了 是 强 连通 的 . 

证 ”| 有 反 证 法 ] 我 们 已 经 知道 , 每 个 Hamilton 竞赛 图 都 是 强 连 通 的 . 现在 来 证 
明 该 命题 的 道 . 假设 T 是 一 个 非 平 凡 的 强 连通 况 赛 图 , 因此 , T eae. ECN 
T 中 最 长 的 圈 . 若 CAET 的 所 有 顶点 , M C 是 一 个 Hamilton H. 假设 C 不 是 
Hamilton A, 不 妨 设 


C: Vis U2,°°*, Uk, Vl, 


其 中 3 和 <m. 若 工 含有 一 个 满足 如 下 条 件 的 顶点 v: v 邻接 到 C 的 某 个 顶点 , 同 
时 也 邻接 自 C 的 某 个 顶点 , W C 上 必然 存在 一 个 邻接 到 wv 的 顶点 vi 使 得 vin 邻 
接 目 v 在 这 种 情形 下 ， 
C' : U4, UV2 t, Ui, U, Vila" Uk, UI 

是 一 个 长 度 大 于 C 的 圈 , FATE. 因此 , T 中 每 个 不 属于 C 的 顶点 或 者 邻接 到 C 
的 每 个 顶点 , 或 者 邻接 目 C 的 每 个 顶点 . 由 于 人 是 强 连 通 的 , 每 种 类 型 的 顶点 必然 

设 U 是 由 了 中 满足 如 下 条 件 的 所 有 顶点 构成 , 这 些 顶 点 不 属于 C, 并 使 得 C 
的 每 个 顶点 都 邻接 到 U 的 每 个 顶点 . 设 W 是 由 了 中 满足 如 下 条 件 的 那些 顶点 构 
成 , 这 些 顶 点 不 属于 C, 并 使 得 W 的 每 个 顶点 都 邻接 目 C 的 每 个 顶点 (如 图 7.14 
所 示 ). W U #0, W FO. 


图 7.14 ”定理 7.10 证 明 中 的 一 步 


7.2 竞赛 图 153 


由 于 了 是 强 连 通 的 , 则 C 的 每 个 顶点 到 W 的 每 个 顶点 之 间 都 存在 一 条 路 . A 
AC 中 没有 顶点 邻接 到 W 的 任何 一 个 顶点 , 则 必然 存在 顶点 4 EU 邻接 到 顶点 
weWwW. 然而， 


i, 
CO v1, Vo UR, U, W, V1 


是 一 个 长 度 大 于 C 的 图 , FHT JE. = 


定理 7.10 要 归功 于 Paul Camion. Rédei 与 Camion 的 结论 是 竞赛 图 可 迁 性 方 
面 的 基础 定理 . 4 阶 强 连通 的 竞赛 图 荆 只 有 一 个 . 由 于 强 连 通 图 的 每 个 顶点 都 属于 
一 个 三 角形 , 则 工 中 存在 顶点 v, 使 得 荆 一 v 也 是 强 连 通 的 . 该 命题 对 于 每 个 阶 大 于 
4 的 强 连通 竞赛 图 来 说 , 也 是 正确 的 . 下 面 这 个 结论 的 证 明 与 前 面 结论 的 证 明 方 式 
相同 . 

定理 7.11 车 工 有 是 一 个 阶 为 n 之 4 的 强 连 通 的 竞赛 图 , 则 全 PRAIA v 
使 得 个 一 v 是 强 连通 竞赛 图 . 

证 [BRER] 由 于 该 结论 对 于 n = 4 的 情形 是 成 立 的 , 所 以 我 们 可 以 假设 
n> 5. 假设 定理 不 成 立 , 则 存在 一 个 阶 为 n > 5 的 强 连通 图 , 使 得 对 于 T 的 每 个 顶 
点 v, WAR T — v 部 不 是 强 连 通 的 . 根据 定理 7.10, 可 以 得 到 了 不 含 长 度 为 nn 一 1 
WE. 设 C 为 工 中 最 长 的 非 Hamilton H. 假设 

Č : V1, Vo, ,Uh, U1; 
其 中 3<k<n-2. 车 存在 一 个 不 属于 C 的 顶点 x, 且 使 得 z 邻接 到 C 的 一 些 顶 
点 , 也 邻接 目 C 的 一 些 顶 点 , WIC 上 存在 某 个 顶点 vi, 使 得 (vi, 2) 与 (x, vi) 均 为 
T WIL. 然而 
C” : V1, U2, "t, Vi, E, Vit, °°, Uk, V1 
是 一 个 长 度 为 十 1 的 圈 , 导出 矛盾 . 

这 意味 着 了 中 每 个 不 属于 C 的 顶点 或 者 邻接 到 C 的 所 有 顶点 , 或 者 邻接 自 C 
的 所 有 顶点 . 设 U Eh T 中 满足 如 下 条 件 的 所 有 顶点 构成 , 这 些 顶 点 不 属于 C, 并 
SHA C 的 所 有 顶点 . 设 W 是 由 工 中 满足 如 下 条 件 的 那些 顶点 构成 , 这 些 顶 点 不 
属于 C, 并 邻接 到 C 的 所 有 顶点 . MU AO, W AO (如 图 7.15 Bras). 


图 7.15 M 7.11 证 明 中 的 一 步 
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由 于 了 是 强 连通 的 , 所 以 存在 顶点 uw EU 与 we W, 使 得 (uw) 是 了 的 一 条 
OM. 然而 ， 
C”: V1, 22 Uk—1, U, W, VL 


ge PMR BEA k+1 的 圈 , SB. m 


作为 定理 7.11 的 一 个 推论 , 容易 发 现 : AFER k (3 < ksn), 每 个 阶 为 
n 之 3 的 强 连 通 竞 赛 图 都 含有 一 个 阶 为 上 的 诱导 强 连通 竞赛 图 . 
>) 
7.7 WEAR: 仅 有 一 个 阶 为 mm (3 < n < 5) 的 竞赛 图 T, ERT T AM (u,v), T 
T — (u,v) + (vu) 是 强 连通 的 . 
7.8 WRT n BERANE OR a BE 2, 则 z 为 多 少 ? 
7.9 证明: 竞赛 图 T 是 可 迁 的 当 且 仅 当 工 的 每 两 个 顶点 都 有 具有 不 同 的 出 度 . 
7.10 ”证 明 : 4 u 和 w 为 竟 赛 图 的 顶点 , H d(u,v) =k, W idu > k-i. 
7.11 ET R—-TPRA n 2 3 的 竞赛 图 其 中 V(T) = {v1,v2,---, un}. ERA: ATF 
L<ign—1, MA ody; > idv, M T REE. 
7.12 ”证 明 或 反驳 : | 
(a) 在 竞赛 图 T 的 每 个 顶点 都 属于 T 的 一 个 圈 , 则 T 是 强 连 通 的 . 
(b) 对 于 强 连 通兑 赛 图 全 的 每 对 顶点 u, v, 存在 一 条 Hamilton 路 4 一 v 或 者 Hamilton 
路 Uv — u. 
(c) Æ (u,v) 是 强 连通 竞赛 图 了 RIR, 则 (u,v) 属于 了 的 一 个 Hamilton H. 
713 u H o 是 竞赛 图 中 两 个 不 同 的 顶点 , A dlu, v) 5 d(v,u) 有 定义 . 证 明 : d(u,v) # 
d(v, u). 
7.14 (a) 证明: 者 有 奇数 文 队 伍 参 与 了 循环 赛 , 则 有 可 能 任何 两 文 队 伍 都 打 成 平 局 , 进而 
全 部 都 获得 第 一 名 . 
(b) 证 明 : ac (ha TIERA, 则 不 可 能 所 有 队伍 全 都 打 成 平 局 , 进而 都 
获得 第 一 名 . 
7.15 证明: 若是 一 个 阶 为 n > 3 的 强 连通 竞赛 图 , 则 对 于 任 一 整数 k 8k <n), T 
都 含有 一 个 长 度 为 HW. 


7.3 ”延伸 阅读 : AR 


在 2000 年 美国 总 统 选 举 期 间 ， George W. Bush 险胜 Al Gore. 虽然 Gore 获得 
的 普选 票 比 Bush 高 得 多 , 但 获胜 者 却 是 Bush, 因为 他 获得 的 选举 人 票数 高 于 Gore. 
在 某 些 具有 代表 性 的 年 份 中 , 许多 情形 的 决策 是 通过 投票 来 确定 的 . 不 论 是 选 
举 总 统 、 首 相 、 参 议员 、 地 方 长 官 、 市 长 , 还 是 学 生 委 员 会 的 代表 , 都 必须 通过 决策 
来 确定 哪些 人 来 担任 这 些 职 务 . 此 外 , 必须 制定 相应 程序 以 确定 如 何 决 策 . 这 个 问 
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题 看 起 来 很 简单 , 通过 选举 就 可 以 了 . 其 实 , 事情 并 非 其 表面 看 起 来 那么 简单 . 如 果 
某 个 职位 有 几 个 候选 人 , 那么 就 有 许多 方式 确定 谁 是 获胜 者 . 二 选 一 的 选举 应 该 会 
很 容易 , 一 般 来 说 事实 也 是 如 此 (甚至 对 于 2 个 以 上 的 总 统 候选 人 的 选举 ), 除去 前 
面 所 提 的 2000 年 美国 总 统 选 举 作为 一 个 例外 .当然 ， 在 众多 选择 中 作品 决 案 并 不 
仅 限于 政府 或 者 大 学 的 选举 . 

例 7.12 Al 和 他 的 妻子 Barbara 以 及 他 们 的 三 个 孩子 Cassie,， Donna, Edwin 为 
买 哪 一 种 汽车 进行 过 讨论, 并 统一 了 意见 , Bee AGM), ABH). RAR 
WCO. 丰田 (IT) 以 及 福特 (了 ) 这 些 品 牌 中 选择 一 个 . Al 和 Barbara 认 为 这 是 一 个 家 庭 
决策 , 每 个 家 庭 成 员 都 有 同等 的 决策 权利 . 

事实 上 , Al 的 选择 偏好 恰好 与 上 述 汽 车 的 列表 次 序 是 一 致 的 . 换 句 话说 , eS 
欢 通用 比 喜 欢 本 田 多 一 点 , 喜欢 本 田 比 喜欢 克莱斯勒 多 一 点 , 等 等 . Al 的 选择 以 图 
7.16 的 竞赛 图 给 出 . 例如 , 从 C 到 下 的 有 回 边 说 明 Al 喜欢 死 莱 斯 勒 比 喜 欢 福特 
多 一 点 . 图 7.16 的 竞赛 图 称 为 是 表示 Al 选择 偏好 的 互 比 竞赛 图 (tournament of 
paired comparisons), 它 反 映 了 Al 在 每 两 个 汽车 之 间 的 选择 偏好 . 


GM 


F H 
图 7.16 Al 的 互 比 竞赛 图 


图 7.17 给 出 了 家 庭 中 所 有 成 员 的 互 比 竞赛 图 . 正如 所 料 , 这 些 竞赛 图 都 是 可 迁 
的 . 例如 , 由 于 Barbara 喜欢 本 田 比 喜欢 福特 多 一 些 , 喜欢 福特 比 喜 欢 丰 田 多 一 些 ， 
我 们 可 以 认为 她 喜欢 本 田 比 喜欢 丰田 多 一 些 , 事实 上 , 她 的 偏好 确实 如 此 . 为 了 做 出 
买 哪 一 种 汽车 的 决定 , 图 7.18 给 出 了 整个 家 庭 的 单个 互 比 兖 赛 图 . 例如 , 三 个 孩子 
都 喜欢 福特 比 喜 欢 通用 多 些 , 父母 喜欢 通用 比 喜 欢 福 特 多 些 . 由 于 家 庭 中 大 多 数 成 
员 喜 欢 福特 比 喜 欢 通用 多 些 , 所 以 比 起 通用 来 , 该 家 庭 就 更 喜欢 福特 , 因此 ,从 FF 到 
GM 存在 一 条 弧 . 该 竞赛 图 中 的 其 他 所 有 弧 都 通过 这 种 方式 获得 的 . 现在 , 我 们 就 有 
了 全 部 的 信息 , 问题 是 : 应 该 买 哪 一 个 品牌 的 汽车 呢 ? 这 个 问题 看 起 来 不 容易 回答 . 
至 少 , 它 没有 一 个 明显 的 答案 . 问题 的 关键 在 于 , 尽管 图 7.17 中 每 个 竞赛 图 都 是 可 
迁 的 , 但 是 通过 这 5 个 竞赛 图 所 构造 的 (图 7.18 中 的 ) 竞赛 图 却 并 不 是 可 迁 的 .4 


我 们 再 来 看 一 个 例子 . 
例 7.13 假设 某所 大 学 正在 选举 学 生 会 主席 , 这 一 年 有 三 个 候选 人 人参 选 , 他 们 
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GM GM GM 
Al Barbara Cassie 
‘ee | H | D 
F H GM F H GM F H 
T C T C 


Donna Edwin 


图 7.17 5 位 家 庭 成 员 的 互 比 竞赛 图 


GM 


IR SE T C 


F H 
图 7.18 FARRER AP A ee ee 


x Atkins, Bennett, Chapman. 


为 了 让 所 有 学 生 都 参与 选举 , 要 求 每 个 学 生 痢 要 投票 , 即 在 下 面 列 表 中 选择 一 


个 . 
O OQO O O Q O 
Atkins Atkins Bennett Bennett Chapman Chapman 
Bennett Chapman Chapman Atkins Bennett Atkins 
Chapman Bennett Atkins Chapman Atkins Bennett 


例如 , 考虑 列表 的 第 三 列 , 它 意味 着 首选 人 是 Bennett (B), 其 次 是 Chapman 
(C), 最 后 是 Atkins (A). 不 妨 设 投票 已 进行 过 了 , 下 面 是 投票 的 结果 : 
100 500 75 425 50 350 
A A B B C © 
B C€ A C A B 
C B Cc A B A 


我 们 根据 这 些 信息 能 做 些 什么 呢 ? 首先 构造 一 个 竞赛 图 T, DA perdi tee A 
被 选择 的 优先 情况 . T 的 顶点 集 为 VY(T) = {A, B, C}. 我 们 首先 考虑 A B. 由 于 
100 + 500 + 50 = 650 个 学 生 选 择 A 的 优先 性 大 于 B, 75 + 425 + 350 = 850 个 学 生 
选择 B 的 优先 性 大 于 A, 所 以 我 们 可 以 清楚 地 看 到 B 的 优先 性 大 于 A, 因此 , 在 了 
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HERA H (B, A). 类 似 地 , 由 于 825 人 选择 C 的 优先 性 大 于 A, 675 人 选择 A 
的 优先 性 大 于 C, 所 以 (C, A) 为 工 中 一 条 有 疝 边 ; 由 于 900 人 选择 C 的 优先 性 大 
F B, 600 人 选择 B 的 优先 性 大 于 C, 所 以 (C, B) 为 了 中 一 条 有 向 边 . 图 7.19 列 出 


图 7.19 ”大 学 选举 的 互 比 竞赛 图 


观察 图 7.19 中 竞赛 图 T, 我 们 可 以 看 到 , 不 仅 Chapman 优先 于 其 他 两 个 候选 
A, m H. Bennett 与 Chapman 都 优先 于 Atkins. 另外 , 反映 这 种 优先 性 的 选票 数 是 
比较 突出 的 . 因此 , 决策 也 很 清楚 . 但 你 经 常见 到 这 种 方式 的 选举 决策 吗 ? 一 般 情 形 
F, 仅仅 计数 候选 人 作为 首选 人 的 选票 来 确定 谁 是 获胜 者 . 知 上 述 选 举 采 用 这 种 方 
A, 则 选举 的 结果 为 

A 600 # B 500 # C 400 # 

因此 , 获胜 者 是 Atkins. 另 一 方面 , 经 常 通过 预选 来 选择 两 位 得 票 最 高 的 候选 人 进 
入 普选 . 例如 , 在 上 述 的 选举 中 , Chapman 得 票 最 少 , 他 会 因 淘 汰 而 不 能 进入 下 一 轮 
普选 . 也 就 是 说 , 在 普选 中 , 将 是 Atkins 与 Bennett 相互 竞争 . 但 我 们 已 经 发 现 , 在 
这 两 个 候选 人 中 , Bennett 将 会 比 Atkins 赢得 更 多 的 选票 , 因而 可 以 很 轻松 地 取胜 . 
因此 , 通过 这 两 种 最 常见 的 方法 来 决定 一 个 选举 结果 , 获胜 的 候选 人 都 不 是 最 优 的 
候选 人 . 小 


习题 
7.16 ”下面 所 示 的 是 由 98 名 投票 者 为 三 位 候选 人 投票 的 选举 . 


选举 人 数目 ”第 一 选择 ”第 二 选择 ”第 三 选择 
18 


z 
QQOUnN>r > 
HOPAW 
>WPrawa 


(a) 若 作为 首选 的 某 个 候选 人 得 票 最 多 , 则 该 候选 人 为 获胜 者 , 问 该 选举 中 哪 -一 个 候 
选 人 获胜 ? 

b) 画 出 互 比 竞赛 图 , 并 说 明 你 是 如 何 画 这 三 条 驳 的 . 根据 这 个 竞赛 图 来 判断 谁 是 获 
胜 者 ? 
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7.17 今年 有 和 个 候选 人 来 竞选 基 个 地 方 大 学 的 学 生 会 主席 , 他 们 是 Archer (A), Benson 
(B), Chase (C), Dawkins (D). 每 个 学 生 都 要 给 4 个 候选 人 按照 优先 性 排序 , 然后 在 
24(4!) 个 序列 中 选择 一 个 . 总 共有 408 个 学 生 参 选 , 结果 如 下 : 


12 1 28 10 27 26/131 10 25 9 24 29 
A A A A A A B B B B B B 
B B C C D D A A C C D D 
C D B D B C C D A D A C 
D C D B C B D C D A C A 
lo 9 22 12 21 20/11 8 21 7 2 25 
C C C C C C D D D D D D 
A A B B D D A A B B C C 
B D A D A B B C A C A B 
D B D A B A C B C A B A 


问 ， 谁 赢得 了 选举 ? 

(a) 仅 通过 计算 作为 首选 的 候选 人 得 票数 , 确定 谁 是 获胜 者 

(b) 通过 淘汰 (a) 中 (作为 首选 的 ) 得 票 最 少 的 那个 候选 人 , 然后 再 重新 计数 余下 三 
位 候选 人 的 得 票 , 确定 谁 是 获胜 者 ? 

(c) 通过 淘汰 (a) 中 (作为 首选 的 ) 得 票 最 少 的 两 个 候选 人 , 然后 再 重新 计数 余下 两 
位 候选 人 的 得 票 , 确定 谁 是 获胜 者 ? 

(d) 通过 构造 关于 4 个 候选 人 的 互 比 竞 赛 图 , 确定 谁 是 获胜 者 ? 

(e) 谁 应 该 赢得 选举 ? 

7.18 MRP 7.12 中 , 该 例 讨论 一 个 家 庭 决定 购买 (5 种 品牌 中 ) 哪 -一 种 汽车 ， Edwin 有 另 
外 一 种 决策 的 想法 . 从 本 田 (H) 和 福特 (F) 开始 , 判断 哪 一 种 是 家 庭 首选 的 汽车 . 然 
后 再 用 同样 的 方式 来 考虑 丰田 (T) 和 通用 (GM) 汽车 . 接 下 来 比较 克莱斯勒 (C) 与 
前 面 在 H Al F 之 间 所 选择 的 汽车 , 所 选 得 汽车 再 与 下 和 GM 之 间 所 选择 的 汽车 进 
行 比较 . 通过 这 种 方式 可 以 判断 出 该 家 庭 倾向 于 选择 哪 种 汽车 ”这 是 -一 个 好 方法 吗 ? 


7.4 专题 探索 : Sako) 


在 一 些 游 戏 与 难题 中 , 成 功 是 通过 一 系列 步 又 来 获得 的 . 也 就 是 说 , 在 游戏 进行 
过 程 中 或 者 在 试图 求解 难题 中 , 他 可 能 发 现 目 己 处 于 多 个 状态 中 的 一 种 状态 , 通过 
一 个 (允许 的 ) 步骤 从 该 状态 转移 到 另外 状态 . 该 情形 也 可 以 用 图 来 建立 模型 , 其 中 
图 的 顶点 是 这 些 状 态 , 如 果 能 够 通过 一 个 步骤 从 状态 A 转移 到 B, MRS A M B 
是 邻接 的 ; 当然 我 们 在 此 假设 从 A 转移 到 B 是 可 道 的 ( 即 通 过 一 个 道 步骤 )， 另 一 
方面 , 如 采 和 存在 状态 A 和 B, 使 得 A 可 以 通过 一 个 步 妹 转移 到 B, 而 B 却 不 能 通过 
一 个 步骤 转移 到 A, 那么 这 种 情形 更 适合 用 有 癌 图 (而 不 是 图 ) 来 建立 模型 . 下 面 来 
看 一 类 能 够 用 有 癌 图 来 建立 模型 的 问题 
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例 7.14 34H. A, B,C 分 别 具 有 1, 3, 4 升 的 容量 . 这 些 瓶 子 是 没有 标 出 
刻度 的 , 也 就 是 说 , AFL RAIS. 因此 , ARPT ON, 不 可 能 确切 
地 知道 它 里 面 有 多 少 酒 , 除非 是 满 的 或 者 空 的 . 最 大 的 瓶子 装 满 了 酒 , 并 且 其 他 瓶子 
是 空 的 . 用 倾倒 (pouring) 这 个 词 来 表示 把 瓶子 X 所 装 的 酒 倒 入 瓶子 了 P, 直到 
Y 被 装 满 或 者 X 中 的 酒 被 倒 光 . 我 们 和 布 望 通过 不 断 地 把 一 个 瓶子 中 的 酒 倒 入 另 一 
个 瓶子 , 把 酒 分 成 相等 的 两 份 . 问题 即 为 : REBARA SORT SP SHIRT 
中 分 别 装 .上 2 升 酒 吗 ? 如 果 能 做 到 的 话 , 那么 完成 这 个 目标 所 需 倾 倒 的 最 少 可 能 : 
数 是 多 少 ? 

在 任何 时 候 , 假设 瓶子 A 中 的 酒量 为 a F, B 中 的 酒量 为 b F, C 中 的 酒量 为 
c 升 . 因此 , a 十 b+c= 4, 最初 有 a=5= 0. 事实 上 , 只 要 知道 Al b 的 值 就 能 搞 清 
3 个 瓶子 中 分 别 有 多 少 酒 了 . 为 了 有 助 于 解答 这 个 问题 , 我 们 构造 一 个 有 向 图 D, W 
ke 

V(D) = {(a,b): a € {0,1},b € {0,1,2,3}}, 
其 中 (a1, b1) 邻接 到 (ae, be), 如 果 通 过 一 次 倾倒 就 能 够 从 (a1, b1) BEAM (ae, be). A 
此 , 该 问题 的 答案 就 是 在 D 中 从 顶点 (0,0) 到 (0,2) 的 距离 . ARIA] D 如 图 7.20 所 
AN. 





图 7.20 ff] 7.14 中 的 有 癌 图 


观察 可 知 : 有 些 步 又 是 可 道 的 , 而 有 些 步 又 却 不 可 逆 . 例如 , 存在 一 条 从 (0, 了) 
到 (0,0) HJIR, 但 没有 从 (0,0) 到 (0,1) 的 弧 . 换 铝 话说 , 如 来 A 是 空 的 , B 有 1 升 的 
W, 那么 可 以 把 B 的 酒 倒 入 到 C; 如 果 C 有 4 升 的 酒 , 那么 就 不 可 能 恰好 把 1 升 的 
酒 倒 入 到 B. 考虑 图 7.20 所 示 的 有 向 图 D, 可 以 发 现 从 (0,0) 到 (0,2) 的 距离 为 3， 
路 (0,0), (0,3), (1,2), (0,2) 是 一 条 测 地 线 . 因而 , 从 闭 满 酒 的 瓶子 C 开始 , 通过 3 次 
(但 不 可 能 更 少 次 ) 倾倒 是 能 够 把 酒 分 成 相等 的 两 份 . 注意 到 还 有 从 (0,0) 到 (0, 2) 


160 第 7 章 有 向 图 


的 更 长 路 . 

习题 

7.19 3 MM A, B, C 分 别 有 3, 5, 8 升 的 容量 . 最 少 需 要 通过 几 次 倾倒 就 能 够 得 到 
(a) ATI Tata 4 升 的 酒 ? 
(b) 两 个 瓶子 之 中 , Pa 2 升 的 酒 , Ae 6 天 的 酒 ? 
(c) 两 个 瓶子 之 中 , 一 个 装 有 1 升 的 酒 , 男 一 个 次 有 7 升 的 酒 ? 

7.20 ”自己 选择 3 个 不 同 容 量 的 酒 瓶 , 仿照 习题 7.19 构 井 一 个 问题 
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8.1 匹 Bic 


某 大 学 数学 系 要 把 12 ARAN TAY SY RCAF Hh Ra Se ECR I So SE; 
每 一 位 成 功 的 学 生 一 本 书 . 当然 , 如 果 有 资格 拿 到 书 的 学 生 数 超过 12, 分 配 将 出 现 
问题 . 不 难 发 现 , BA 10 名 学 生 有 资格 拿 到 书 , 分 配 将 十 分 容易 . 然而 , 对 于 这 种 
情形 , 可 能 存在 另外 一 个 问题 . 某 些 学 生 可 能 已 经 有 了 某 些 书 的 复印 本 , 他 们 并 不 
需要 这 些 书 . 问题 转化 为 : 是 否 存 在 一 种 分 配方 案 , 从 12 本 书 中 选 出 10 本 分 配给 
学 生 , 使 得 每 名 学 生 拿 到 他 们 想 要 的 一 本 书 . 尽管 书 的 本 数 多 于 学 生 数 , 但 这 个 问 
题 可 能 是 无 解 的 . 例如 , 可 能 有 3 本 或 3 本 以 上 的 书 , 学 生 都 不 想 要 . 可 能 有 4 名 学 
AE, 仅仅 对 同一 本 书 感 兴趣 , 在 此 情形 下 , 不 可 能 给 这 4 名 学 生 分 发 4 本 相同 的 书 . 

我 们 或 许 已 经 很 清楚 , 可 以 为 这 个 问题 建立 一 个 图 模型 G, 其 顶点 为 学 生 Ww 
为 91, 92,… ,S10) 和 书 ( 记 为 Bi, B2,…, Bis). G 中 两 个 顶点 是 邻接 的 , BIT 
顶点 中 一 个 为 学 生 , 另 一 个 为 该 学 生 想 要 的 书 ， 显然 , G 是 一 个 二 部 图 , 其 部 集 为 
U = {S1,S2,---,Sio} 和 W = {Bi, Bo,---, Bia}. 例如 : 学生 Sy 想 要 书 Bo, Bs, Bs, 
B: 中 的 任 一 本 , 则 G 包含 如 图 8.1 所 示 的 子 图 . 我 们 所 要 寻找 的 是 G 中 10 条 边 构 
成 的 集合 A (图 8.1 仅仅 画 出 部 分 ), 其 中 4 中 任意 两 条 边 是 不 邻接 的 . 如 果 集 合 A 
FETE, 则 每 个 顶点 S: (1 < i < 10) 怡 好 与 4 中 的 一 条 边关 联 . 


Bı B2 Bs B4 Bs Be B7 Bs Bg Bio Bi Big 
O O O O O O O 9 


O O 0 O O O O OỌO O 
Sı So S3 Sa Ss Se Sz Sg So S10 


图 8.1 二 部 图 的 一 个 子 图 


这 里 有 一 个 相关 的 数学 问题 . 设 U MW 是 两 个 集合 , 其 中 | 可 | = 10, |W] = 12. 
是 否 存 在 一 一 映射 f : U 一 W? 如 果 仅 回答 这 个 问题 , 答案 是 肯定 的 . 然而 , Æ U 
中 每 个 元 素 的 像 不 能 是 W 中 的 任意 元 素 , 即 UV 中 每 个 元 素 的 像 都 必须 属于 W 的 
某 个 指定 子 集 , 答案 又 将 怎样 呢 ? 我 们 将 要 回答 , 如 果 已 知 U 中 元 素 可 能 的 像 集合 ， 
是 否 存 在 满足 这 些 条 件 的 一 一 映射 f U 一 Ww? 
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前 面 的 讨论 导出 了 一 些 新 概念 . 图 中 边 的 集合 称 为 是 独立 的 (independent), # 
该 集合 中 任意 两 条 边 不 邻接 . 图 G 中 边 的 一 个 独立 集 称 为 是 G 的 一 个 匹配 (match- 
ing). 不 难 发 现 , 前 面 讨 论 的 问题 就 是 一 个 给 定 的 图 是 否 存在 一 个 特定 的 匹配 .、 由 于 这 
类 问题 大 多 数 都 涉及 到 二 部 图 (我 们 在 前 面 讨 论 的 问题 也 是 如 此 ), 因此 , 我 们 首先 
对 二 部 图 考虑 这 些 概 念 . 

设 G 为 二 部 图 , 部 集 为 U 和 W, 其 中 7 = |U| < |W. G 的 一 个 匹配 是 一 个 
边 的 集合 M = {e1,e0,---,en}, 其 中 ei = wiwi(l <i < k), 使 得 us, ue,---, un 是 
U 中 个 不 同 的 顶点 , w, w, w 是 W 中 天 个 不 同 的 顶点 . 我 们 称 M 将 集合 
{u1 2 uk} ER (match) 到 集合 {wi,we,---, we}. 显然 , 对 于 任意 由 条 边 构 
成 的 匹配 , 必 有 上 7. 术语 “匹配 ”顾名思义 , 即 是 M 中 的 边 将 U 中 天 个 元 素 匹配 
(或 配对 ) 到 W 中 上 个 元 素 . 因此 , 前 面 所 感 兴趣 的 那个 问题 可 以 表述 为 : G 是 否 包 
含 一 个 基数 为 7 的 匹配 . 在 进一步 讨论 这 个 问题 之 前 , 我 们 先 来 看 下 面 两 个 例子 : 

例 8.1 由 于 在 考试 中 获得 好 成 绩 , 6 名 学 生 Ashley (A), Bruce (B), Charles(C), 
Duane (D), Elke (E), Faith (F) 将 获得 下 列 科目 中 的 一 本 书 作 为 奖励 , 它们 分 别 是 : 
代数 学 (ga)、 微 积分 (c)、 微 分 方程 (d)、 几 何 学 (g) MER (h) MAF (p) 和 拓扑 
F (t). 每 门 科 目 仅 有 一 本 书 . 每 名 学 生 对 这 些 书 的 喜好 不 同 , 如 下 所 示 : 

A:d,h,t; B:g,p,t; C:a,g,h; Di:h,p,t; E:a,c,d; F:c,d, p. 
每 名 学 生 是 否 可 以 得 到 他 喜欢 的 书 ? 

解 ” 建 并 一 个 如 图 8.2(a) 所 示 的 二 部 图 模型 G, 其 部 集 为 U = {A, B,C, D,E, F} 
和 W = {a,c,d,9,h,p,t}. 问题 转化 为 : G 是 否 包 含 由 6 条 边 构成 的 匹配 . 如 图 8.2(b) 
Bras, 这 样 的 匹配 是 存在 的 . 我 们 即 可 知道 怎样 将 这 7 本 书 中 的 6 本 分 发 给 6 名 学 
生 . > 





图 8.2 ”二 部 图 的 一 个 匹配 


例 8.2 7 名 高 年 级 大 学 生 Ben (B), Don (D), Felix (F), June(J), Kim(K), 
Lyle(L),，Maria(M) 在 毕业 后 寻找 工作 . 大 学 就 业 办 公 室 提供 的 公开 职位 有 会 计 师 
(a), iP (c)、 编 辑 (e)、 程 序 员 (p)、 记 者 (vr), p (s) 和 教师 A. 每 名 学 生 中 
请 的 职位 如 下 所 示 : | 


B: c, e; D:a, c, p, s, t; Fic, r; J:c, e, T; 
K:a, e, p, s; L:e,r: M:p, T, S, t. 
每 名 学 生 有 是 否 都 能 得 到 他 ( 她 ) 所 中 请 的 职位 ? 

E ”建立 一 个 如 图 8.3 所 示 的 二 部 图 模型 G, 其 中 一 个 部 集 U = {B,D,F,J,K, 
L,M} 为 学 生 集合 , 另外 一 个 部 集 W = {a,c,e,p,7,8,t} 为 职位 集合 . A 4 申请 了 职 
(iw, 则 顶点 ve U 邻接 于 顶点 w ew. 

本 题 的 回答 是 不 可 能 . 由 于 Ben, Felix, June, 和 Lyle 仅仅 申请 了 咨询 师 、 编 辑 
和 记者 这 三 个 职位 中 的 全 部 或 部 分 . 因此 在 这 四 名 学 生 中 并 不 是 所 有 人 都 能 得 到 他 
(她 ) 所 申请 的 职位 . 故 , 并 不 是 所 有 七 名 学 生 都 能 得 到 他 (她 ) 申请 的 职位 . 通过 对 
图 8.3 中 二 部 图 G 进行 观察 , 我 们 发 现 G 不 含 由 七 条 边 构 成 的 匹配 . 我 们 所 给 的 解 
释 是 : 存在 UV 的 合 四 个 顶点 的 子 集 X = {B,F,J, L}, 而 关中 顶点 的 邻 扣 属于 三 个 
顶点 的 集合 {c,e,7}. 正如 我 们 将 要 看 到 的 , 这 正 是 该 图 G( 或 者 任 一 个 具有 部 集 U 
AW 的 二 部 图 , 其 中 7 = |U, <W) 不 包含 由 7 条 边 构 成 的 匹配 的 关键 原因 . © 





图 8.3 例 8.2 中 问题 的 图 模型 


设 G 为 二 部 图 , 其 部 和 集 为 U AW, H IVU| < |W. XF U 的 非 空子 集 X, X 
的 邻 域 (neighborhood)N(X) Æt X 中 所 有 顶点 令 域 的 并 . 等 价 地 , N(X) 是 由 
W 中 如 下 顶点 构成 , 这 些 顶 点 是 X PP RETURN. DAU 称 为 是 友 
好 的 (neighborly), 夺 对 于 U 的 任意 非 空子 集 X, HA |IN(X)| > |X|. HFH 
8.2 中 二 部 图 G 的 部 集 U = {B,D,F,J,K,L,M}, 由 于 U 的 子 集 X = {B,F,J,L} 
满足 IN(X)| < |X|, 故 U 不 是 友好 的 . 不 难 发 现 , 例 8.1 中 二 部 图 G ABA U = 
{A,B,C,D,E,F} 是 友好 的 . 

定理 8.3 设 G 为 二 部 图 , REAU fW, Br=|U) < |W}. a G 包 令 一 
个 基数 为 + 的 匹配 当 且 仅 当 UU 是 友好 的 O 

证 [直接 证 法 , 反 证 法 | 首先 , 设 G 包含 基数 为 7 的 匹配 M*. 对 于 UU 的 任 一 
非 空子 集 X, MFE M* 的 子 集 M, 使 得 |M'| = |X| E M 中 的 每 条 边 恰 好 与 X 
中 的 一 个 顶点 关联 , 故 |N(X)| > |X|, U 是 友好 的 . 

下 面 , 我 们 验证 充分 性 . 假设 存在 满足 下 面条 件 的 部 集 为 U 和 W 的 二 部 图 G, 
其 中 7 = [U] < |W], 使 得 U 是 友好 的 但 G 不 包含 基数 为 7 的 匹配 . RM 为 具有 最 
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多 边 数 的 匹配 , 显然 M| <r. 因此 , 存在 顶点 u c U, 1 u p5 M 中 任 一 条 边关 
联 . 在 G 中 ,一 条 由 属于 M 的 边 和 不 属于 M 的 边 交 生 构 成 的 路 称 为 是 G 的 交错 
路 . 设 5 为 G 中 所 有 满足 下 面条 件 的 顶点 构成 的 集合 , 其 中 这 些 顶 点 均 可 通过 一 
条 交错 路 连接 到 u. 不 难 发 现 , u WAAR N [u] 中 任 一 顶点 的 属 于 S. 

我 们 断言 : 5 一 {u} 中 的 任 一 顶点 均 与 M 中 的 一 条 边关 联 . 假设 断言 不 成 立 ， 
则 存在 顶点 ze S—{u}, FAS M 中 任 一 条 边关 联 . 由 于 G BRC r-u 
路 P, 则 PP 的 长 度 为 奇数 , 故 ze W. 此 时 , 已 中 不 属于 M 的 边 (可 能 只 有 一 条 ) 多 
于 属于 M 的 边 . 在 匹配 M P, 我 们 把 M 中 位 于 已 上 的 边 蔡 换 为 P 的 其 余 的 边 ， 
可 得 到 一 个 比 M Ae Say PERL, 导致 了 矛盾 . 因而 , 根据 断言 ,9 - {u} 中 的 任 一 
顶点 均 与 M 中 的 一 条 边关 联 . Mutt 9 中 唯一 不 与 M 中 任 一 条 边关 联 的 顶点 . 

HU 为 9 中 属于 U 的 顶点 构成 的 集合 , WAS 中 属于 W 的 顶点 构成 的 集 
4, Bf U'=UNS,W=WOS. 由 于 U 是 友好 的 , 则 |IN(D0 > |U]. 此 外 ,5S — {u} 
中 任 一 顶点 都 恰 如 与 M 中 的 一 条 边关 联 , 故 存在 M 的 一 个 子 集 M', 使 得 U' {u} 
匹配 到 wW. 因而 |W’| =|U’|) 1, W C N(U’). 

因为 U 中 任 一 顶点 均 可 通过 一 条 交错 路 连通 到 4, AW, A we N(U’), UG 
也 包含 一 条 交错 的 一 w 路 . Be N(U') CW’. 由 此 , 我 们 得 到 NCU!) = Ww, H 


IN(U')| = |W"| = |U"|-1 < JU", 
这 与 |N(U’)| > |U"| AAAI. = 


定理 8.3 归功 于 著名 的 代数 学 家 Philip Hall. Hal 于 1904 年 4 月 11 日 出 生 于 
英国 伦敦 的 Hempstead. 当 他 还 是 小 学 生 时 , 便 爱 上 了 数学 . Hall 的 数学 老师 们 对 
他 在 数学 上 的 兴趣 产生 了 很 大 的 影响 , 他 们 不 仅 是 杰出 的 数学 教育 者 , 而 且 对 数学 
有 着 极 高 的 热情 . Hall 在 英语 方面 也 很 优秀 . 尽管 他 既 不 善于 与 人 交流 也 不 擅长 运 
动 , 但 他 仍然 是 一 名 很 受 欢迎 的 学 生 . 后 来 , 他 就 读 于 剑桥 大 学 . 在 那里 , BIN 
他 去 学 习 和 研究 William Burnside 的 工作 , 他 也 对 群 论 产生 了 兴趣 . 1925 年 , Hall 
获得 了 学 士 学 位 . 经 过 一 段 时 间 的 思索 之 后 , thee SSR LE. 

1927 年 , Hall 获得 剑桥 大 学 的 研究 员 职 位 . 他 与 Burnside 之 间 保 持 通信 联系 ， 
Burnside 很 乐于 帮助 Hall, 尽管 他 们 从 来 没有 见 过 面 . 1927 年 末 , Hall 得 到 了 和 群 论 
中 的 一 个 重要 定理 . 他 将 Sylow 定理 推广 到 有 限 可 解 群 上 , 即 现在 我 们 篆 说 的 Hall 
定理 . 该 定理 发 表 于 1928 年 . 1930 年 , 他 再 次 申请 研究 员 职 位 , 但 第 二 次 申请 没有 
获得 批准 , 这 主要 因为 在 这 三 年 里 他 在 数学 方面 缺乏 活力 . 1932 年 , 他 发 表 的 一 篇 
关于 素数 帘 阶 群 的 论文 或 许 是 他 最 为 有 名 的 工作 . 1933 年 , 他 被 聘任 为 剑桥 大 学 的 
讲师 . 1935 年 , 他 发 表 了 关于 匹配 的 定理 (定理 8.3), 尽管 这 个 绪论 当时 并 不 是 用 图 
论 术 语 描 述 的 . 
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1933~1967 年 间 , 他 一 直 采 在 剑桥 大 学 , 除了 二 战 的 一 段 时 间 他 在 位 于 布 莱 切 
利 公 园 的 外 交 部 工作 外 . Hall 用 他 毕生 的 大 部 分 时 间 为 代数 学 作出 了 巨大 的 页 献 ， 
被 认为 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 作为 一 名 高 级 知识 分 子 和 具有 很 强 判 断 力 
的 人 , Hal 悉心 关怀 他 的 学 生 , 当然 他 的 学 生 对 他 也 是 如 此 . Hall 是 一 名 雅致 的 学 
者 , 当 他 认为 有 必要 批评 学 生 的 写作 时 , 他 会 以 一 种 温和 的 方式 建议 他 们 改进 . 在 
他 的 学 生 完 成 学 业 离开 以 后 , 他 仍然 与 他 们 保持 联系 并 继续 或 励 他 们 . Hall 于 1982 
年 12 月 30 日 去 世 . 

关于 Hall 的 定理 8.3, 有 一 些 有 趣 的 推论 . 设 51,52,.… ,Sn 为 非 空 有 限 集 合 . 
ETE n 个 不 同 的 元 素 zl;za……,zn, 使 得 x; E€ S: (1 < i n), 则 称 该 集 族 有 
一 个 互 异 代 表 元 系 (system of distinct representatives)， 当 然 , 为 了 使 得 集合 
S1, S2,.… ,Sn 有 一 个 互 异 代 表 元 系 , 则 必须 |S, U S2pU---US,| Sn. 

例如 , 考虑 集合 91,52,…, S7, 其 中 

Sı = {1,2,3} S2 = {2,4,6} Ss=1{3,4,5} 54 = 1{1,4,7} 
Ss = {1,5,6} Se = {3,6,7} 57 = {2,5,7}. 
则 该 集 族 有 一 个 互 异 代表 元 系 ， 即 ,1.2,.…… ,7 为 一 个 互 异 代表 元 系 , 其 中 , 4 i = 
1,2,.… ,7, i € 5;. AFH, 我 们 考虑 集合 Si 52， 56, 其 中 
Si = {1,3,5,6} $5 = {3,4} S53 = {4,5} 
Ss = {3,4,5} Sr = {1,2,4,6} S = {3,5}. 

由 于 S55 U 54 U S54U 56 = {3,4,5}, 则 集合 52, 93, 954, S 没有 互 异 代表 元 系 , 故 该 集 
族 也 就 没有 互 异 代表 元 系 . 

这 两 个 例子 可 以 给 出 很 好 的 启发 : 一 个 集 族 是 否 有 互 异 代表 元 系 , 恰好 对 应 看 
一 个 二 部 图 G 是 否 包 含 从 一 个 部 集 U 到 另 一 部 集 W 的 其 个 子 集 的 匹配 . 

定理 8.4 ZARRA {51, .52,… Sw} 有 一 个 互 异 代表 元 系 当 且 仅 当 对 于 
任 一 整数 (1 Sk <n) 集 族 中 任意 此 个 集合 的 并 至 少 包 含 卢 个 元 率 . 

证 [直接 证 法 | 假设 {S51,S2,…, Sn} 有 一 个 互 异 代表 元 系 . 则 对 于 任 一 整数 
k(l <k <n), 集 族 中 任意 k 个 集合 的 并 至 少 包 含有 个 元 素 . AM, 只 需 验 证 充分 性 
BY Ay. 

设 {91, S52,…,Sn} 是 由 非 空 有 限 集合 构成 的 集 族 , AEH ER k Ick < 
n), 集 族 中 任意 个 集合 的 并 至 少 包 含有 个 元 素 . 我 们 构造 二 部 图 GC, 其 部 集 为 
U = {S,,S2,---,Sn} MW = S,US2---US,. A w E SMU 中 顶点 Si(l1 <i<n) 
与 W 中 顶点 w 邻接. xX AU 的 任 一 个 子 集 , 其 中 |X| = ,1 <k <n. 根据 条 件 ， 
任意 必 个 集合 的 并 至 少 包含 个 元 素 , W |N(X)| > |X|. RU EG 中 是 友好 的 . 由 
定理 8.3, G 包含 基数 为 n 的 匹配 , 该 匹配 可 将 Si, 52,…, Sn 配对 到 S1 US2U---US,, 
Hn SA MCR, 从 而 形成 了 集 族 91,52,…, Sn 的 互 异 代表 元 系 . O B 
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定理 8.3 有 时 会 被 表述 得 “非常 友好 ”, 即 下 面 将 要 介绍 的 婚姻 定理 

定理 8.5 (婚姻 定理 (The Marriage Theorem)) 在 一 个 由 了 个 女人 和 s 
个 男人 构成 的 人 群 中 , 工 和 7 < s. 在 熟识 的 男女 之 间 可 能 出 现 7 对 婚姻 当 且 仅 当 对 
BP BERL SK <r), 任意 卢 个 女人 共 认 识 至 少 上 个 男人 . 

定理 8.3 的 证 明 ( 反 证 法 ) 利用 了 一 个 具有 最 大 基数 的 匹配 . 我 们 称 具 有 最 大 
基数 的 匹配 为 最 大 匹配 (maximum matching). 在 这 一 点 上 , 我 们 不 再 假设 所 考 
虑 对 和 象 仅 仅 是 二 部 图 . 对 于 n 阶 图 G, 其 最 大 匹配 的 基数 不 超过 [n/2|. 换 句 话说 ， 
E G 的 阶 为 奇数 20+ 1, 则 任 一 匹配 所 含 的 边 数 不 超 过 4 E G 的 阶 为 偶数 2k, 则 
任 一 匹配 所 含 的 边 数 不 超 过 &. ENA 2k 的 图 G 存在 一 个 基数 为 k 的 匹配 M, W 
称 该 匹配 M( 必 然 是 最 大 匹配 ) 为 完美 匹配 (perfect matching), 此 时 G 中 任 一 顶 
点 均 可 通过 M 匹配 到 G 中 某 个 顶点 . 例如 , 任 一 非 空 正则 二 部 图 均 存 在 完美 匹配 ; 
该 结果 归功 于 Dénes Konig. | 

定理 8.6 fer 正则 二 部 图 (7r > 1) 均 有 一 个 完美 匹配 . 

证 [直接 证 法 |] 设 G 为 7 正则 二 部 图 , 其 部 集 为 U 和 W. 显然 , |0| = |W]. 设 
X AU 的 非 空 子 集 , 且 |X|= 上 之 1. AFX 的 每 个 顶点 在 G PERA r, W G 
中 有 kr 条 边 与 X 中 的 顶点 关联 . 此 外 , W 中 的 每 个 顶点 最 多 只 能 关联 这 kr BU 
中 的 7 条 边 , 故 N(X) 中 每 个 顶点 也 最 多 只 能 关联 7 条 边 , 因此 |N(X)| > k= |X]. 
由 定理 8.3, G 有 完美 匹配 . 


事实 上 , 存在 一 种 与 匹配 (以 及 最 大 匹配 ) 直接 相关 的 参数 . 图 G 的 边 独 立 数 
(edge independence number) B81(G) 是 指 G 中 边 独 立 集 的 最 大 基数 . 因而 , & 
M 为 最 大 匹配 , 则 81(G) = |M|. 不 难 发 现 , BA n 的 图 G 存在 完美 匹配 当 且 仅 当 
n 是 偶数 且 PB1(G) = n/2. FEX n > 3,7, s, 1<r <s, WA 

Bi(Cn) = B1(Kn) = 17/2], Bi(Kr,s) =T. 

下 面 我 们 将 介绍 一 种 与 边 独 立 数 密切 相关 的 参数 .一 个 顶点 与 其 关联 的 边 称 
为 彼此 覆盖 (cover). 对 于 不 包含 孤立 点 的 图 G, 由 覆盖 G 的 所 有 顶点 的 边 构成 
的 集合 称 为 是 G 的 一 个 边 覆 次 (edge cover). G WLES% (edge covering 
number)ai(G) 定义 为 G 中 所 有 边 履 盖 的 最 小 基数 . 具有 最 小 基数 a (G) HUE 
盖 称 为 是 最 小 边 覆 盖 (minimum edge cover). 因而 , a1(G) 有 先 义 当 且 仅 当 G 不 
包含 孤立 点 . SFM n > 3,7, 8,1 <7 <8, 有 

ai (Cn) = a1( Kn) = [n/2] , ai(Kr s) = s8. 
进而 ， 
œa (Cn) + Bi(Cn) = oi(Kn) + Bi(Kn)=n, 
Qi(Kr,s) + Pi(Kr,s) =7+s. 
由 此 , 引出 下 面 定理 . / 


定理 8.7 ”对 于 任意 不 包含 弧 立 点 的 兄 阶 图 C， 
callG) 十 让 (G) =n. 


正 ” [直接 证 法 | At, 假设 8.(G) = k, M G 的 最 大 匹配 由 RUR, A 
HJ 2k 个 顶点 . G 中 余下 的 n 一 2k 个 顶点 可 被 n 一 2k RUB. 因此 , aa(G) < 
k+(n—2k)=n— k. $ 


allC) 十 DG) S (n-k)+k=n. 


FH, 我 们 仅 需 证 明 a1(G) + B1(G) n. 

eX 2G 的 最 小 边 覆 次 , 则 |X| =L= aa(G). 对 于 由 X 诱导 的 子 图 下 = (X), 
我 们 发 现 F 不 可 能 包含 长 度 为 3 的 迹 了 . RSS PAST RED 3 wT, ide 
为 了 的 中 间 边 , 则 X —{e} 同样 覆盖 G 的 所 有 顶点 , SSC 8. 因此 , FREA W, 
也 不 含 长 度 为 3 或 大 于 3 的 迹 . RS 的 每 个 连通 分 文 都 是 星 图 . 

由 于 阶 为 n 且 边 数 为 n 一 上 的 森林 包 售 上 个 连通 分 支 , 而 F 的 边 数 为 上 = 
n 一 (nn 一人, 则 玉 包 含 n 一 《个 非 平凡 的 连通 分 支 . 从 上 述 的 每 个 连通 分 支 中 选取 一 
条 边 , 即 可 构造 出 一 个 基数 为 n 一 的 匹配 . 因而 , AA(G) 2 nL. 故 


a (G) + A(G) 2 + (n—- =n. 
从 而 , (G) + 81(G) =n. B 


定理 8.7 归功 于 Tibor Gallai, iE RAE aA RARA rie Tibor Grünwald. 
1912 年 , Gallai 出 生 于 匈牙利 . Gallai, Paul Erdős 和 Paul Turán 是 当时 匈牙利 国家 
数学 竞赛 的 获胜 者 . 后 来 , 他 们 成 为 了 一 生 的 朋友 . 鉴于 Galai 在 数学 上 的 天 赋 , 他 
被 准许 进入 布达佩斯 的 Pázmány 大 学 学 习 . 他 是 1930 年 布达佩斯 的 狂热 学 生 小 组 
的 一 员 , 该 团队 还 有 Paul Erdős, Paul Turán, George Szekeres 和 Esther Klein 等 人 . 
他 们 中 的 一 些 人 参加 了 由 布达佩斯 科技 大 学 教授 Dénes Konig 主讲 的 图 论 课 . 这 对 
Gallai 的 数学 兴趣 有 着 深远 的 影响 ，Gallai 曾 帮 助 Konig 编写 过 图 论著 作 , Konig 也 
在 他 的 图 论著 作 中 提 到 了 Galai 的 一 些 结 采 并 使 用 了 他 的 另外 一 些 想 法 . Gallai 对 
图 论 的 许多 贡献 后 来 被 证 明 是 这 门 学 科 的 基本 原理 , 并 推动 了 图 论 与 组 合 论 的 迅速 
发 展 . 例如 , 他 是 最 早 认识 到 所 谓 的 “ 极 小 - 极 大 定理 ”重要 性 的 数学 家 之 一 . 

Galai 是 一 个 极其 谦虚 的 人 , 他 很 少 在 公众 场合 露面 , 也 很 少 参 加 会 议 . AX 
E, 他 的 大 部 分 工作 仅仅 是 通过 他 的 学 生 的 努力 才 被 人 们 知晓 的 . Gallai 在 赞扬 别 
人 工作 的 同时 , 却 经 常 低估 目 己 工作 的 优点 , 尽管 他 在 图 论 的 很 多 领域 都 有 着 重要 
的 结论 . 因而 , 在 发 表 上 日 己 的 结论 方面 , 他 是 出 了 名 地 慢 . 他 的 几 个 绪论 甚至 没有 被 
发 表 , 后 来 义 被 其 他 人 独立 地 发 现 (和 发 表 ). Galai 于 1992 FAH. 
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顶点 的 独立 性 也 是 图 论 中 一 个 同等 重要 的 课题 . 图 中 一 个 顶点 的 集合 称 为 是 独 
立 的 (independent), 如 果 该 集合 中 任意 两 顶点 都 不 邻接 . 图 G 的 点 独立 数 (ver- 
tex independence number)( 或 简称 为 独立 数 (independence number)/(G) 定 
LA G 中 点 独立 集 的 最 大 基数 . 图 G 中 基数 为 8(G) 的 独立 集 称 为 是 最 大 独立 集 
(maximum independent set). 

ALF RUBLE, 下 面 将 介绍 关于 顶点 覆盖 的 一 些 概念 . 若 图 G 的 某 个 顶点 子 集 
可 以 覆盖 G 的 所 有 边 , 则 称 该 集合 为 G 的 点 覆盖 (vertex cover). GHAR 
善 的 最 小 基数 称 为 是 G 的 点 覆盖 数 (vertex covering number) , 记 为 a(G). 基数 
为 a(G) 的 点 覆盖 称 为 是 最 小 点 覆盖 (minimum vertex cover). Xf RRA n > 3, 
r,sl<r<s),48 

B(Cn) = |n/2], B(Kn) = 1, BUG 2) = 8; 
a(C,) = [n/2|, a( k,n) =n-1, aK.) =r. 
这 里 我 们 发 现 
a(Cn) + B(Cr) = a( Kn) + B(Kn) = n, a(Kr s) 二 OUKrs) 一 7 十 3 
同样 地 , 也 有 一 个 关于 顶点 的 类 似 于 定理 8.7 的 结论 , 它 也 归功 于 Gallai. 该 结论 的 
证 明 类 似 于 定理 8.7 的 证 明 , 我 们 将 留 作 习题 . 定理 8.7 和 定理 8.8 常 被 称 为 Gallai 
恒等式 . 
定理 8.8 TEETE AMÈ A n A, 


a(G) + B(G) =n. 
前 面 讨论 了 关于 图 G 独立 和 覆盖 的 一 些 概念 , 我 们 总 结 如 下 


G) 
B(G) 
a (G) 
Bı (G) 


例 8.9 对 于 图 8.4 PHA GH K +2K3, 确定 al, B(G), ai(G), Bi1(G). 


u Y 
w 
G 
t z 


图 84 例 8.9 中 的 图 G 











解 由 于 G 的 阶 为 7, 故 B(G) < [7/2] = 3. AA {tu, vw, yz} 是 包含 3 条 边 
的 独立 集 , 所 以 81(G) = 3. 由 定理 8.7, a1(G) = 4. 例如 , {tu, vw, wy, yz} 是 G 的 最 


INIA Fk St - 

注意 到 , 顶点 也 与 G 的 其 余 顶 点 均 邻 接 ; ({t,4,v}) = K3; ({2,y,z}) = Ks, 
故 8(G) = 2. 例如 , {t,z} 是 G 的 一 个 最 大 独立 集 ， 由 定理 8.8, a(G) = 5. 例如 ， 
{t,u,w,y, 2} 是 GNP RAR E. 0 


习题 

81 BG 为 二 部 图 , EMRA U = {vo, ui, 0, us} W = {wo, wi, ---, we}, RU P 
的 元 素 见 如 下 描述 , wi = i(0 <i < 6). ABR w A ui 描述 的 正确 回答 则 顶点 wi 和 
wij(0 <i j <6) 是 邻接 的 . 

uo: 非 平 几 完全 图 的 边 数 . 
wi: 树 上 两 顶点 u,v 之 加 不 同业 一， 路 的 个 数 . 
uo: Wiese Hamilton 图 的 个 数 . 
us: 6 阶 树 中 割 边 的 个 数 . 
wa: 7 阶 非 空 7 正则 图 的 r 可 能 的 值 . 
us: 5 阶 树 的 最 大 度 . 
us: 5 阶 图 中 制 点 的 最 大 个 数 . 
(a) MKA G. 
(b) G 是 否 包 含 完 美 匹配 ? 若 不 包含 , 为 什么 ? 者 包含 , 画 出 该 完美 匹配 , HME 
情形 下 它 意 味 着 什么 ? 
8.2 ” 某 家 大 型 公司 7 个 不 同 部 门 有 些 公 开 职 位 , 分 别 是 广告 设计 (a), 营销 (b), 计算 师 (c), 
规划 师 (d), 实验 师 (e), 财政 主管 (f), 客户 接待 (g). 有 6 名 应 聘 者 来 申请 这 些 职位 ， 
分 别 是 
Alvin (A) : a, c, f Beverly (B): a, b, c, d, e, g; 
‘Connie (C): c, f; Donald (D): b, c, d, e, f, g; 
Edward (E): a, c, fi Frances (F): a, f. 

(a) 用 一 个 二 部 图 为 此 情形 建 模 . 

(b) 这 6 名 应 聘 者 是 否 可 以 得 到 他 们 所 申请 的 职位 ? 

8.3 ”如 图 8.5 所 示 , Gi 和 Go 为 两 个 二 部 图 , 每 个 二 部 图 的 部 集 均 为 U = {0,u,2,y,z} 和 
W = {a,b,c,d,e}. 对 于 每 个 图 , U 是 否 可 以 匹配 到 W 上? 


Gi 





图 8.5 “习题 8.3 中 图 Gi 和 Go 
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8.5 


8.6 


8.7 


8.8 


8.9 


8.10 


8.11 
8.12 


8.13 


8.14 
8.15 


8.16 
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设 G 为 连通 二 部 图 , 其 部 集 为 U AW, 其 中 Ul = |W] = k è 2. 证明 : BU 中 任意 
两 点 在 G 中 有 不 同 的 度 , 则 G 包含 完美 匹配 . 

证 明 : 任 一 树 至 多 包含 一 个 完美 匹配 . 

(a) 证 明 : 任 一 不 同 构 于 Ki,s 的 4 阶 连通 图 包含 完美 匹配 . 

(b) 设 G 为 偶数 阶 连 通 图 , 证 明 : 4G 不 包含 同 构 寺 Ki,s 的 诱导 子 图 , 则 G 包含 完 

美 匹配 . 

给 出 一 个 连通 的 非 Hamilton 图 , 使 得 该 图 包含 两 个 不 相交 的 完美 匹配 . 

证 明 : Petersen 图 不 包含 两 个 不 相交 的 完美 匹配 . (注意 到 Petersen 图 的 最 小 圈 长 为 
5.) 
对 于 任意 整数 i(1 < i < 4), 给 出 满足 下 面条 件 且 阶 数 最 小 的 连通 图 Gi, 其 中 B(Gi)+ 
A(Gi) = 5, (Gi) = 12. 

对 于 任意 阶 为 6, 且 有 4 个 独立 顶点 的 连通 图 G, 证 明 : 或 者 8(G) = 5 或 者 B81(G) > 2. 
列举 满足 a1(G) = B(G) 的 图 G 的 一 个 无 穷 类 . 

证 明 或 反 驶 : 

(a) 图 的 任 一 点 覆盖 包含 一 个 最 小 点 履 盖 . 

(b) 图 的 任 一 边 独 蒂 集 包含 于 某 个 最 大 边 独 立 集 . 

对 于 如 图 8.6. 所 示 的 图 H, 确定 a( A), BCH), o1(A), P(A), 并 列举 H 的 一 个 最 小 
it, 一 个 最 大 点 独立 集 , 一 个 最 小 边 覆 盖 , 一 个 最 大 边 独 工 集 . 


图 8.6 ”习题 8.13 中 的 图 G 


证 明 : 不 含 扳 立 点 的 图 G Ase SS VERE ALL aG) = (G). 

两 个 顶点 不 相交 图 Gy 和 Ge 的 阶 分 别 为 Thy 和 和 n2, H. (1) nz > ni, (2) nı 利 n2 H 
有 相同 的 奇偶 性 , (3) B81(G2) > (na — n1)/2. B G = Gi + Ge, W a(G) 为 多 少 ? 并 
解释 原因 . | 

证 明 : 看 图 G 的 阶 为 n, 最 大 度 为 A, 则 a(G) > x. 


8.2 [Al S$ ot fF 


我 们 已 经 知道 ; n 阶 图 G 的 匹配 M 是 完美 匹配 , An AAR, H. |M| = n/2. 


因此 , 由 M 诱导 的 子 图 下 = (M) 为 G 的 1 正则 生成 子 图 . 图 G 的 1 正则 生成 子 
图 也 称 为 是 G 的 1 因子 (1-factor). 不 难 发 现 , 图 的 1 因子 的 边 集 古 图 的 完美 匹配 . 
因而 , 图 G 有 1 AFH AMS G Ase VER. 
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对 于 侦 数 nz 4, E Cr 和 天 。 有 1 因子 .对 于 整数 7 和 s, 完全 二 部 图 Kre A 
1 因子 当 且 仪 当 7 = s. Petersen 图 PG (LA 8.7) 也 有 1 因子 , 例如 , F= (X), 其 中 
X = {ujyu,:1<i< 5}. Petersen 图 是 3 正则 的 , 很 多 其 他 的 3 正则 图 有 1 因子 .不 
难 发 现 , 图 8.7 中 所 有 图 都 有 1 AF. 





图 8.7 包含 1 因子 的 3 正则 图 


然而 , 并 非 所 有 的 3 正则 图 都 包含 1 因子 . 例如 , 图 8.8 所 示 的 16 阶 3 正则 图 
H 不 包含 1 因子 . 这 便 提 出 一 个 问题 : 都 有 哪些 图 包含 1 因子 呢 ? 当然 , 仅仅 只 有 
偶数 阶 图 才 可 能 包含 1 因子 . 不 难 发 现 , BG 为 偶数 阶 的 Hamilton 图 , 则 G 包含 
1 因子 . 因为 我 们 只 需 从 Hamilton 圈 上 取出 互 不 相交 的 边 , 即 可 得 到 1 因子 . 其 实 ， 
偶数 阶 的 Hamilton 图 包含 两 个 不 相交 的 完美 匹配 . 





图 8.8 ”不 包含 1 因子 的 3 正则 图 


利用 定理 6.5 的 结论 , A G 为 偶数 阶 的 Hamilton K, 则 对 于 V(G) 的 任意 非 
空子 集 S, k(G - S) < |S, 其 中 k(G 一 5) 为 G 一 5 的 连通 分 支 数 ， 我们 已 经 看 
出 该 定理 的 道 并 不 正确 . 例如 , 对 于 Petersen 图 PG 顶点 集 的 任意 非 空 真子 集 S, 
k(PG — S) < |S|, {E Petersen 图 不 是 Hamilton 的 . 然而 , Petersen 图 却 包 含 1 因子 . 
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我 们 已 经 注意 到 , 图 8.8 所 示 的 图 H 不 包含 1 因子 . ECAA IAF F, WP 
中 恰 有 一 条 与 关联 的 边 . AT H- 包含 3 个 奇数 阶 的 连通 分 支 , 则 这 些 分 文 
中 的 两 个 分 支 必须 包含 1 因子 , 导致 了 矛盾. 这 就 意味 着 , BC 为 偶数 阶 图 , Hee 
V(G) 的 一 个 非 空 真子 集 5, 使 得 G - S 的 奇数 阶 连通 分 支 个 数 超 过 Sl, WG 不 
& 1 因子 . 我 们 将 看 到 , 这 是 一 个 非常 关键 的 发 现 . 图 的 一 个 连通 分 支 称 为 是 奇 的 
(odd) 或 偶 的 (even), 若 该 连通 分 支 的 阶 数 是 奇数 或 偶数 . 记 ko(G) 为 图 G 的 奇 连 
通 分 支 的 个 数 . 特别 地 , 若 G 为 偶数 阶 ”的 Hamilton 图 (因而 ,G 包含 1 因子 ), W 
对 于 V(G) 的 任意 非 空 真子 集 S, ko(G - S) <|S|. 下 面 的 定理 刻画 了 包含 1 AF 
的 图 . 

定理 8.10 图 G 包 含 1 因 子 当 且 仅 当 对 于 V(G) 的 任意 真子 集 S, Ko(G 一 5) < 
|S]. 

证 [直接 证 法 , 归纳 证 法 , 反 证 法 ] 首先 假设 G 包含 IAT F. RS AVG) 
的 真子 集 . 若 G - 3 不 包含 奇 连通 分 支 , 则 ko(G - 3) = 0, PAk(G-—S) <|S|. F 
面 假设 ko (G-S)=k>1. 1% G1,G2, e, Gr Æ G- S 的 奇 连 通 分 文 .( 当 然 ,G 一 S 可 
能 还 有 侦 连 通 分 支 . ) 由 于 G 包含 1 因子 F, 且 每 个 子 图 Gi (1 < i <k) banat 
数 , F 的 某 条 边 必须 关联 Gi 中 的 一 个 顶点 和 S 中 的 一 个 顶点 . 故 ko(G 一 5) < |S]. 

下 证 充分 性 . 假设 对 于 V(G) 的 任意 真子 集 S, ko(G - 8) < |S|. 特别 地 , 对 于 
S = 0, RITE ko(G — S) = ko(G) =0, 即 G 的 任 一 连通 分 支 均 为 偶 的 ,进而 G 的 阶 
为 偶数 . 下 面 , 我 们 将 用 归纳 法 证 明 : 任意 满足 上 述 性 质 的 偶数 阶 图 有 1 AF. 具有 
偶 连 通 分 支 的 2 阶 图 仅 有 一 个 , 即 Ko, 显然 有 1 因子 . 对 于 偶数 ”> 4, 假设 满足 下 
述 条 件 的 所 有 阶 小 于 的 偶数 阶 图 H 都 有 1 因子 , BORK VH) 的 任意 真子 集 S, 
ko(H — S) < |S|. 设 G H n WE, BW Y(G) 的 任意 真子 集 5, ko(G 一 5) < |S}. 
因而 , G 的 任 一 连通 分 支 都 有 偶数 阶 . 

首先 , 我 们 对 图 G 进行 观察 . 由 于 G 的 任 一 非 平 凡 连 通 分 支 必 包含 一 个 非 制 
点 的 顶点 ( 见 推论 5.6), 则 V(G) 有 一 些 子 集 R, 使 得 ko(G 一 R) = |RI.( 这 样 的 集合 
必定 存在 , 例如 我 们 可 选择 R= {0}, 其 中 不 是 G MAS.) 在 所 有 满足 上 述 条 件 
的 集合 中 , 设 S 为 具有 最 大 基数 的 一 个 , 同时 设 G1,G2,…,Gx J G- SA k Pa 
连通 分 支 . Ai, k= |S] > 1. | 

通过 观察 不 难 发 现 ,G1, G2,…,Gx 是 G 一 5 仅 有 的 连通 分 支 . 否则 ,G 一 5 必 包 
含 一 个 偶 连 通 分 支 Go, A Go 包含 非 割 点 的 顶点 uo. 此 时 , 集合 So = SU {uo} 的 
基数 为 上 二 1, 且 

ko(G — So) = |So| =k +1, 

导致 矛盾 . 因此 , 如 前 面 断言 , 奇 连通 分 支 Ci,G2,……,GK 是 G 一 5S MAMIE. 

对 于 任 一 整数 i (1 < i <k), RS; 为 满足 下 面条 件 的 S 中 顶点 的 集合 , 其 中 这 
些 顶点 与 Gi 中 至 少 一 个 顶点 邻接 . 由 于 G 仅 有 偶 连 通 分 支 , 故 每 个 5; SE. 下 面 
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我 们 断言 对 于 任 一 整数 4 (<LL k), 51, 52,…, Se 中 任意 4 个 集合 的 并 至 少 包 
LATS. 假设 断言 不 成 立 , 则 存在 整数 j, 使 得 S1, 52,…, Sx 中 j 个 集合 之 并 工 
中 的 元 紊 个 数 少 于 了 不 失 一 般 性 , 我 们 可 假设 T= S51U 52U-…U5;,|T|<j. 则 
kK(G—-T)2 j > |T|, 

从 而 导致 矛盾 . 因此 , 对 于 任 一 整数 《 (1 < 《 < ), 集合 51,52,…,S% 中 任意 上 个 集 
SWFA aS 2 TTA. 

由 定理 8.4, FEH k 个 不 同 顶 点 构成 的 顶点 集 {vv ukh 使 得 vi € S; 
(1 < i 上)， 由 于 每 个 图 Gi (1 <i< k) 都 包含 顶点 u, 使 得 uwi E€ 五 (G)， 则 
{wvi:1l<<i<k} 是 G 的 匹配 .( 如 图 8.9 Bras) : 





图 8.9 ”定理 8.10 证 明 的 一 个 步骤 


接 下 来 我 们 将 证 明 , Æ Gi (1 <i < k) 是 非 平 几 的 , 则 Gi 一 ww 有 1 因子. 设 W 
是 V(Gi —us) 的 一 个 真子 集 , RMA: 
ko (Gi — u; — W) < |W]. 
假设 断 诗 不 成 立 , 即 ko(Gi 一 wi 一 W) > |W. 由 于 Gi 一 tw 的 阶 为 偶数 , 则 ko(Gi 一 
ui 一 W) 和 |W| 必 痢 为 偶数 或 都 为 奇数 . 因此, ko(Gi — ui — W) > |W| 十 2. i 
S = SUW U {u}, 注意 到 


IS’) > ko(G-3')=k(G-—8S)+ko(Gi-ui-W)-1 
> |S|+(|W|+2)—-1= |S|+|W|+1=|S", 


这 意味 着 ko(G - 5) = 151, 5 S 的 选取 矛盾 . 故 断 言 ko(Gi— ui — W) < |W| RZ. 

由 归纳 假设 , 若 Gi (1 <i < k) 是 非 平 几 的 , WG, 一 w; 有 1 因子 . 对 所 有 非 平 
AAG; (1 <i < k), Gi 一 wi 的 1 因子 的 并 集 与 边 {wv :1 i<k} 即 可 构成 G 的 
1 因子 . 本 


定理 8.10 归功 于 William Thomas Tutte. 1917 4 5 H 14 H, Tutte HETH 
KRAHE. Tutte 的 父亲 是 一 名 园丁 , 母亲 是 一 名 保管 员 . 由 于 他 的 父亲 想 获 得 
一 份 稳定 的 工作 , 他 们 经 稼 搬家 , 但 他 的 父亲 最 终 也 只 是 一 名 旅馆 的 园丁 . 他 们 生 
活 在 Cheveley 的 一 个 小 村 庄 的 石屋 里 . 在 6~11 岁 之 间 ,Tutte 在 村 里 的 小 学 读书 . 
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鉴于 Tutte 在 竞赛 中 的 优秀 表现 , 他 在 10 岁 时 获得 奖学金 , 并 可 以 前 往 剑 桥 的 一 所 
学 校 读 书 . 他 的 父母 觉得 学 校 离 家 太 远 , 于 是 Tutte 被 留 在 家 中 . 但 是 , 第 二 年 他 再 
次 参加 了 考试 并 且 这 次 , 他 被 允许 去 剑桥 的 那 所 学 校 读书 , 尽管 他 每 天 要 往返 于 家 
和 学 校 之 间 . 

1935 年 , Tutte 进入 了 剑桥 大 学 三 一 学 院 学 习 . 在 那里 他 学 习 化 学 专业 , 并 继续 
攻读 化 学 专业 的 研究 生 , 而 且 还 写 了 两 篇 化 学 方面 的 论文 . 尽管 如 此 , 化 学 不 是 他 的 
RZ. 他 的 第 一 兴趣 是 数学 . Tutte 活跃 于 三 一 学 院 数 学 会 . 在 那里 他 过 到 了 3 名 
数学 专业 的 本 科 生 , Cedric Smith, R. Leonard Brooks 和 Arthur Stone; 他 们 成 为 了 
Tutte 的 终生 朋友 . 他 们 四 人 合作 一 篇 论文 , 应 用 电网 络 解 决 了 一 个 几何 问题 . 这 篇 
文章 成 为 该 领域 的 基础 参考 文献 

此 后 Tutte 的 学 术 生 涯 由 于 二 战 被 迫 中 渐 . 1941 年 1 H, Tutte 接受 他 导师 的 
邀请 , AES AA bd (英国 密码 破译 组 织 ) 工作 . 1941 年 10 A, Tutte 首次 接 
收 到 来 自 柏 林 代 号 为 Fish 的 一 组 机 器 代码 信息 . 在 当时 布 菜 切 利 的 密码 破译 者 中 ， 
Alan Turing 是 最 为 优秀 的 . 他 成 功 地 破译 了 Enigma 代码 的 海军 和 空军 版 本 , 但 唯 
独 对 陆军 版 本 无 能 为 力 . 基于 此 , 他 们 将 研究 重点 放 在 了 仅 用 于 陆军 的 Fish 代码 
E. Fish 代码 是 用 于 柏林 和 野战 司令 官 之 间 的 高 级 通讯 代码 . 仅仅 利用 代码 信息 的 
样本 , Tutte 便 发 现 了 产生 这 种 代码 的 机 器 结构 . Tony Sale, 一 个 最 早 描述 Tutte 及 
其 同事 工作 的 人 , 称 该 工作 是 “ 整个 战争 中 最 为 伟大 的 智力 壮举 ”. 

二 战 后 , Tutte 回 到 了 剑桥 大 学 , 开始 读数 学 系 的 研究 生 . 在 研究 生 期 间 , 他 发 
表 了 他 早期 研究 的 一 些 成 果 , 例如 图 包含 1 因子 的 刻画 (定理 8.10). 在 他 的 博士 论 
文中 , Tutte 复兴 了 一 门 数 学 , 即 我 们 现在 熟知 的 拟 阵 理 论 . 拟 阵 理论 通常 认为 是 由 
Hassler Whitney 引入 的 , 它 是 从 不 同 组 合 对 和 象 (TRA SHE) 抽象 出 来 的 . 

1948 年 ,Tutte 在 他 导师 Shaun Wylie 的 极 少 帮助 下 , 完成 了 剑桥 大 学 博士 学 
业 . 毕业 后 , Tutte 应 H. S. M. (Donald) Coxeter (1907—2003, 20 世纪 伟大 的 几何 学 
家 之 一 ) 的 邀请 前 往 多 伦 多 大 学 任教 . 在 多 伦 多 大 学 期 间 , Tutte 成 为 了 在 组 合 论 领 
域 杰出 的 学 者 之 一 . 1957 F, 加 拿 大 的 滑铁卢 大 学 成 并 . 五 年 后 , Ralph G. Stanton 
(滑铁卢 大 学 数学 系 主任 , 组 合 设计 领域 知名 学 者 ) 成 功 地 引进 Tutte 来 该 校 工作 . 
Tutte 的 到 来 是 确立 滑铁卢 大 学 声誉 的 一 个 主要 因素 . Tutte 于 1984 年 退休 , 之 后 
他 仍然 工作 在 图 论 和 离散 数学 的 相关 领域 . 1998 年, 在 他 出 版 的 著作 Graph Theory 
As I Have Known It}, Tutte 前 述 了 他 是 如 何 得 到 一 些 基础 结果 的 . Tutte 于 2002 
年 5 月 2 日 去 世 . 

图 8.7 给 出 了 某 些 包含 1 因子 的 3 正则 图 . 图 8.8 则 给 出 了 一 个 不 含 1 因子 的 
3 正则 图 . 尽管 图 8.8 所 示 的 图 含有 制 边 , 但 不 存在 不 含 割 边 且 也 不 含 1 因子 的 3 
EWK. 这 就 是 Julius Petersen 的 结果 , 通常 称 为 Petersen 定理 . 尽管 从 历史 上 ,该 
定理 早 于 定理 8.10, 但 利用 定理 8.10, 我 们 可 以 很 简单 地 给 出 证 明 . 
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定理 8.11 (Petersen 定理 ) 任 一 不 含 划 边 的 3 正则 图 都 包含 1 因子 . 

证 | [直接 证 法 ] 设 G 为 3 正则 无 割 边 图 , 5 为 V(G) 的 基数 为 大 > 1 的 子 集 . 
下 面 我 们 将 证 明 , G - S 的 奇 连通 分 文 数 ko(G 一 5) EZE ISI 看 G 一 5 没有 奇 连 
通 分 支 , 则 命题 显然 成 立 . 因此 , 我 们 可 以 假设 G- S 有 《之 1 个 奇 连 通 分 支 , 分 别 
为 G1,G2,… ,Ge. WX (1 <i< 8) ABS 中 顶点 和 Gi 中 顶点 的 边 构 成 的 集合 . 
HFG; 中 任 一 顶点 在 G 中 的 度 为 3, E G; 中 所 有 顶点 的 度 和 为 偶数 , 故 |X;| 为 奇 
数 . 因为 GREE, 所 以 对 于 任意 i (1 和 入 外 |Xi| 关 1, 进而 |Xi| > 3. 因此 , 连 
接 5 中 顶点 和 G 一 5 中 顶点 的 边 至 少 有 34 条 . 注意 到 S= k, A S 中 任 一 顶点 在 
G 中 的 度 为 3, 故 连 接 S 中 顶点 和 G- S 中 顶点 的 边 至 多 有 3k 条 . A, 


3ko(G — S) = 3 < 3k = 315)|, 


即 ko(G — S) < |S|. 由 定理 8.10, 图 G 包含 1 因子 . 


事实 上 , Petersen 证 明了 如 下 一 个 稍 强 的 结果 (证 明 留 作 习 题 ). 

定理 8.12 ” 任 一 至 多 含有 两 条 割 边 的 3 正则 图 包含 1 因子. 

从 图 8.8 中 的 图 五 我 们 可 以 看 出 , 定理 8.12 中 制 边 的 个 数 不 能 增加 到 3, 否则 
我 们 不 能 得 到 相同 的 结论 . 

E 3 正则 图 G 包含 1 因子 AEG ECER F A BEG 中 移 除 一 个 先 
匹配 ), 则 可 得 到 一 个 2 正则 图 H. Æ HEE 1NF Fp, Æ H EBR F 的 边 , 则 
得 到 的 图 Fs 本 身 即 为 1 因子 . 在 上 述 情形 发 生 , 则 G 包含 三 个 边 互 不 相交 的 1 因 
T. 由 此 , 我 们 可 以 引出 下 面 定 义 . 

”图 G 称 为 是 可 1 因子 分 解 的 (1-factorable), € G 有 1 因子 Fi, Fo, Fr, 
使 得 {E(F\), EB(2),…, E(F Æ E(G) 的 一 个 划分 . 此 时 , 我 们 称 G 被 因子 分 
解 (factored) 成 1 因子 Fi, Fo, Fo 这 些 1 因子 构成 了 G 的 1 因子 分 解 (1- 
factorization). 不 难 发 现 , G 的 任 一 条 边 必 属于 某 个 1 因子 . 由 于 任意 EF) < 
i S r) 均 为 完美 匹配 , 则 G 的 任 一 顶点 OSA, F 中 的 每 个 上 因子 的 恰 
好 一 条 边关 联 , 从 而 degcv =r, 这 就 意味 着 G 是 7 正则 的 . 因此 任 一 可 1 因子 分 
解 的 图 是 正则 的 , 反之 不 真 . 例如 , 图 8.8 中 的 图 五 是 3 正则 的 , 但 五 不 食 1 因子 . 
此 外 , 定理 8.11 仅 能 保证 不 含 制 边 的 3 正则 图 包含 1 AS. 

1884 年 , Peter Tait 在 一 本 书 中 注释 到 , 他 已 经 证 明了 , 任 一 个 3 正则 图 是 可 1 
因子 分 解 的 , 但 该 结果 在 没有 任何 限制 的 情形 下 并 不 正确 . Petersen 将 Tait 含糊 的 
注释 理解 为 : 任 一 不 含 割 边 的 3 正则 图 是 可 1 因子 分 解 的 . 然而 , 在 1898 年 Petersen 
证 明了 , 尽管 一 个 3 正则 图 不 含 制 边 , 也 并 不 意味 着 该 图 是 可 1 因子 分 解 的 . 他 给 出 
了 一 个 反例 , Petersen 图 是 3 正则 的 且 不 含 割 边 , 但 它 并 不 是 可 1 因子 分 解 的 . 

定理 8.13 Petersen g RAT 1 因子 分 解 的 . 
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证 ”|[ 反 证 法 | 假设 结论 不 成 立 , Petersen 图 PG 是 可 1 因子 分 解 的 . 那么 PG 
可 因子 分 解 成 3 个 1AF A, Fo, Fs. 因此 , RIR EFi) UE) 所 生成 (PG 的 ) 
子 图 五 是 2 正则 的 , 故 五 或 为 一 个 图 , 或 为 两 个 以 上 圈 的 并 . 男 一 方面 , AA PG 
的 最 小 图 长 为 5, 所 以 H = 2C5. 由 于 2C5 不 包含 1 因子 , 从 而 导致 了 矛盾 . m 


或 许 , 最 为 熟知 的 可 1 因子 分 解 图 是 偶数 阶 完 全 图 . 

定理 8.14 ”对 于 任 一 正 整 数 k, 完全 图 Ko 是 可 1 因子 分 解 的 . 

证 [直接 证 法 ] 由 于 上 = 1 k = 2 时 绪论 显然 成 立 , 我 们 假设 > 8. 8 
G = Kak, HF V(G) = {vo, v1, v2,-°+,var-1}. WW 41,v2,… ,v2k-1 是 正 (2k — 1) 
边 形 的 顶点 , 且 将 vo 放置 在 正 (2k 一 1) 边 形 的 中 心 , 用 直线 段 表 示 G 的 每 条 边 . 
设 rA 为 G 的 1 因子 ,人 它 是 由 边 vovi 以 及 所 有 与 vovi 垂直 的 边 构 成 , 即 v2v2k-_1， 
U3U2k—2,; ***, UkUk+1: 一 般 地 , 对 于 1 <i <2k-1, 8 F; Æ G1 ANT, EERW vovi 
以 及 所 有 与 vovi 垂直 的 边 构成 . 因此 , G 可 因子 分 解 成 为 1 因子 Fi, Fo, ee, Fok- m 


定理 8.14 的 证 明 给 出 了 Ko, 的 具体 的 1 因子 分 解 . 可 以 发 现 , 1 因子 Fe 可 通 
过 而 沿 顺 时 针 方向 旋转 角度 Qn /(2k — 1) 而 得 到 . P 沿 顺 时 针 方向 旋转 上 述 角度 
两 次 即 可 得 到 Fs, 依次 类 推 . 因此 , 上 述 证 明 中 的 1 因子 分 解 称 为 是 循环 因子 分 解 
(cyclic factorization). k = 3 时 ,Ke 的 1 因子 分 解 可 如 图 8.10 Bras. 


ka 
v; v, 
F, 
Uy 
v 4 OO U, 
NS 
v; 
F > 
4 
v, 


图 8.10 Ke 的 循环 因子 分 解 


在 定理 8.6 的 帮助 下 , 我 们 可 以 得 到 另外 一 类 可 1 因子 分 解 的 图 . 

定理 8.15 ”任意 了 正则 的 二 部 图 (r21) 是 可 1 因子 分 解 的 . 

证 (BRR) 设 G 为 > 正则 二 部 图 , 其 中 7 Sl. 由 定理 8.6, G 包含 一 个 和 完 
美 匹配 Mi. 因此 ,G 一 Mi 是 (7 一 1) 正则 的 . Ær > 2, WW G- Mi 包含 完美 匹配 M2. 
继续 上 述 过 程 , 应 用 7 次 定理 8.6 , 我 们 发 现 E(G) 可 被 划分 为 完美 匹配 的 并 , 从 而 
给 出 了 G 的 一 个 1 因子 分 解 . m 


类 似 地 , 图 G 的 2 正则 生成 子 图 称 为 是 G 的 一 个 2 因子 (2-factor). AYER 
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现 , 2 因子 的 任 一 连通 分 支 是 一 个 图 . 图 G 称 为 是 可 2 因子 分 解 的 (2-factorable), 
若 G 有 2 因子 A, Fz, Fe, 14 {E(A), E(Fo), © EP) am E(G) 的 一 个 划 
分 . 此 时 , 图 G 是 2k 正则 的 . 也 就 是 说 , 若 G 是 可 2 因子 分 解 图 , 则 存在 正 偶 数 r, 
使 得 G 是 7 正则 的 . 可 能 出 乎 大 家 的 意料 , Petersen 证 明了 该 命题 的 逆 也 是 正确 由 . 

定理 8.16 图 G 是 可 2 因子 分 解 的 当 且 仅 当 存在 某 个 正 偶 数 r, 使 得 G 是 7 
正则 的 . 

证 | [直接 证 法 ] 通过 观察 我 们 已 经 发 现 , 任 一 可 2 因子 分 解 图 是 7 正则 的 (r 
为 某 一 正 偶 数 ). 故我 们 只 需 证 明 充 分 性 即 可 . 设 G 是 7 正则 图 , 其 中 > = 2k, k 2 1. 
不 失 一 般 性 , 我 们 假设 G 是 连通 的 . 由 定理 6.1, G 是 Euler 的 , 因此 包含 一 条 Euler 
回路 C，( 当 然 , G 的 顶点 可 以 不 止 一 次 地 出 现在 C 上 . 事实 上 ,G 的 任 一 顶点 在 C 
EWE kX.) 

设 V(G) = {v1,v2,… ,vn}. 我 们 构造 二 部 图 H, 使 得 其 部 集 为 

U = {ui,u2,---, Un}, W = {wi, W2, +, Wn}, 

其 中 顶点 u 和 w 在 H 中 邻接 , SEC 上 v; KE vi 之 后 (1 <ij<n). 由 于 
G 的 任 一 顶点 在 C 上 出 现 k 次 , 因此 图 H $k EN. 由 定理 8.15, H in 1 A 
子 分 解 的 , 故 A 可 因子 分 解 成 下 个 1 工 因子 Fi, Pett Fk 

FARER, H 的 每 个 1 因子 F (1 < i 上) 均 对 应 着 G 的 一 个 2 因子 EF. 
不 妨 以 1 因子 FY 为 例 . 由 于 形 是 豆 的 一 个 完美 匹配 , 则 ECP) 是 五 中 由 上 大 条 边 
构成 的 独立 集 , 记 为 

E( FT) = {uw UaWig, ++, UnWin 上 

其 中 整数 iiiz ++, in 是 整数 1,2,…,n 的 重新 排列 , 且 对 任意 j (1 <j <n), ij Z. 
假设 i = 1, 则 1 因子 Fy 可 产生 一 个 图 COW: U1, Vi ,Vt Vi, = VL. At CO) 的 长 
度 为 n, 则 G 的 Hamilton BC 是 G 的 一 个 2 因子 . 若 CW 长 度 小 于 n, 则 存在 
H 的 某 个 顶点 ve, 使 得 w 不 在 图 CM 上 的 . 假设 is = L. 此 时 FY 可 产生 另 一 个 圈 
C) sup, vin, ++, vi, = Ve. 继续 上 面 的 操作 , 我 们 可 获得 一 族 顶 点 互 不 相交 的 圈 . 注 
意 到 , 该 圈 族 包含 H 的 任 一 顶点 仅 一 次 , 故 构 成 了 G 的 2 因子 F. 按 上 述 方法 , 由 
HH 的 1 因子 分 解 Fl, Fl, o, Fi 可 得 到 G 的 2 PP F, 2,……, Fe, BA BOR. m 


下 面 我 们 举例 说 明定 理 8.16, 考虑 4 正则 图 G S K222, 如 图 8.11(a) 所 示 . 不 
难 发 现 , G 的 一 个 Euler 回路 为 
| C : U1, U2, V3, U1, V4, U5, U6, V4, V2, U5, U3, V6; U1- 
由 于 V(G) = {u1,v2,---, ve}, 我 们 构造 二 部 图 H ( 见 图 8.11(b)), 其 部 集 为 U = 
{u1,U2,-*-, Ue} Al W = {wi, we,---, we}. AA vive, v2v3 是 C 上 的 边 , 所 以 uwo, 
u2w3 是 H 上 的 边 . 图 8.11(c) 所 示 为 H 可 能 的 1 Ao Fi, Fo, 其 对 应 的 G 的 
2 因子 分 解 如 图 8.11(d) 所 示 . 
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图 8.11 构造 4 正则 图 的 2 因子 分 解 


由 于 完全 图 Kzp+1(k > 1) 是 2k 正则 的 , HK Kons, 是 可 2 因子 分 解 的 . Ks, Ks, 
K7 的 2 因子 分 解 可 如 图 8.12 所 示 . 注意 到 , 不 仅 Ks, Ks, Kz 中 每 个 图 均 有 2 因子 
分 解 , 而 且 对 每 个 图 均 存 在 一 个 2 因子 分 解 , 使 得 其 中 每 个 2 因子 是 Hamilton 图. 
对 于 Ks 和 Ks, 这 一 情形 更 加 明显 . 图 G 的 一 个 Hamilton 因子 分 解 (Hamilto- 
nian factorization) 是 指 G 的 一 个 2 因子 分 解 , 且 满 足 该 分 解 中 所 有 2 因子 均 是 
Hamilton 图 . 图 G 称 为 是 可 Hamilton 因子 分 解 的 (Hamiltonian-factorable), 
Æ G 有 一 个 Hamilton 因子 分 解 . 下 面 我 们 将 证 明 , 对 于 任 一 奇数 n > 3, 完全 图 Kn 
是 可 Hamilton 因子 分 解 的 . 在 证 明 这 一 定理 之 前 , 我 们 先 来 看 几 个 关于 完全 图 的 注 
RE, 它们 将 对 该 定理 和 后 面 一 些 定理 的 证 明 很 有 帮助 . 


A 《<7 $ 


Ks 的 2 因子 分 解 Ks 的 2 因子 分 解 
天 7 的 2 因子 分 解 


图 8.12 K3, Ks, Kz 的 一 些 2 因子 分 解 
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对 于 图 G = Kn(n > 4), 其 顶点 集 为 V(G) = {v1, va ,vn}. PERR, G 包含 
Hamilton 图 C :v1,v2,… Un V1. 对 于 G 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 ww 和 vj( 当 然 它 们 
者 在 图 C E), 记 dc(vi,v;) 为 vi 和 wv; 在 图 C 上 的 距离 . 当 n ABR, dc (vi,v;) 
为 整数 1,2,---,n/2 中 之 一 ; 4 n 为 奇数 时 , dc (wi,v;) 为 整数 1,2,…,(n 一 1)/2 中 
之 一 . 在 讨论 Kn 的 构造 时 , 用 dc (wi,v;) 对 边 viv; 标号 很 有 用 . Gn > 3 为 奇数 ， 
WEE k (1< k< (n — 1)/2), G E n APSA kW; 奢 n 之 4 为 偶数 , 对 于 任意 
k (1 < k < (n — 2)/2), G RHA 条 标号 为 k 的 边 , n/2 条 标号 为 n/2 的 边 . 如 图 
8.13 所 示 , 我 们 给 出 了 Ka 和 Ks 中 所 有 边 的 标号 , 以 及 Ke 中 标号 为 1 或 3 的 边 . 
有 些 时 候 , 这 种 标号 方式 使 用 起 来 是 非常 方便 的 . 例如 , 由 Kn 构造 Kn+1 时 , 我 们 
来 用 的 办 法 是 增加 一 个 新 的 顶点 , 再 连接 该 顶点 到 Ka 的 所 有 顶点 . 此 时 , 我 们 只 需 
将 新 添加 的 边 标号 为 0 即 可 . 





图 8.13 “完全 图 的 边 标号 


定理 8.17 “对 于 任 一 整数 上 > 1 完全 图 Korpi 是 可 Hamilton 因 子 分 解 的 . 

证 [直接 证 明 ] S 1 < k <3, 定理 显然 成 立 . 下 面 假 设 太 > 和 4 KGS Koes, 
H = Koz, HP V(H) = {v1, v2,---, vor}, V(G) = V(A) U {vo}. 设 日 的 顶点 为 正 2k 
边 形 的 顶点 , H 的 边 为 连接 对 应 顶点 之 间 的 直线 段 ( = 4 时 , 如 图 8.14(a) 所 示 ). 
下 面 , 我 们 通过 H 的 Hamilton 路 已 来 构造 G 的 Hamilton 图 C, 具体 方法 如 下 : 
构造 H 的 Hamilton 路 P 开始 于 v1, v2, V2k,v3,v2k-1, 通过 “之 ”字形 路 线 到 达 顶 点 
w+l E P EA v — veky 路 , E P 的 每 条 边 或 平行 于 vive, 或 平行 于 vvo; 将 
顶点 vo 放置 在 正 2k 边 形 内 部 一 个 合适 的 位 置 , 连接 vo 到 v 和 vey, 即 可 得 到 G 
的 Hamilton Æj C (k = 4 时 , 如 图 8.14(b) Bras). 

注意 到 , 按 上 述 方法 构造 的 Hamilton A C 包含 如 下 的 边 : 对 0,1 ,天 一 1 中 
每 个 整数 , C 有 两 条 以 该 整数 标号 的 边 , C 有 一 条 标号 为 k 的 边 . 将 瑟 的 Hamilton 
路 沿 顺 时 针 方 向 旋转 角度 n/k, 即 可 得 到 H 的 一 条 新 Hamilton 路 P’, HP’ 5 P 
是 边 不 相交 的 . 显然 , 路 P' 是 一 条 v2 一 Uk+2 路 . 通过 连接 vo 到 ve 和 Uk+2, BE nJ 4 
到 G 的 一 条 与 C 边 不 相交 的 Hamilton E C'. 我 们 继续 上 述 操作 , 直到 构造 出 G 
Hy k 7+ Hamilton 图 , 这 大 个 Hamilton 圈 构 成 了 G 的 Hamilton 因子 分 解 . (完全 图 
Ke (k = 4) 的 Hamilton 因子 分 解 如 图 8.15 Bras.) 一 般 地 , 对 于 任 一 i(1 <i < k), 
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图 8.14 Ko 中 Hamilton 圈 的 构造 过 程 


GW i ^ Hamilton AA 
Vo, Vis Vi4 1; Ui-1, Vi+2; Vi-2;°°°; Vk+i4+1; Uk+i-1; Uk+i; vo, 


其 中 下 标 实 施 了 模 2k 的 运算 . = 





图 8.15 Ko 的 Hamilton 因子 分 解 


更 为 一 般 地 , 图 G 不 含有 薇 立 点 的 生成 子 图 F 称 为 是 G 的 因子 (factor). 图 
G 称 为 是 可 因子 分 解 (factorable) 为 因子 Fi, Fo, -:-, Fe, Æ {E(Fi), E(F2),……， 
E(F,)} 是 E(G) 的 一 个 划分 . 若 存 在 某 个 图 F, 使 得 每 个 因子 Fi S F, MP G 是 
可 F 因子 分 解 的 (FF-factorable). 不 难看 出 , 对 于 n MEIG, G 是 可 (n/2)K2 因 
子 分 解 的 当 且 仅 当 G 是 可 1 因子 分 解 的 ; G 是 可 C ATO SAMS G 是 可 
Hamilton 因子 分 解 的 . 

我 们 已 经 知道 , Ko 是 可 Hamilton 因子 分 解 的 (分 解 为 四 个 Hamilton K). 此 
Sh, 由 定理 8.16, 我 们 知道 Ko 是 可 2 因子 分 解 的 . 事实 上 , Ko 因子 分 解 为 Hamilton 
图 仅仅 是 Ko 一 种 类 型 的 2 因子 分 解 . 例如 , 3K3 是 Kg 的 另外 一 个 2 AF. 

例 8.18 图 Ko 是 可 3K3 因子 分 解 的 . 

Ee ”如 图 8.16 所 示 , 我 们 将 顶点 v1, vo, ---, vs 循环 地 放置 在 正 8 边 形 的 顶点 
处 , 将 vo 放置 在 正 8 边 形 内 部 某 个 适当 的 位 置 . Ko 的 一 个 3Ks 因子 Fi 如 图 8.16 
所 示 , 其 中 标号 为 0,1,2,3 的 边 各 有 两 条 , 标号 为 4 的 边 有 一 条 . 我 们 将 F 沿 顺 时 
针 方 向 旋转 角度 r/4 三 次 , 即 可 得 到 三 个 新 的 3Kas 因子 Fo, Fs, Fa, 从 而 得 到 Ko 
的 3Ks 因子 分 解 . Q 
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图 8.16 图 Ko 的 3Ks 因子 分 解 


下 面 的 问题 是 由 Thomas Kirkman 于 1950 年 提出 的 , 后 来 第 被 人 们 称 为 是 Kir- 
kman 女生 问题 (Kirkman’s Schoolgirl Problem): 

学 校 的 某 名 女 老 师 有 15 ZEA, KALMAR EAR PAA WE 

工作 . WFH, 要求 排 成 5 行 , 每 行 3 人 . 要 求 在 一 周 之 内 , 任意 两 个 女生 

排 在 同一 行 巡 还 的 次 数 不 超 过 一 次 . 问 : 是 否 能 够 找到 上 述 安 排 方 案 ? 

如 果 我 们 仔细 考虑 , 不 难 发 现 该 问题 可 改 述 为 : 是否 存在 Kis 的 5K3 因子 分 
解 ? 若 我 们 将 Kis 的 顶点 标号 为 这 些 女生 , WA 1,2,---,15, 则 下 表 给 出 安排 方案 . 

第 1 天 第 2 天 第 3 天 第 4 天 第 5 天 第 6 天 第 7 天 


{1, 2, 3} {1, 4, 5} {1, 6, 7} {1, 8,9} | {1, 10,11} | {1, 12,13} | {1, 14, 15} 
{4,8,12} | {2,9,11} | {2, 8, 10} {2,5,7} | {2, 12, 15} | {2, 5, 6} {2, 4, 7} 
{5, 10,14} | {3, 13,15} | {3, 12, 14} | {3, 13,14} | (3, 4, 6} {3, 9,10} | {3, 8, 11} 


{6, 9, 15} {6, 8, 14} {4,9,13} | {4,10,15} | {5, 8,13} | {4, 11,14} | {5, 9, 12} 
{7, 11, 13} | {7, 10,12} | {5, 11, 15} | {6, 11, 12} | {7, 9, 14} {7, 8,15} | {6, 10, 13} 
尽管 Kis 有 5K3 因子 分 解 , 但 可 以 证 明 , Kis 没有 循环 的 5Ks 因子 分 解 (很 难 
去 构造 这 样 的 因子 分 解 ). 从 图 8.16 中 , 我 们 可 以 看 出 Ko 是 可 3Ks 因子 分 解 的 . 因 
此 , 下 面 的 命题 是 正确 的 . 
9 个 女生 参加 4 天 的 道路 巡 远 , WH, 要 求 排 成 3 行 , 每 行 3 人 , BES 
两 个 女生 排 在 同一 行 巡 逻 的 次 数 不 超 过 一 次 . 我 们 可 以 给 出 满足 上 述 要 求 
的 安排 方案 . 
E n 阶 完 全 图 G 有 一 个 2 因子 分 解 , 且 其 中 每 个 2 因子 的 任 一 连通 分 文 均 为 
三 角形 , 则 对 于 某 个 正 整数 t, G 是 可 tK3 因子 分 解 的 . 从 而 , n= 3t. 由 于 G 中 任 
一 顶点 v 在 G 的 每 个 2 因子 中 的 度 均 为 2, 故 v 在 G 中 的 度 为 偶数 . 因此 ,n 一 1 
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是 偶数 , 从 而 n = 3t 是 奇数 , 这 就 意味 着 上 是 奇数 . 因此 , 存在 某 个 非 氏 整数, 使 
$ t= 2k +1, n = 6k +3. RG 是 可 (2k 十 1)Ks 因子 分 解 的 . 

一 个 n 阶 的 Kirkman 三 元 系 (Kirkman triple system) 是 由 一 个 基数 为 n 
的 集合 S, 和 5 的 三 元 子 集 ( 称 为 三 元 组 (triple)) K T, 以 及 了 的 一 个 划分 好 构 
成 , 且 满 足 如 下 性 质 : 

(1) S 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 属 于 了 中 唯一 的 三 元 组 ， 

(2) S 中 任 一 元 素 属 于 划分 好 的 每 一 元 素 的 唯一 的 二 元 组 . 
PERM, GATE n 阶 的 三 元 组 , 则 对 于 某 个 非 负 整数 k, n= 6k 十 3. 事实 上 ， 
存在 一 个 6k 十 3 阶 Kirkman 三 元 系 当 上 且 仅 当 存 在 一 个 Keks 的 (2k 十 1)Ks 因子 
分 解 . 1971 年 , Dijen Ray-Chaudhuri 和 Richard Wilson 给 出 了 n 阶 Kirkman 三 元 
系 存在 性 的 刻画 . 

定理 8.19 n(n 2 3) 阶 的 Kirkman 三 元 系 存 在 当 且 仅 当 n 三 3 (mod6). 

对 于 Ko, (k > 2), 由 于 Kor 是 (2k 一 1) 正则 的 , 故 Kok 不 是 可 Hamilton 因子 
分 解 的 . 但 由 下 面 定 理 可 以 看 出 ,K2k 的 因子 分 解 已 经 非常 接近 Hamilton 因 子 分 解 了 . 

定理 8.20 ”对 于 每 个 整数 有 > 1, 完全 图 Ka 可 因子 分 解 为 上 一 1 个 Hamilton 图 
和 一 个 1 AF. 

证 | 直接 证 法 | 由 于 大 = 1 和 上 大 = 2 时 , 结论 显然 成 立 .下 面 假设 之 3. 设 
G S Kor, 其 中 V(G) = {v0,01,--+, var}. & vv ,vok 是 正 (2k 一 1) 边 形 的 顶 
点 , 我 们 将 vo 放置 在 正 (2k 一 1) 边 形 的 中 心 位 置 , 同时 用 直线 段 连接 G 的 任意 两 
个 顶点 . 设 Gi 为 G 的 生成 子 图 , 其 边 集 为 (1) vovi 和 wovk+2，(2) 所 有 与 vov F 
行 的 边 ，(3) 所 有 与 vovk+2 平行 的 边 . BM Gi = Co. XIF 1 <i cg k—-1, & Gi 
AG 的 生成 子 图 , 其 边 集 为 (1) vovi 和 vvuk+i+1， (2) 所 有 与 vovi 平行 的 边 , (3) 所 
有 与 vovkti+1 平行 的 边 . PERM, WEE i < 2 上 一 1), Gi = Ca; BR 
了 边 VU1U2k—-1; V2U2kK—2,°°* > Uk—-1Uk+1, VOUK ZI, G 的 任 一 条 边 均 属于 某 个 子 图 Gi 
(1 <i <k — 1), 而 vrven—r, vover—a,--+, Uk—1Uk+1, VoUk TAA G 的 1 AF, 记 为 Ge. 


v1 V1 Vi U1 
v7 v 7 v2 U7 v2 vy a É 
vo vo VO v3 
"6 -7 va "° “N° 3 we <a 
U5 U4 U5 V4 U5 V4 Us VA 
G1 G2 G3 G4 


图 8.17 Kes 的 因子 分 解 
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习题 
8.17 “判断 图 8.18 所 示 的 3 正则 图 Gi, Go, Gs 


(a) 是 否 有 1 因子 ? 
(b) 是 否 可 1 因子 分 解 ? 


图 8.18 习题 8.17 的 图 


8.18 ”列举 一 个 不 食 1 因子 的 5 正则 图 . 

8.19 ”图 书 俱乐部 的 9 名 会 员 通过 每 周一 次 的 聚餐 来 讨论 上 周 他 们 看 过 的 书 . 聚餐 时 使 用 
TG AE RL. 拭 样 安排 每 次 的 位 置 术 能 使 得 一 个 月 之 内 (每 月 聚会 四 次 ) 任意 两 个 会 
Dit A eR EB EK IB? 

8.20 ”利用 在 定理 8.11 证 明 中 的 技巧 证 明定 理 8.12: 任 一 至 多 含 两 条 割 边 的 3 正则 图 包含 
1 因子 . 

8.21 利用 Tutte 天 于 图 有 1 因子 的 刻画 (BME 8.10), 证 明 : Kas 没有 1 AF. 

8.22 (a) WHH Petersen 定理 (定理 8.11) 可 被 推广 到 : GA G 不 含 割 边 , 且 任 一 顶点 的 

度 只 可 能 是 3 或 5 HEX 5 的 顶点 至 多 有 两 个 , 则 G 包含 1 因子 
(b) 说 明 (a) 中 的 结果 不 能 被 进一步 推广 , 即 构造 一 个 不 含 割 边 的 图 G, 使 得 GH 
包含 3 个 度 为 5 的 顶点 , 其 余 顶 点 的 度 为 3, 但 G 不 含 1 AF. 

8.23 DEAR: 硅 3 正则 图 的 所 有 制 边 均 位 于 同一 条 路 上 , 则 G 包含 1 因子 . 

8.24 证明: 任 一 不 含 割 边 的 3 正则 图 包含 2 因子 . 

8.25 证明: Cn x Ke(n > 4) 是 可 1 因子 分 解 的 . 

8.26 ”对 于 图 8.19 所 示 的 4 正则 图 G, 证 明 : 对 G 的 任意 2 因子 分 解 , 都 恰好 包含 一 个 2 
因子 , 使 得 该 2 因子 为 G 的 Hamilton 图 . 

8.27 ”如 图 8.11 所 示 , 图 G & Kz,2,2 被 2 因子 分 解 成 2 因子 Fi 2C3 和 Fo S Ce. 列举 
G S Ko22 WAT 2 因子 分 解 , 使 得 该 图 被 2 因子 分 解 成 2 因子 Fr 和 FS, 其 中 
Fe = Ce(i = 1,2). 利用 定理 8.16 的 证 明 方法 , 列举 G 的 一 条 Euler 回路 C* 以 及 由 
此 产生 的 2 因子 分 解 . 

8.28 设 G 为 6 正则 图 , 证 明 : £ G 包含 两 个 边 不 相交 的 1 因子 , 则 G 是 可 3 因子 分 解 的 . 

8.29 EBA: 对 于 任 一 正 侦 数 n, 完全 图 Kr 可 因子 分 解 成 Hamilton 路 . 
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图 8.19 “习题 8.26 的 图 G 


8.30 ”解决 下 面 27 个 女生 的 巡逻 问题 学 校 的 某 名 女 老师 有 27 名 女生 , 她 们 要 承担 学 校 
的 值 日 巡逻 工作 . KEH, 要 求 每 3 个 人 一 组 , 排 成 9 行 . 证 明 : 可 以 给 出 满足 下 述 
要 求 的 巡逻 方案 , WIZE 13 RZA, 任意 两 个 女生 排 在 同一 行 巡 他 的 次 数 不 超 过 一 次 . 
8.31 ”是 否 存在 Kr 的 2 因子 分 解 , 使 得 该 2 因子 分 解 的 所 有 2 因子 均 不 是 Hamilton 图 ? 
8.32 ” 是否 存在 Ko 的 2 因子 分 解 , 使 得 该 2 因子 分 解 中 任意 两 个 2 因子 都 不 同 构 ? 
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ER G 可 因子 分 解 成 子 图 Fi, Foree, Fh WEE, 任意 子 图 (AF) RA < 
i S k) 均 不 包含 孤立 点 且 是 G 的 生成 子 图 . BH, 我 们 将 继续 讨论 与 因子 分 解 相关 
的 一 些 概念 . 

称 图 G 可 分 解 (decomposable) 成 子 图 Hi, Ho, ---, Hk, 右 任 一 子 图 Hi(1 < 
i S k) APM, H {E(H1), (8H2),…, (Hx)} 是 B(G) 的 一 个 划分 . 此 时 , 子 图 
A; 并 不 要 求 是 G 的 生成 子 图 . SR, 看 每 个 Hi A G 的 生成 子 图 , 则 上 述 分 解 即 
是 G 的 因子 分 解 . BARTER TTA H, 使 得 Hi S A <i<k), WG H 分 解 
的 (H-decomposable), 对 应 的 分 解 是 一 个 互 分 解 (H-decomposition). 

涉及 上 述 概念 的 一 个 引 人 注 意 的 问题 是 ， 哪些 完全 图 K 是 可 Ks 分 解 的 ? 我 们 
对 该 问题 很 感 兴趣 . 为 了 保证 完全 图 Kn 是 可 Ks 分 解 的 , Kn 的 边 数 必须 可 被 3 整除 ， 
BN 3 可 整除 (3), 从 而 n(n 一 1)/6 为 整数 . 故 3 | nn 或 3 | (n 一 1). 进一步 分 析 , 由 于 
Kn 任 一 项 点 的 度 为 了 一 1 则 Kn 的 任 一 项 点 必须 位 于 (n 一 1)/2 个 三 角形 上 ,区 n 必 
为 奇数 . 这 就 是 说 nn = 3p( 对 于 某 个 奇数 p) 或 者 n = 3q + 1( 对 于 某 个 偶数 a). AT, 
对 于 某 个 整数 k, n= 6k 十 1 或 n= 二 6k 十 3, 即 nn 三 1 (mod6) 或 n 三 3 (mod6). 

一 个 n 阶 的 Steiner 三 元 系 (Steiner triple system) 是 由 一 个 基数 为 n 的 集合 
S, 以 及 S 的 三 元 子 集 ( 称 为 三 元 组 (triples)) KT fam, 上 且 满 足 如 下 性 质 : S 的 任 
意 两 个 不 同 的 元 素 属 于 了 中 唯一 的 三 元 组 . 不 难 发 现 , 存在 n 阶 Steiner 三 元 系 当 且 
仅 当 K 是 可 Ks 分解 的 . 因而 , 为 了 保证 n 阶 Steiner 三 元 系 存在 , 则 n = 1 (mod 6) 
或 n 三 3 (mod6). 1846 年 , Kirkman 证 明了 该 命题 的 道 同 样 成 立 . 
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定理 8.21 n > 3 阶 的 Steiner 三 元 系 存 在 当 且 仅 当 nn 三 1 (mod6) Xn = 
3 (mod 6). 

对 于 平凡 情形 , 由 于 Ks 显然 是 可 Ks 分 解 的 , 故 阶 为 3 的 Steiner 三 元 系 是 存 
在 的 . 第 一 个 有 趣 且 非 平 凡 情 形 为 Kz. 为 判断 Kz 是 否 是 可 Ks 分 解 的 , 我 们 采用 
如 下 方式 : $ v1, v2,-++,07 IE 7 边 形 的 顶点 , 任意 两 个 顶点 之 间 用 一 条 直线 段 连 
接 , 并 记 由 顶点 v, v, v4 构成 的 三 角形 为 HKE 8.20 所 示 ). 参考 上 节 中 类 似 问 
题 的 处 理 方法 , RIER A, 的 三 条 边 分 别 标号 为 1, 2, 3. 将 Ay 沿 顺 时 针 方 回旋 
转角 度 2x/7, 即 可 得 到 三 角形 Ho. 重复 上 面 的 操作 , 我 们 即 可 得 到 Kr 的 Ks 分 解 
从 K7 的 Ks 分解 中 , 我 们 已 经 获得 来 日 于 集合 {1,2,…,7} 的 一 个 7 阶 Steiner 三 
元 系 , 如 下 所 示 : 

{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}. 
该 K; 分 解 称 为 是 Kr 的 循环 分 解 (cyclic decomposition). 


y 
] © O 
1 O 1 OO O O 
3 ， Q 
H wo ron H, H, 和 
O O 
u O v 
O O 
O © O O 
H, H, H, H, 
o © 9 O O 
O O O O O 


图 8.20 Ky 的 循环 Ks 分 解 


Steiner 三 元 系 是 以 Jakob Steiner 来 命名 的 . 1796 年 3 月 18 日 , 他 出 生 于 刑 十 
的 Utzenstorf. Steiner 是 农民 夫妇 的 儿子 , 一 直到 他 14 岁 还 没有 读 过 书 . 在 随后 的 
4 年 里 , 他 的 数学 天 赋 得 到 了 人 们 的 承认 . 因此 , 在 18 岁 时 , 他 被 允许 到 瑞士 一 所 很 
有 声望 的 学 校 读书 , 尽管 这 违背 了 他 父母 的 意愿 1818 年 , Steiner 进入 了 海德 堡 大 
学 , 在 此 他 开设 数学 方面 的 私人 课程 . 1821 年 , 他 前 往 柏林 大 学 , 旦 继续 依靠 教 书 维 
持 生 计 . 在 柏林 期 间 , 他 结识 了 Niels Abel( 阿 见 尔 群 以 他 命名 )，Carl Jacobi( 雅 可 比 
行列 式 以 他 命名 ) 和 August Crelle. 

在 那个 时 代 , 尽管 August Crelle 并 不 像 男 外 两 名 数学 家 那样 才华 横 洲 、 那 样 
著名 , 但 他 仍然 对 数学 作出 了 重要 贡献 . Crelle 是 一 名 非常 狂热 的 数学 家 , 他 有 很 好 
的 组 织 天 赋 和 人 们 公认 的 数学 能 力 ，Crelle 全 身心 地 投入 数学 , 他 擅长 发 现 别人 的 
数学 能 力 ，1826 年 Crelle 创办 了 一 份 纯 数学 杂志 ( 通 沼 也 称 为 是 Crelle’s Journal), 
4 Fj Journal fiir reine und angewandte Mathematik (该 杂志 依然 存在 ). 1826 年 之 前 ， 
其 他 的 数学 杂志 一 般 报道 在 学 术 和 学 会 会 议 消息 , 而 Crelle’s Journal] BFR. 
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Crelle 全 面 负 责 杂 志 工 作 , 并 担任 前 52 卷 的 总 编辑 . 

Crelle 意识 到 Abel 研究 工作 的 重要 性 , 在 他 杂志 的 第 一 卷 中 便 刊 登 Abel 的 
关于 五 次 方程 根 式 不 可 解 性 的 证 明 . Steiner 也 是 该 杂志 第 一 卷 的 主要 投稿 者 . 除了 
Abel 和 Steiner, 其 他 一 些 数学 家 也 是 通过 在 该 杂志 上 发 表 第 一 篇 文章 而 使 他 们 的 
早期 工作 非常 著名 , 包括 Lejeune Dirichlet 和 August Mobius. 事实 上 , Möbius 的 儿 
平 所 有 的 研究 成 果 痢 发 表 在 Crelle’s Journal. 

Kirkman 三 元 系 比 Steiner 三 元 系 的 要 求 更 为 苛刻 . EEE 8.21, # n = 1 (mod 6), 
W n > 7 阶 的 Steiner 三 元 系 是 存在 的 ; 但 这 些 都 不 是 Kirkman 三 元 系 , 因为 
n = 3 (mod6) 是 Kirkman 三 元 系 存在 的 必要 且 充 分 条 件 , 参见 定理 8.19. Kirk- 
man 的 首 篇 文章 发 表 于 1846 年 . 在 这 篇 文章 中 , Kirkman 解决 了 早年 出 现在 女士 
和 绅士 的 日 记 中 的 一 个 问题 , 即 Steiner 三 元 系 的 存在 性 被 验证 了 (定理 8.21). $ 
人 奇怪 的 是 , 这 篇 文章 比 Steiner 在 Crelles Journal 发 表 的 一 篇 相关 文章 早 了 七 年 ， 
Steiner 在 他 的 文章 中 间 到 , 是 否 存在 这 样 的 一 个 系统 ( 即 Steiner 三 元 系 )? 尽管 
Kirkman 的 工作 先 于 Steiner, 但 这 个 三 元 系 是 以 Steiner 命名 的 ,而 不 是 以 Kirk- 
man 命名 的 . 事实 上，Kirkman 考虑 Hamilton 圈 的 概念 也 先 于 Hamilton. 这 就 是 
Kirkman 的 命运 . 

1806 年 3 H 31 H, Thomas Penyngton Kirkman 出 生 于 英国 的 Bolton. S&F 
Kirkman 的 父亲 并 不 想 让 他 去 读 大 学 , 但 他 还 是 进入 了 爱尔兰 的 都 柏林 三 一 学 院 . 
1835 Æ, Kirkman 回 到 了 英国 , 并 加 入 了 英国 国教 . 1839 年 , 他 成 为 了 Lancashire 
HB Southworth 教区 的 一 名 教区 牧师 . 在 这 一 岗位 上 , 他 度 过 了 52 年 . SAR AREY 
Thomas Kirkman 对 数学 的 兴趣 日 益 变 得 浓厚 . 他 在 组 合 论 、 四 元 数 、 几 何 学 和 纽 
结 理论 上 都 作出 了 很 多 贡献 , 尽管 他 最 被 人 们 记得 的 是 他 的 那个 女生 问题 . 1895 年 
2 H 4 H, Kirkman 在 英国 Bowdon AHH. 

分 解 问题 的 另外 一 种 重要 类 型 涉及 到 树 . 1967 4F, Gerhard Ringel 猜想 ; 4 T 
为 边 数 为 大 的 树 , 则 Kong 是 可 工分 解 的 . 这 个 猜想 至 今 没 有 被 解决 , 但 它 与 为 外 
一 个 猜想 相关 . 

设 G 是 阶 为 n 且 边 数 为 m 的 图 . 一 一 映射 f:V(G) 一 {0, 1, 2, ---, nN 
G 的 优美 标号 (graceful labeling), 若 诱导 的 边 标号 f E(G) 一 { 2,…, mH 
为 一 一 映射 , 其 中 , 对 于 G 每 条 边 e = w, 

f(e) = |f(u) — Fœ). 
f 的 补 标号 (complementary labeling) 定 义 为 g: V(G) 一 {0, 1, 2,…, m}, 其 中 ， 
对 于 任意 veEV(G), g(v) = m— f(v). 因此 , 对 应 于 补 标号 o 所 诱导 的 边 标 与 为 : 对 
F e = w, 


g'(e) = |g(u) — g(v)| = \(m — f(u)) - (m - F(v))| = If) — fo) = F (e). 
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WU, Æ fen 阶 图 G 的 优美 标号 , 则 其 补 标号 9 也 是 优美 标号 . 拥有 优美 标号 的 
图 G 称 为 是 优美 图 (graceful graph). 

图 8.21 给 出 了 5 个 优美 图 , 其 中 包括 完全 图 Ks 和 Ka, É 
其 优美 标号 可 如 下 所 示 : 


. 这 5 个 图 连同 








图 8.21 ” 优 关 图 


然而 , 同样 存在 很 多 图 , 和 它们 不 是 优美 的 . 

Hj 8.22 BCs 不 是 优美 图 . 

E 设 互 兰 Cs( 如 图 8.22(a) Bras). 假设 结论 不 成 立 , 即 五 是 优美 的 . 则 存在 
优美 标号 f:V(A) 一 {0,1,2,3,4,5}. 由 于 五 的 某 条 边 在 诱导 的 边 标号 中 标号 为 
5, 则 五 中 存在 两 个 标号 分 别 为 0 和 5 的 邻接 顶点 . 

H 中 标号 为 4 的 边 仅 可 能 存在 下 面 两 种 情形 : 与 其 关联 顶点 的 标号 或 为 0 和 
4, 或 为 1 和 5. 因为 f 或 其 补 标号 必 有 其 一 可 使 得 这 对 邻接 的 顶点 标号 为 0 和 4 
所 以 我 们 可 以 假设 五 的 5 个 顶点 中 , 3 个 顶点 的 标号 情形 可 如 图 8.22(b) Bras. 由 
于 已 经 存在 一 条 标号 为 4 的 边 , BOR w 不 能 标号 为 1. ae 的 标号 为 1, 则 ww 必 
须 标 2 或 3, 无 论 是 哪 种 标号 均 不 能 构成 A 的 优美 标号 . 因此 , x 和 w 中 必 存 在 一 
个 标号 为 2 的 顶点, 一 个 标 写 为 3 的 项 点. 然而 , 这 也 不 能 构成 H 的 优美 标号 .9 





图 8.22 例 8.22 的 图 五 


图 8.21 中 最 右边 的 图 是 树 , 不 难看 出 它 是 一 个 双星 图 . 图 中 给 出 的 标号 表明 ， 
该 树 是 一 个 优美 图 . 事实 上 , 关于 树 有 一 个 著名 的 猜想 , 它 归 功 于 Gerhard Ringel 和 
Anton Kotzig. 

猜想 8.23 ”任意 树 是 优美 的 . 
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若 猜 想 8.23 是 正确 的 , 则 对 于 任意 n 阶 树 T, 存在 优美 标号 f: VT) 一 
{0,1,2, -n 一 1}， 显 然 ,该 标号 必 为 双 射 函数 .对 该 猜想 的 兴趣 在 于 :该 猜想 
的 正确 可 推出 Ringel 的 一 个 早期 分 解 猜想 的 正确 . 它们 之 间 的 关系 是 由 Alexander 
Rosa 建 江 的 . : 

定理 8.24 BT AURA ROKER, 则 Kori 是 可 工分 解 的 . 

证 ” [直接 证 法 ] AFT 是 优美 树 , 则 存在 优美 标号 f :V(T) 一 {0,1,2,---, kf. 
i V(T) = {oov obj 对 于 0 <S i< k, 我 们 可 以 假设 fu) =i. 了 诱导 的 边 标号 
将 标号 1,2,…, 上 分 配给 工 的 每 条 边 . KG = Korg, 其 中 V(G) = {v0, u1,---, var}. 
S G 的 顶点 为 正 (2k + 1) 边 形 的 顶点 , 用 连接 两 顶点 之 间 的 直线 段 表 示 G 的 每 条 
边 . PER, T 是 G 的 一 个 子 图 , 其 中 对 每 个 整数 i (1 < i < k) 了 有 一 条 标号 为 
i 的 边 . 将 T 沿 顺 时 针 方 向 旋转 角度 2x/ (2k + 1), 共 操 作 2k 次 便 可 得 到 与 工 同 构 
的 2k 十 1 个 树 , 从 而 构成 了 Kons 的 循环 工分 解 . 


为 了 阐述 定理 8.24 的 证 明 , 我 们 考虑 图 8.23 中 的 树 T, 其 优美 标号 如 图 所 示 ， 
在 图 GS Ko 中 , AMT T 的 子 图 Ti 也 可 如 图 8.23 所 示 . 同 构 与 了 的 另 一 个 子 图 
Ts( 其 边 由 虚线 标记 ) 可 以 由 T, 沿 顺 时 针 方向 旋转 角度 2r/9 获得 


vo 





图 8.23 Ko 的 一 个 循环 T 分解 


习题 

8.33 WEH: 图 K222 不 是 可 Kia 分 解 的 . 
8.34 fet Kz 的 Ps 分解. 

8.35 ”判断 Ce 和 Cs 是 否 是 优美 的 . 

8.36 ”判断 图 8.24 中 的 图 是 否 是 优美 的 . 


N DA Bx 


图 8.24 Yel 8.36 的 图 
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8.37 ”对 于 图 8.25 中 的 树 T, 证 明 Kii 是 可 工分 解 的 . 


OY 


图 8.25 “习题 8.37 的 树 


8.38 WG 是 边 数 为 m 的 优美 图 . WEH: Kzm+3 可 被 分 解 成 G 的 2m 十 3 个 描 由 和 Komis 
的 一 个 Hamilton W. 


8.4 ”延伸 阅读 : 立即 疡 游戏 


打开 包装, 可 以 看 到 这 扒 木 块 的 每 一 便 上 都 有 四 种 不 同 的 颜色 . 你 可 能 从 

来 没有 看 到 过 , 或 曾经 看 到 过 这 种 情形 出 现 . 现在 , 我 们 将 这 推 木 块 打 乱 并 

重新 推 放 , 使 其 每 侧 再 次 出 现 四 种 不 同 的 颜色 . 

上 面 这 段 说 明 出 现在 一 个 包装 盒 的 说 明 书 上 , 盒 内 由 四 个 多 色 立 方块 构成 了 一 
个 名 为 立即 疯 游 戏 的 智力 玩具 , 这 种 玩具 是 Hasbro 公司 (一 个 开发 玩具 和 游戏 的 公 
司 ) 的 产品 . 每 个 立方 块 的 每 个 面 都 被 涂 上 红 (R)、 蓝 (B), 绿 (G)、 黄 (Y) 四 种 颜 
色 中 的 一 种 . 这 个 智力 玩具 的 最 终 目的 是 将 苹 方 块 堆放 成 图 8.26 中 的 形状 , 一 个 立 
方 体 在 另 一 个 的 上 面 , 使 其 每 侧 上 出 现 所 有 四 种 不 同 的 颜色 . 


LS <— 立方 体 #4 


Ei <— 立方 体 #3 


下 一 立方 体 江 2 
e WHRKHI 





图 8.26 ”四 个 立方 体 的 一 种 堆放 方法 


在 说 明 书 的 背面 写 着 : 想 放弃 吗 ? 并 且 提 供 了 一 种 解决 方案 . 在 读 了 所 有 内 容 
以 后 , 我 们 可 能 会 被 吓 倒 . 事实 上 , 在 试图 解决 该 问题 之 前 , 我 们 可 能 已 经 被 告知 这 
未 必 能 够 成 功 . 下 面 让 我 们 计算 一 下 四 个 立方 体 可 能 的 堆放 方式 . 

我 们 先 选择 一 个 立方 体 (将 称 它 为 第 一 个 立方 体 ), 将 其 放置 在 桌子 上 . 我 们 不 
难 发 现 , 第 一 个 立方 体 的 放置 方式 有 三 种 , 主要 根据 哪 两 个 对 立 面 是 立方 体 的 顶 面 
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和 底面 , 这 些 面 是 被 “隐藏 的 ” 面 . 选择 其 余 四 个 面 中 的 一 个 面 作为 前 侧 . 现在 将 第 
二 个 立方 体 放 到 第 一 个 的 顶部 , 则 它 的 六 个 面 中 任 一 面 都 可 被 选 来 放 在 第 一 个 立方 
体 前 侧 的 正 上 方 ,而 且 可 以 采用 四 种 方法 来 放置 (通过 旋转 ). 也 就 是 说 ,有 6x4=24 
方法 来 将 第 二 个 立方 体 放置 到 第 一 个 的 顶部 . 因此 , 将 四 个 立方 体 像 这 样 一 个 接 一 
个 堆放 在 一 起 的 方法 有 3 x (24)3 = 41 472 种 . 假若 只 有 了 唯一 的 方法 来 堆放 这 些 立 
方 体 , 使 得 每 侧 出 现 所 有 的 四 种 颜色 , 那么 使 用 反复 试验 的 方法 来 解决 问题 似乎 有 
些 令 人 泄气 , 并 且 很 可 能 导致 …… 立即 疯 . 

图 论 可 以 帮助 我 们 解决 这 个 丈 手 的 难题 .现在 让 我 们 来 看 看 这 个 问题 该 怎样 
解决 . 为 了 这 个 目的 , 我 们 找到 一 种 表示 立方 体 及 其 各 个 面 上 颜色 的 方法 . 这 对 解 
决 该 问题 是 非常 有 帮助 的 , 如 图 8.27 所 示 . 


AAA 
“Ue 


图 8.27 “立方 体 的 六 个 面 





Ti, 我 们 给 出 一 个 例子 . 
例 8.25 考虑 图 8.28 中 的 四 个 多 名 立方 体 . 


B 
SGlRla 引 加 了 alg [elviay le 
R R B 


LFH LAH AN3 AIHA 
图 8.28 “立即 疯 游 戏 中 的 四 个 立方 体 


解 “对 于 图 8.28 中 的 每 个 立方 体 , 我 们 构造 一 个 阶 为 4 BWA 3 的 多 重 图 
(允许 有 环 ) 与 其 相对 应 . 每 个 多 重 图 的 顶点 集 是 由 四 种 颜色 {R, B, G, Y} 构 成 , 2 
色 ci 和 co 之 间 存 在 一 条 边 (可 能 ci = ca), Aa 和 cz 出 现在 两 个 对 立 面 上 . BRA 
颜色 cl 和 co 出 现在 两 对 (或 三 对 ) 对 立 面 上 , 则 多 重 图 有 两 (或 三 ) 条 连接 顶点 cl 
和 ca 的 平行 边 . 如 果 cl = co, 那么 在 ck 上 有 一 个 环 . 图 8.28 中 的 立方 体 对 应 的 多 
重 图 可 如 图 8.29 所 示 . 

构造 一 个 4 阶 的 复合 多 重 图 M, 其 顶点 集 为 {R, B, G, Y}, 其 边 集 是 图 8.29 
中 的 四 个 多 重 图 边 集 的 并 , 共有 12 条 边 . 为 了 辨别 M 中 哪些 边 来自 于 立方 体 #1 
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WH AHI 立方 体 ##2 WH AHS Wy BHA 


图 8.29 i) 8.25 中 的 四 个 多 重 图 


(i = 1,2,3,4), 我 们 将 这 些 边 用 i 标号 . 通过 图 8.29 中 的 四 个 多 重 图 构 舍 而 得 多 重 
图 M 可 如 图 8.30 Bras. 





图 8.30 例 8.25 中 复合 的 多 重 图 


现在 , 让 我 们 暂时 停 下 来 , 回顾 一 下 我 们 正在 探索 的 问题 . 我 们 的 目的 是 将 四 
个 立方 体 登 放 在 一 起 , 使 得 每 侧 都 出 现 所 有 四 种 不 同 的 颜色 . 当然 这 四 种 颜色 必定 
同时 出 现在 这 堆 立 方 体 的 前 侧 及 后 侧 . 如 果 立 方 体 #i (i = 1,2,3,4) 前 面 的 颜色 是 
ci, 其 背面 (在 这 堆 立 方 体 的 后 面 ) 的 颜色 是 cz, 那么 在 多 重 图 M E, 必定 有 一 条 标 
号 为 i 的 边 连 接 cl 和 cz. 大 cl = cz 则 在 顶点 a 上 必 有 一 个 标号 为 i 的 环 . 由 于 
每 种 颜色 在 这 堆 立 方 体 的 前 侧 和 后 侧 均 恰 好 出 现 一 次 , 则 M 必 存 在 一 个 2 正则 多 
重生 成 子 图 M'( 为 一 个 2 因子 ), BM 中 标号 为 1, 2, 3, 4 的 边 各 有 一 条 , 其 中 一 个 
环 对 度 的 贡献 为 2. 类 似 地 , 对 应 于 这 堆 立 方 体 的 右 侧 和 左 侧 , 存在 M 的 一 个 2 JE 
则 多 重生 成 子 图 M", 其 边 集 与 M' 的 边 集 不 相交 . 基于 以 上 观察 , 我 们 找到 了 两 个 
边 不 交 的 2 正则 多 重生 成 子 图 , 并 且 每 个 子 图 中 标号 1, 2, 3, 4 的 边 各 有 一 条 . 如 果 
这 样 的 一 对 多 重子 图 不 存在 , 那么 该 问题 无 解 . 如 果 M, M" 存在 , 它们 就 可 被 用 
来 解决 上 述 问题 . 即 , 可 以 恰当 地 堆放 这 些 立方 体 . 任意 2 正则 多 重生 成 子 图 必定 
是 图 8.31 所 示 的 17 个 多 重 图 之 一 

再 回 到 例 8.25, 我 们 可 以 看 出 图 8.30 中 的 多 重 图 M 包含 两 个 边 不 相交 的 2 E 
则 多 重生 成 子 图 M 和 M", 每 个 多 重 图 的 边 被 标号 为 1, 2, 3, 4( 如 图 8.32(a) 所 示 ). 
LER M 对 应 着 这 堆 立 方 体 的 前 侧 和 后 侧 ，M” 对 应 着 右 侧 和 左 侧 ，( 如 有 必要 ， 
可 对 换 M' 和 M”) 为 了 堆放 立方 体 , 我 们 给 M' 和 M" 的 每 个 连通 分 支 中 的 每 条 
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图 8.31 17 个 2 正则 多 重生 成 子 图 


R É B Row! 2_oB 
(b) D’ `~ l D” Sx 
2 
300 Y G Y G 


图 8.32 i] 8.25 中 的 两 个 2 正则 多 重生 成 子 图 


边 一 个 定向 , 即 可 得 到 一 个 有 向 圈 . 因而 , 我 们 得 到 了 两 个 (有 问 ) 多 重 图 D A D”, 
如 图 8.32(b) 所 示 . 

借助 于 图 8.32(b) 中 (有 向 ) 多 重 图 D 和 D”, 我 们 便 可 以 堆放 这 些 立 方 体 了 . 
由 于 在 M’ 中 , 弧 (G, B) 标号 为 1, 我 们 放置 立方 体 #1 使 得 绿色 出 现在 前 侧 , 监 色 
出 现在 后 侧 . 由 于 在 M” 中, 弧 (G, R) 标号 为 1, 我 们 旋转 这 个 立方 体 (保持 绿色 在 
前 , 蓝 色 在 后 ) 直到 绿色 出 现在 右 侧 , 红色 出 现在 左 侧 . 我 们 用 同样 的 方法 堆放 其 余 
=P TTR + BE! 难题 就 这 样 被 成 功 地 解决 了 (如 图 8.33 所 示 ). Q 

这 个 问题 是 由 Fredrick Schossow 于 1900 年 构想 的 , 他 在 木 块 的 表面 上 放置 了 
四 套 扑克 牌 ( 红 桃 、 方 片 、 梅 花 、 黑 桃 ). 在 第 一 次 世界 大 战 时 期 , 他 又 提出 了 该 问 
题 的 另 一 种 版 本 , 即 用 同盟 国 的 国旗 来 装饰 木 块 的 面 . 1900 年 , 这 个 问题 银 称 为 
挑 近 高手 . 然而 , 对 于 该 问题 人 们 最 为 熟悉 且 最 流行 的 版 本 是 基于 Franz (Frank) 
Armbruster 在 1965 年 中 期 设计 的 智力 玩具 , 它 由 四 个 塑料 立方 体 组 成 , 每 个 立方 体 
的 每 面 涂 有 一 种 颜色 .( 那 时 采用 的 颜色 是 红 、 蓝 、 绿 、 日 .) 

1960 年 , Frank Armbruster 开始 担任 教育 顾问 . 在 从 事 教 学 工具 设计 的 工作 中 ， 
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图 8.33 Pi] 8.25 中 问题 的 解决 方案 


他 发 现 教 学 工具 和 游戏 之 间 存 在 着 类 似 的 地 方 . 特别 地 , 如 果 将 游戏 的 规则 按照 诛 
题 的 规定 来 制定 , 那么 游戏 也 可 以 达到 很 好 的 教学 效果 . 每 个 游戏 都 有 一 套 规则 , 以 
及 目标 和 实现 目标 所 需要 把 握 的 机 会 . 

Armbruster 在 其 一 生 的 大 部 分 时 间 里 都 热衷 于 智力 玩具 , 并 于 1965 年 开始 设 
计 用 作 教 学 工具 的 游戏 .他 认为 立即 疯 游 戏 非常 有 助 于 高 中 水 平 的 置换 和 组 合 教 
学 . 起 初 , 立方 体 是 用 木材 制作 的 . 考虑 到 木 块 的 纹理 会 给 解 题 者 无 意 的 暗示 , 他 开 
始 采 用 塑料 来 制作 立方 体 . 找到 一 个 将 这 些 塑 料 立 方 体 堆放 在 一 起 的 方法 , 并 适当 
地 放置 它们 的 六 个 面 , 这 显然 是 个 很 大 的 挑战 . 最终, Armbruster 设计 出 一 种 方法 
解决 了 上 述 问题 , 这 种 智力 玩具 便 随 之 问世 . 在 旧金山 ,， Armbruster 与 Macy 公司 
的 代表 共 进 午餐 , 并 讨论 了 他 的 方案 , 这 就 是 这 种 智力 玩具 进军 商业 的 开始 . 

这 个 著名 的 智力 玩具 立即 疯 游 戏 的 第 一 个 版 本 被 授权 给 Parker 兄弟 游戏 公司 . 
1966 到 1967 年 期 间 , 立即 疯 游 戏 的 销量 超过 了 一 干 两 百 万 , 比 棋盘 类 玩具 Monopoly 更 
为 畅销 . 作为 年 度 玩具 销量 的 冠军 , CERAT 1966 年 的 亩 尼斯 记录 大 全 . 然而 ， 
Armbruster 依然 是 一 名 教育 家 , 尽管 他 因为 知 力 玩具 立即 疯 游 戏 而 闻名 . 作为 一 名 
讲师 , 他 在 洛克 希 德 公司 工作 了 15 F. 在 此 期 间 , 他 不 断 地 开发 新 的 训练 方法 , 继 
续 设 计 具 有 教育 意义 的 玩具 、 游 戏 和 智力 问题 . 
习题 
8.39 ”解决 图 8.34 所 示 的 立即 疯 游 戏 问 题 , 并 给 出 

(a) 每 个 立方 体 对 应 的 多 重 图 ， 
(b) 这 些 立 方 体 对 应 的 复合 多 重 图 


(c) 前 后 侧 对 应 的 多 重生 成 子 图 与 左右 侧 对 应 的 多 重生 成 子 图 ， 
(d) 解决 方案 . | 


8.40 ”解决 图 8.35 所 示 的 立即 疯 游 戏 问题 , 并 给 出 类 似 于 习题 8.39 中 的 (a)~(d). 
8.41 ”解决 图 8.36 所 示 的 立即 疯 游 戏 问题 ， 并 给 出 类 似 于 习题 8.39 中 的 (a)~(d). 
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Rly|B|B YiGlple 
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i Pe 立方 体 # 立方 体 #3 立方 体 机 
图 8.34 ”习题 8.39 PAJER 


R B 
BYslel lriclvls 
B B| B 


立方 体 #1 WA H2 WA AHS 立方 体 #4 
图 8.35 “习题 8.40 中 的 立即 疾 洲 戏 问 题 


W. fa OE es W. oy a W. EN 
图 8.36 “习题 8.41 中 的 立即 疯 游 戏 人 问题 


8.42 证明: 图 8.28 中 的 立方 体 可 用 不 同 于 图 8.33 中 所 示 的 方式 堆放 , 使 得 每 侧 出 现 所 有 
的 四 种 颜色 . | 


8.43 AE ET SAAR, 使 得 每 个 立方 体 出 现 所 有 的 四 种 颜色 , 并 使 其 对 应 
的 立即 狗 话 戏 问题 无 解 . 


8.44 ”构造 一 套 有 四 个 多 色 立 方 体 的 猴 置 , 使 得 每 个 立方 体 出 现 所 有 的 四 种 颜色 , 并 使 其 对 
应 的 立即 锋 游 戏 问题 有 唯一 解 . 


8.5 ”延伸 阅读 : Petersen 


1839 年 6 H 16 E, Peter Christian Julius Petersen 出 生 于 丹麦 的 Sorø. 少年 
HTHH, Petersen 在 一 家 私立 学 校 读书 . 后 来 , 他 进入 了 由 丹麦 国王 Petersen -HF 
1586 年 创办 的 Sore 学 院 . 

由 于 他 的 父亲 支付 不 起 昂贵 的 学 费 ,1854 年 , Petersen 离开 学 校 , HA CHA 
MT] L. 在 他 的 叔叔 去 世 时 , Petersen 获 赠 了 足够 的 钱 , 于 是 他 到 哥本哈根 工学 院 重 
新 开始 了 学 业 . 1858 年 Petersen 就 已 经 出 版 了 一 本 关于 对 数 的 书 . JS Petersen 
于 1860 年 通过 了 全 国 工程 学 初级 考试 , 但 他 还 是 决定 在 大 学 里 研究 数学 , 而 不 是 继 
续 工 程 学 的 学 习 . 此 时 , 他 叔叔 留 给 他 的 钱 已 被 花 光 , 因此 Petersen 到 一 所 私立 学 
校 谋取 一 份 教师 工作 . 接 下 来 的 几 年 里 ,， Petersen 承担 着 繁重 的 教学 任务 , FAAS 
WS, 成 了 家 , 但 他 仍然 刻 特 研究 数学 . 
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1866 年 ,Petersen 获得 数学 教师 资格 . 在 作为 中 学 教师 期 间 , Petersen 认识 到 几 
何 推理 的 重要 性 , 也 意识 到 目 己 在 编写 教科 书 方面 所 具有 的 才能 . 事实 上 , 他 在 19 
世纪 60 年 代 编 写 了 五 本 教科 书 , 都 是 关于 几何 方面 的 . 30 岁 时 , Petersen 开始 认真 
地 扎 写 目 己 的 博士 论文 . 

1871 Æ, Petersen 在 哥本哈根 大 学 获得 了 博士 学 位 . 在 博士 学 位 授予 仪式 上 ， 
Petersen 说 道 (从 丹麦 语 中 翻译 ): | 

从 我 接触 到 数学 的 那 一 刻 起 , 数学 年 取 了 我 全 部 的 兴趣 .我 的 大 部 分 工作 

都 是 在 解决 自己 和 朋友 的 难题 ， 在 探求 角度 的 三 等 分 . 后 者 对 我 的 整个 发 

展 产 生 了 巨大 的 影响 , 

不 久 , Petersen 成 为 哥本哈根 大 学 的 一 名 教师 . 作为 一 名 杰出 的 老师 , 他 被 人 们 
FAG. 下 面 是 他 在 教学 方面 的 一 段 轶 闭 . 当 他 讲解 诛 本 遇 到 困难 时 ,Petersen 经 常会 
用 “这 是 显而易见 的 ”来 解释 , 并 让 学 生 参 考 他 编写 的 某 本 书 . Petersen 被 认为 是 个 
有 经 验 的 作家 . 就 他 的 研究 而 言 , 有 些 时 候 , 其 形式 的 优雅 之 处 已 经 超过 了 研究 本 和 刁 
的 严密 性 . Petersen 是 个 独立 的 思想 者 , 为 了 工作 的 原创 性 , 他 很 少 学 习 和 理解 他 人 
的 成 果 . 因此 , 他 偶尔 会 得 到 一 些 已 知 的 结论. 此外, Petersen 也 很 少 引 用 他 人 的 成 
果 . 

RE Petersen 在 数学 的 很 多 领域 都 参与 研究 并 作出 了 贡献 , 但 只 有 图 论 使 他 声 
名 远扬 , FAME LEAS. Julius Petersen 对 图 论 的 贡献 主要 来 和 目 于 他 
的 一 篇 名 为 Die Theorie der regulären graph X, 发 表 于 1891 年 . 1891 年 以 前 , 图 
论 方面 的 重要 结果 (包括 Leonhard Euler Æ Euler 图 上 的 成 果 和 Gustav Kirchhoff 
在 生成 树 上 的 成 果 ) 都 不 能 算 作 图 理论 上 的 成 果 , 因为 那 时 还 没有 真正 的 图 论 有 
一 点 可 以 肯定 , Petersen 的 这 篇 论文 是 第 一 篇 包含 了 图 论 方面 基本 结论 的 文章 . 这 
篇 论文 包括 的 重要 结论 有 定理 8.11, 即 Petersen 定理 ( 任 一 不 含 割 边 的 3 正则 图 包 
舍 1 因子 ), 以 及 定理 8.16 (图 G 是 可 2 因子 分 解 的 当 且 仅 当 对 于 茶 个 正 偶数 r, G 
是 7 正则 图 ), 尽管 这 些 定理 在 Petersen 的 论文 以 相 肥 的 次 序 出 现 . 

Petersen 在 1891 年 的 论文 几乎 是 与 数学 家 James Joseph Sylvester( 在 第 10 Æ, 
我 们 将 再 次 提 及 此 人 ) 合作 的 . 两 人 研究 相同 的 问题 并 经 常 交 流 .、Sylvester 善于 提 
出 猜想 ,Petersen 善于 给 出 证 明 . Sylvester 能 给 Petersen 的 研究 工作 带 来 必要 的 刺 
tH. 显然 , Petersen 和 Sylvester 在 朝 看 一 篇 他 们 合 闭 的 文章 努力 看 . 事实 上 ,Sylvester 
Ra E (4 Mathematische Annalen 的 主编 Felix Klein, 表达 过 他 们 想 在 该 刊物 上 发 表 
iH BR. 但 当 Petersen 到 牛津 拜访 Sylvester 时 , 两 个 数学 家 已 经 从 不 同 
角度 考察 问题 了 . 于 是 两 人 决定 各 上 自 单独 写作 , 尽管 Petersen 不 太 情 愿 . 在 拜访 期 
la], Petersen 发 现 Sylvester FERAL FH LEWES BOA ADE. Sylvester 再 也 没有 
撰写 论文 , 也 没有 再 次 回 到 图 论 的 研究 工作 中 去 . 

Sylvester 是 第 一 个 使 用 术语 图 (正如 目前 所 用 ) 的 人 . 该 术语 最 早出 现在 他 于 
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1878 年 发 表 的 一 篇 文章 里 . 然而 , 由 于 Petersen 对 该 术语 的 使 用 而 导致 了 它 的 广泛 
流行 , FFA RF ARS. 

RE Petersen 对 图 论 的 主要 贡献 是 他 在 1891 年 写 的 那 篇 论文 , 但 这 并 不 是 他 
ALAFIA. 他 的 主要 名 望 不 在 于 那 篇 论文 , 而 是 来 目 于 他 的 一 篇 论文 里 出 现 
的 一 个 图 : Petersen 图 . 这 个 图 我 们 已 经 过 到 几 次 , 后 面 还 将 届 到 . Petersen 首次 
提 到 此 图 , 并 不 在 1891 年 的 那 篇 长 达 28 页 的 经 典 论文 里 , 而 在 1898 年 的 一 篇 长 仪 
为 3 页 的 论文 “Sur le théorème de Tait” 里 . 这 篇 论文 中 ,Petersen 将 这 个 图 作为 
Peter Guthrie Tait “定理 ”的 一 个 有 反例, 即 任 一 不 售 割 边 的 3 正则 图 都 是 可 1 因子 分 
解 的 . 当时 , 这 个 图 并 不 是 以 常见 的 赋予 美感 的 画 法 出 现 的 , 如 图 8.37(a) 所 示 , 而 是 
以 一 种 缺乏 吸引 力 的 方式 给 出 的 , 如 图 8.37(b) 所 示 . 1910 年 8 H 5 H, Petersen 在 
丹麦 的 哥本哈根 去 世 . 


(a) H (b) 


图 8.37 Petersen 图 





令 人 惊奇 的 是 ， Petersen 并 不 是 第 一 个 使 用 Petersen 图 的 人 . 事实 上 , Petersen 
图 的 站 次 出 现 是 在 1898 年 的 12 年 之 前 , EI 1886 年 Alfred Bray Kempe 的 一 篇 论文 
E(B 10 章 , 我 们 将 再 次 介绍 Kempe 和 Tait.) 前 文 我 们 已 经 提 到 Petersen 图 是 由 两 
个 顶点 不 相交 的 5 圈 和 一 个 基数 为 5 的 特定 匹配 构成 . 各 我 们 分 别 记 两 个 5 圈 为 C : 
Vy, V2, U3, 04,05, V1 FC’: v1, 05,---, us, 0,, 则 匹配 的 边 为 vivi, v2v4, vue, vavs, U5U4- 


Petersen 图 有 许多 有 趣 的 画 法 , 图 8.38 所 示 的 是 另外 两 种 . 


9 地 


图 8.38 Petersen 图 的 另外 两 种 国法 


Petersen 图 被 Petersen 作为 反例 引出 , 从 而 拉 开 了 该 图 被 广泛 应 用 的 序幕 . 事 
实 上 , Petersen 图 经 党 作为 反例 在 图 论 中 出 现 . 

下 面 , 我 们 将 介绍 Petersen 图 的 一 些 刻 画 . Petersen 图 是 一 个 10 阶 的 3 正则 
图 , 因而 边 数 为 15; 其 最 小 圈 长 为 5. 图 的 最 小 图 长 称 为 是 图 的 围 长 (girth). 对 于 
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整数 g > 3, 一 个 9 É (9g-cage) 定 义 为 一 个 具有 围 长 9 且 阶 数 最 小 的 3 正则 图 . 不 
难 发 现 , Ky 是 唯一 的 3 E, Ks 是 唯一 的 4 FE. 我 们 将 证 明 ,Petersen 图 是 唯一 的 5 
党 . 上 述 三 个 图 如 图 8.39 所 示 . 


A W 


图 8.39 3 5. 4 BA 5 EE 


定理 8.26 Petersen A <#— 49 5 #. 
证 [BRR] 设 G 是 一 个 5 1 是 G 的 一 个 顶点 . 由 于 degu = 3, 则 顶 
=| Ul 有 三 个 邻 点 ， wA U2, U3, U4. 因 为 G 不 包含 二 角形 ， 所 以 集合 {vo, U3 5 va } 是 独 
SEW. 由 于 顶点 v2,v3, v4 的 度 同 样 为 3, 则 它们 的 邻 点 除 v 外 还 有 两 个 , 分 别 记 为 : 
N (v2) = {v1, Us, ve}, N(v3) = {v1, v7, v8}, N (v4) = {v1, v9, v10}. 
因为 G 不 包含 4 圈 , 所 以 顶点 v5,v6,… ,vi0 是 不 同 的 . 因此 ,G 包含 子 图 可, 如 图 
8.40(a) 所 示 . 


VI 





va U3 V4 
U5 V6 V7 UR Vg V10 
(a) Ay 


图 8.40 5 GH TA 


上 述 讨论 意味 着 G 的 阶 至 少 为 10. 由 于 Petersen 图 PG 是 一 个 10 阶 的 围 长 
为 5 的 3 正则 图 , 因此 任 一 5 笼 的 阶 为 10, 且 PG 是 一 个 5 笼 . 下 面 我 们 只 需 证 明 
PG 是 唯一 的 5 党 即 可 . 由 于 G 是 5 BE, 故 其 阶 为 10, PAR V(G) = {v1, v, 
Vio}. FEMA uv, 它 必 须 与 集合 {U6, U7, U8, V9, 2510} 中 某 两 个 顶点 相 邻 接 . 由 于 G 
不 包含 三 角形 或 4 A, 则 vs 不 能 邻接 于 ve; 不 能 同时 邻接 于 v7 和 vg; 不 能 同时 邻 
接 于 ve 和 vio. 因此 , vs 必须 邻接 于 v7, vg 中 的 一 个 顶点 和 vo, vio 中 的 一 个 顶点 . 
我 们 可 以 假设 vs 邻接 于 v7 和 vo, 进而 ve 邻接 于 vs Al vin. MG 包含 子 图 Ao, 如 
图 8.40(b) Bras. 

由 于 G 不 包含 三 角形 , 故 顶 点 v7 不 能 邻接 于 vg 或 vo 因而 , v7 必须 邻接 于 
vio. 同 理 可 证 , vg 和 vo 必须 是 邻接 的 (如 图 8.41(a) 所 示 ). Alt, G 仅 有 一 种 可 能 
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性 , 即 同 构 于 Petersen 图 (如 图 8.41(b) 所 示 ). 





图 8.41 Petersen 图 : 唯一 的 5 Æ 


6 第 ,7 E8 笼 均 是 唯一 的 , 分 别称 为 是 Heawood Bl, McGee 图 和 Tutte- 
Coxeter 图 , 如 图 8.42 Pra. 





图 8.42 6 4. 7 EA 8 4 


我 们 已 经 知道 , Petersen 图 不 是 可 1 因子 分 解 的 , 也 不 是 Hamilton 的 . 尽管 
Petersen 图 PG 不 是 Hamilton 的 , 但 它 已 经 非常 接近 了 , 这 是 因为 对 于 PG 的 任 一 
顶点 v, PG —v 是 Hamilton 的 . 


8.6 ”专题 探索 : 图 的 7 rs 


对 于 阶 为 n 且 边 数 为 m WAG, G 的 一 个 7 标号 (7-labeling) 和 定义 为 一 个 
—— ih f: V(G) 一 {0,1,2,---,m}, 它 诱 导出 G 的 一 个 边 标 号 六 : E(G) 一 
{1,2,---,m}, 即 对 于 G 的 任 一 条 边 e= w, 

f'(e) = |f) — Fr). 
由 8.3 节 的 讨论 , Æ f' 也 为 一 一 映射 , 则 7 标号 f 是 一 个 优美 标号 . 

优美 标号 的 起 源 要 追溯 到 Alexander Rosa 于 1967 年 的 一 篇 论文 , 当时 Alexan- 
der Rosa 使 用 的 术语 为 8 IRE. 5 年 后 , Solomon Golomb 称 该 标号 为 “优美 的 ”, 该 
术语 一 直 沿 用 至今. : 
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对 于 阶 为 n 且 边 数 为 m 的 图 G, 其 任 一 7 标号 了 都 可 以 被 赋予 一 个 值 (value)， 
WA val(f), 定义 为 
val(f)= > f(e). 
eC E(G) 
下 面 , 我 们 来 考虑 路 Ps 的 某 些 7 标号 fi, fo,…, fo, 如 图 8.43 所 示 , 其 中 顶点 
的 标号 在 对 应 顶点 的 上 方 , 诱导 的 边 标号 在 对 应 边 的 下 方 . 每 个 y 标号 的 值 也 可 如 
图 所 示 ， 


0 1 2 3 4 0 1 2 4 3 2 3 4 1 0 
CC 一 一 -一 OO O—-O-—-O-——O0- —O OOO Orn) 
fı as in fe TI T 7 ja T 1-3. 1 
val(fi) = 4 val(fo) =5 val(f3) = 6 
3 2 0 1 4 2 1 3 4 0 0 3 2 4 1 
O—O-—-—0-—_O—0 O—O-——-0-—_O0——O CO 一 (CO OO 
fa 1 21-3 fs T E. fe 3” 1. 2° 3 
val(f4) = 7 val( fs) = 8 val(fe) = 9 
4 0 3 1 2 2 0 3 1 4 3 0 4 1 2 
O——O——O——O—O CO ”CO O—O0—-O0——-O0——o 
fr A 27 1 fs 27 3° 2 3 fo 3 4 3 i 
val( f7) = 10 7 val( fg) = 10 val( fg) = 11 


图 843 Ps 的 一 些 y 标号 


对 于 阶 为 n HAXAN m 的 图 G, G 的 一 个 7 标号 f 称 为 是 二 项 式 标号 (bino- 
mial labeling) , 若 它 的 值 为 ("2 ), BI val(f) = ("+ "). 注意 到 图 8.43 中 的 y 标号 
fr 和 fs 是 二 项 式 标 写 , 这 是 因为 val(f7) = val(js) = (2) = 10. fr 是 二 项 式 标号 并 
不 令 人 惊讶 , 因为 它 是 优美 标号 . 然而 , y 标号 fs 则 说 明 二 项 式 标号 未 必 是 优美 的 . 

对 于 阶 为 n, 边 数 为 m 的 图 G, G 的 一 个 7 标号 9 称 为 是 7 最 大 标号 (7-max 
labeling), 4 

val(g) = max{val(f): f # GW y tr}; 
G 的 一 个 7 标号 h 称 为 是 Y 最 小 标号 (7-min labeling), 若 

val(h) = min{val(f): f Æ G 的 ?> 标号 上 
对 于 图 8.43 中 Ps wy tes fi, AF val(fi) = 4, BPs 的 边 数 为 4 Wf BPH 
Y 最 小 标号 . 尽管 没有 证 明 , 事实 上 , 图 8.43 中 7 标号 fo 是 7 最 大 标号 . 

图 G 的 7 标号 的 跨 距 (span) 是 指 集合 

span(G) = {val(f): f # GW y tS}. 
aq G = Ps, 则 span(G) = {4,5,6,7,8,9, 10,11}. 此 外 , 若 工 是 边 数 为 mm 的 优美 树 ， 
则 (F+) € span(T). 
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在 前 面 , 我 们 已 经 讨论 了 y 标号 的 定义 . 事实 上 , 它 是 通过 优美 标号 去 除 一 个 
特定 的 限制 (虽然 是 一 个 主要 的 限制 ) 而 得 到 的 . 

H 1967 年 以 来 ,大量 的 顶点 标号 问题 被 提出 和 人 研究 , 其 中 的 大 部 分 是 Rosa 优美 
标号 的 变形 或 者 党 Rosa 优美 标号 的 启发 . 这 些 标号 问题 在 一 篇 题 为 4 dynamic sur- 
vey of graph labelings 的 综述 论文 中 得 到 了 描述 . 这 篇 论文 发 表 在 电子 期 刊 Blectronic 
Journal of Combinatorics 组 合 论 电 子 末 志 上 , 每 年 都 有 2000 次 左右 的 下 载 . 这 篇 论 
文 每 隔 一 段 时 间作 一 次 修订 , ( 稚 止 这 本 书写 作 之 时 ) 最 新 版 本 出 现在 2002 年 10 月 
30 H. 它 的 作者 是 Joseph A. Gallian. 1971 年 , Gallian 在 美国 圣母 大 学 获得 博士 学 
位 . 1972 年 以 来 , 他 一 直 是 明尼苏达 大 学 德 户 斯 分 校 的 一 名 教员 . 

RẸ Gallian 是 代数 学 、 组 合 论 和 图 论 方面 一 名 活跃 的 研究 者 , 也 是 畅销 教材 
当代 抽象 代数 的 作者 , 但 他 最 为 人 们 所 知 的 还 是 他 在 其 他 方面 的 一 些 工 作 (包括 他 
在 图 标号 问题 上 的 那 篇 综述 论文 ). Galian 是 一 名 通俗 文学 作家 , 他 的 作品 曾 发 表 
在 华盛顿 邮 报 上 . 作为 一 名 演讲 者 , 他 很 党 欢迎 . 不 仅 在 数学 方面 , 而 且 在 流行 音乐 
组 合 披 头 十 乐队 方面 他 是 一 名 权威 . 

或 计 , Gallian 最 大 的 贡献 是 成 为 明尼苏达 德 户 斯 大 学 大 学 生 科 研 体验 计划 的 
EAE. 这 个 计划 的 成 功 主 要 在 于 促使 它 能 在 全 美 地 区 贯彻 落实 . 
习题 
8.45 ”对 于 图 8.44 所 示 的 每 个 图 ， 


图 8.44 “习题 8.45 的 图 


(a) 确定 span(G), 从 而 获得 G 的 y 最 大 标号 和 y 最 小 标号 . 
(b) 判断 G 是 否 存 在 非 优 美的 二 项 式 标号 


8.46 ”对 于 n> 3, 证明: Pn 的 YY 最 大 标号 值 至 少 为 (2) 十 [号 
847 XIF G% Kit(t > 2), 证 明 


oO = GE EA (RSA). oe) 


8.48 ”提出 关于 图 Y 标号 的 另外 一 个 问题 , 并 给 予 回答. 


第 9 章 可 平面 性 
91 平面 


某 娱乐 中 心 主任 决定 在 中 心 开 设 一 个 新 的 主题 公园 .主题 公园 的 初步 计划 是 
建造 6 个 景点， 临时 志 为 Al, A2,---, A6. 图 9.1(a) 给 出 景点 的 初步 位 置 . 





图 9.1 主题 公园 里 的 6 个 景点 


BRK, 娱乐 中 心 通常 很 炎热 ,人们 在 景点 之 间 散 步 会 感到 很 不 舒服 . 初步 研究 
显示 , 在 景点 : (1) Al Al A4, (2) A2 和 A5, 以 及 (3) A3 和 AG 之 间 的 交通 流量 最 小 . 
设计 者 党 得 , 尽管 造价 较 高 , 但 如 果 在 除去 上 面 (1)~(3) 之 外 的 两 两 景点 之 间 修 建 
一 条 封闭 的 空调 管道 作为 人 行道 是 非常 具有 商业 价值 的 . 人 们 所 关心 的 一 点 是 : 在 
要 修建 的 管道 中 ， 是否 可 以 做 到 任何 两 个 管道 都 不 会 相交 . 从 图 9.1(b) 可 以 看 出 ， 
确实 可 以 做 到 这 一 点 . 如果 景 点 重新 部 光一 下 ， 从 图 9.1(c) 可 以 看 出 , 可 以 得 到 一 
个 更 好 的 管道 位 置 设计 方案 . 

过 了 一 段 时 间 , 娱乐 中 心 决定 把 景点 Al, A2,---, A6 的 位 置 作 些 调整 , 调整 后 
的 景点 分 别 记 为 B1, B2,---, B6. ME, 现在 准备 增加 第 七 个 景点 B7 ( 见 图 9.2). 另 
外 决定 : 在 除去 景点 对 {B1, B4}, {B1, B5}, {B2, B5}, {B2, B6}, {B3, B6}, {B3, 
B7} 和 {B4, B7} 之 外 , PMA RAX ZB ee A ee EATE. 此 时 , 上 面 的 
REZ BY VA SE ELAS? 

#32 b, 上 面 这 两 个 问题 都 是 图 论 问 题 . 一 个 有 6 个 景点 的 主题 公园 可 以 用 图 
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图 9.2 ”一 个 主题 公园 里 鸭 7 个 景 操 


9.3(a) 中 图 Ge 建立 模型 , 其 中 它 的 顶点 代表 景点 , 它 的 边 代 表 封 闭 的 空调 人 行 管 
道 . 类 似 地 , 一 个 有 7 个 景点 的 主题 公园 可 以 用 图 9.3(c) 中 图 Gy 建立 模型 . 这 样 ， 
上 面 问题 的 提 法 便 转化 为 : 能 否 分 别 把 Ge 和 Gz 画 在 一 个 平面 上 而 使 得 边 两 两 不 
EM. 对 Ge 的 回答 当然 是 肯定 的 , 如 图 9.3(b) 所 示 . 至 于 Gr, 管 案 就 不 太 明 确 了 
(至 少 现 在 是 这 样 ). 


BI 
Al 





(a) (b) (c) 
图 9.3 图 Ge 和 G7 


图 G 称 为 是 一 个 平面 图 (planar graph) WR G 能 够 画 在 一 个 平面 上 而 使 得 
任何 两 荣 边 都 不 会 交叉 . 因此 , 图 9.3 中 的 图 Ge 是 平面 的 , 而 至 于 图 G7, 我 们 需要 
进一步 研究 它 是 否 为 平面 内. 一 个 不 是 平面 的 图 称 为 非 平 面 的 (nonplanar). 一 个 
图 G 称 为 是 一 个 平 图 (plane graph), 如 果 G 已 经 画 在 一 个 平面 上 且 G 的 任何 两 
条 边 者 不 交 又 . 因此 , 一 个 图 即使 是 平面 的 , 也 有 可 能 不 是 平 图 , 如 图 9.3(a). 

我 们 经 常会 在 教科 书 、 洒 志和 故事 书 里 见 到 这 样 一 道 有 名 的 难题 : 要 求 把 三 种 
公用 设施 (煤气 、 水 和 电 ) 分 别 用 煤气 管道 、 水 管 和 电线 连接 到 三 间 房 子 里 , TE 
实现 任何 一 根 线 或 管道 不 与 另外 线 或 管道 相交 ? I TA ASR FAS 
设施 问题 (Three Houses and Three Utilities Problem). 如 图 9.4(a) 所 示 , 可 
以 建 并 图 9.4(b) 所 示 的 图 模型 ; FLE, 这 个 图 是 Kss. A, 用 图 论语 言 , 三 间 房 
子 和 三 种 设施 问题 就 是 问 图 天 as 是 否 为 平面 的 . 


(a) (b) 


图 9.4 三 间 房 子 和 三 种 设施 问题 


在 回答 上 面 问题 之 前 , 我 们 很 有 必要 对 平面 图 (准确 地 说 是 , 连通 平面 图 ) 进行 
一 些 观察 . 首先 , 看 几 类 大 家 熟知 的 平面 图 : 每 个 圈 都 是 平面 的 , 每 条 路 和 每 个 星 图 
也 都 是 平面 的 . 事实 上 , 每 个 树 都 是 平面 图 . 当然 , 每 个 能 画 在 一 个 平面 上 而 使 得 它 
的 边 两 两 不 交叉 的 图 一 定 是 平面 的 , 因为 这 是 平面 图 的 定义 .这 样 看 来 ，Ka s 好像 
是 个 非 平面 图 . 然而 , 即使 它 是 非 平面 的 , 那么 又 如 何 去 证 明 这 一 点 呢 ? 毕竟 , 不 能 
因为 我 们 看 不 出 如 何 把 一 个 图 以 边 不 相交 的 方式 画 在 一 个 平面 上 , 就 确定 这 个 图 是 
非 平面 的 . 下 面 我 们 将 着 手 处 理 这 类 问题 

考虑 图 9.5(a) 所 示 的 图 H. 当然 H 是 连通 的 . 但 同时 五 也 是 平面 的 , 因为 我 
们 可 以 从 图 9.5(b) 中 看 出 , H 能 画 成 了 一 个 平 图 


(a) H 





图 9.5 一 个 平面 图 和 一 个 平 图 


一 个 平 图 把 平面 分 成 一 些 连通 片 ,这些 连通 片 称 为 区 域 (regions).， 例如 , 对 
于 图 9.5(b) 所 示 的 图 H, 有 6 个 区 域 . 图 H 被 重新 画 在 图 9.6 中 , 6 个 区 域 分 别 
WA Ri, R2,…, Re. 在 每 个 平 图 中 , 总 有 一 个 区 域 是 无 界 的 , 该 区 域 称 为 是 外 区 域 
(exterior region). 对 于 图 9.6 的 H MA, Re 是 外 区 域 . 在 一 个 平 图 中 , 顶点 和 和 边 
都 与 菜 个 给 定 区 域 R 关联 的 子 图 称 为 是 R 的 边界 (boundary). 图 9.6 也 分 别 表 
示 出 互 的 6 个 区 域 的 边界 . 

注意 , 边 uv 是 图 9.6 中 图 A 的 一 个 割 边 , 而 且 仅 位 于 一 个 区 域 的 边界 上 , 也 
就 是 外 区 域 . 事实 上 ,一 个 割 边 总 是 恰好 在 一 个 区 域 的 边界 上 (尽管 未 必 是 外 区 域 ). 
一 个 非 荐 边 的 边 一 定位 于 两 个 区 域 的 边界 上 . 例如 , 边 vy 既 位 于 Ro 的 边界 上 , 也 
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图 9.6 一 个 平 图 和 它 的 区 域 


位 于 Rs 的 边界 上 . 如 果 我 们 删除 边 vy, 则 所 得 的 图 仍然 是 一 个 平面 图 , 但 是 少 了 一 
个 区 域 , 因为 Ro 和 Rs 已 经 成 为 另 一 个 区 域 的 一 部 分 了 . 另 一 方面 ,H 一 uwv 是 不 连 
通 的 , 但 是 区 域 个 数 没 有 发 生变 化 . 还 有 一 个 观察 也 是 很 有 用 的 . 

如 果 G 是 一 个 至 少 含有 三 条 边 的 连通 平 图 , 则 G 的 每 个 区 域 的 边界 至 少 

含有 三 条 边 . 

我 们 再 看 一 下 图 9.6 中 的 图 H, 它 是 一 个 阶 为 9, 边 数 为 13 HEA 6 个 区 域 的 
连通 图 . 更 进一步 地 , 它 的 割 边 仅 仅 位 于 一 个 区 域 (外 区 域 ) 的 边界 上 , 而 且 所 有 其 
他 边 都 位 于 2 个 区 域 的 边界 上 . 设 nvm, ?分别 记 作 图 的 阶 、 边 数 和 区 域 个 数 , 则 有 
n = 9, m = 13 和 7 = 6. 我 们 注意 到 n-m +r = 2. Euler 发 现 这 个 等 式 对 所 有 的 
连通 平 图 都 成 立 . 因此 , 这 个 等 式 称 为 Euler 恒等式 (Euler Identity). 

定理 9.1 (Euler 恒等式 ) 如 果 G 是 一 个 阶 为 n, CRA MASA TERM 
的 连通 和 平 图 , 则 nn 一 m 十 7 二 2. 

证 ”|[ 最 小 反例 证 法 ] 首先 , 如 果 G 是 一 个 阶 为 的 树 , 则 根据 定理 4.4, 我 们 有 
m 二 nn 一 1,7 二 1, 所以, n 一 m 十 7 = 2. 因此 , 我 们 只 需要 考虑 不 是 树 的 连通 图 . 假 
设 这 个 定理 不 成 立 . 则 存在 一 个 含有 最 少 边 数 的 连通 平 图 G, 使 得 它 不 满足 Euler 
恒等式 . RA G 具有 阶 n, 边 数 m, 和 区 域 数 r, Wn-m+rA2. AAC 不 是 树 ， 
因此 存在 一 条 不 是 割 边 的 边 e BH, G - e 是 一 个 阶 为 n, WHA m 一 1, 区 域 数目 
为 7 一 1 的 连通 平 图 . AW, G—e 的 边 数 小 于 m, 所 以 Euler 恒等式 对 G 一 e 是 成 
WA. Wn —-(m—1)+(r-1) = 2, BR n-—mtr = 2, 从 而 导致 蔬 盾 . 
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图 9.7 所 示 的 是 一 个 平面 图 G, 以 及 把 G 表示 为 平 图 的 几 种 画 法 . 然而 , 因为 
G 有 固定 阶 数 n = 7, 固定 边 数 m = 9, 以 及 Euler 恒等式 是 成 立 的 (n-mt+r = 
7-9+r= 2), 所 以 ,把 G 表示 为 平 图 的 每 一 种 画 法 都 会 产生 相同 个 数 的 区 域 , 即 


全 会 区 


图 9.7 一 个 平面 图 的 不 同事 法 


Euler 恒等式 有 许多 有 用 的 并 且 十 分 有 趣 的 推论 . 其 中 的 一 个 结论 告诉 我 们 平 
面 图 不 能 有 太 多 的 边 (这 个 结论 可 以 证 明 有 些 图 不 是 平面 的 ). 
定理 9.2 如 果 G 是 一 个 阶 为 n 之 3 且 边 数 为 m 的 平面 图 , 则 


m <3n—6. 


证 [直接 证 法 | 首先 , 假设 G 是 连通 的 . 如 果 GS P, 显然 不 等 式 成 立 , 因此 ， 
我 们 假设 G 至 少 含 有 三 条 边 . 把 G 画 成 一 个 平 图 , 并 分 别 标记 G 的 7 个 区 域 为 
Ri, R2,…, Rr. 注意 到 每 个 区 域 的 边界 至 少 含有 三 条 边 . 所 以 , 如 果 用 mi 表示 区 域 
R; (1 Si <r) 边界 上 的 边 数 , 则 有 mi 23. 设 


M = Som; 之 or. 
t=1 
在 M 中 , 如 果 某 条 边 是 割 边 , 则 它 被 计数 一 次 ; 如 果 这 条 边 不 是 割 边 , 则 它 被 计数 
两 次 , 所 以 M < 2m. 从 而 ,37 < M < 2m, 因此 ,37 < 2m. 
对 G 应 用 Euler EFA, 有 


6 = 3n — 3m + 3r < 3n — 3M + 2m = In — m. (9.1) 


对 m 解 不 等 式 (9.1), BH m < 3n — 6. 
如 果 G 是 非 连通 的 , 则 我 们 可 以 给 G 增加 一 些 边 而 产生 一 个 阶 为 n 且 边 数 为 
m 的 连通 平 图 , 其 中 m >m. 从 前 面 结果 可 以 看 出 ,m’ < 3n — 6, 因此 ,m < 3n 一 6. 


定理 9.2 给 出 了 一 个 图 是 平面 图 的 必要 条 件 . 从 另 一 个 角度 看 , 这 也 是 一 个 图 
是 非 平面 图 的 充分 条 件 . 特别 地 , 我 们 得 到 定理 9.2 的 逆 否 命题 : 

dok G 是 一 个 阶 为 n 23 且 边 数 为 m HA, Em > 3n—6, A G&IF 

面 的 . 
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下 面 给 出 定理 9.2 的 一 些 有 用 且 非 常 有 趣 的 推论 . 

推论 9.3 每 个 平面 图 含有 一 个 度 小 于 或 等 于 5 的 顶点 . 

证 AUER] 假设 G 为 每 个 顶点 的 度 均 大 于 或 等 于 6 的 图 . 设 G 的 阶 是 m， 
边 数 是 m, 显然 ,n > 7. 因此 ， 


2m 一 ` degu > 6n. 
vEV (G) 


i m > 3n > 3n 一 6. 根据 定理 9.2, G 是 非 平面 的 . 加 


我 们 现在 给 出 一 个 非 平面 图 的 例子 

推论 9.4 ”完全 图 Ks 是 非 平 面 的 . 

证 ”|[ 直 接 证 法 ] 显然 , 图 Ks 的 阶 为 n = 5, 边 数 为 m= 10. AA m = 10> 9= 
3n — 6, 故 由 定理 9.2 知 ,Ks 是 非 平面 的 . | 四 


让 我 们 回顾 一 下 定理 9.2 的 证 明 过 程 . 在 该 定理 中 , 我 们 已 经 讨论 了 平面 图 G 
的 7 个 区 域 Ri, Ra Rr, 还 提 到 了 区 域 Ri (1 <i<r) 的 边界 所 含 的 边 数 mi 至 
少 为 3. 显然 , 如 果 每 个 区 域 的 边界 的 边 数 mi 恰好 为 3, 即 , 对 每 个 i(l1 <iK<r) 
有 mi = 3. 因此 ,MM = 3r. 我 们 还 提 到 , 在 计算 M 的 过 程 中 , 每 条 割 边 计 数 一 次 
而 每 条 非 割 边 计数 两 次 . 这 样 ,(9.1) 中 的 不 等 式 成 为 等 式 仅 当 3r = M = 2m, 即 每 
个 区 域 的 边界 恰好 含 3 条 边 , 并 且 G 没有 市 边 (除去 情形 G s Kis). 在 这 种 情况 
FP, m = 3n 一 6. 因此, 对 一 个 阶 为 n > 3 且 边 数 为 m 的 连通 平 图 G 而 言 , EA 
m = 3n 一 6 成立 仅 当 G 的 每 个 区 域 (包括 外 区 域 ) 的 边界 是 一 个 三 角形 . 图 9.8 列 
出 了 三 个 这 样 的 图 . 


(a) (b) (c) 


图 9.8 ROCHA 


注意 , 图 9.8(a) 和 9.8(b) 所 示 的 图 都 是 完全 图 ， 然而 图 9.8(c) 所 示 的 图 却 是 
Ks 一 e, RP e ERRI. FXE, MRA G 是 一 个 阶 为 n 边 数 为 m 的 连通 平面 图 ， 
其 中 m= 3n 一 6 H n > 5, 则 G 一 定 不 是 完全 图 . 此 时 , 如 果 在 G 的 任意 两 个 不 邻 
接 的 顶点 之 间 添 加 一 条 边 e, WE G + e 不 可 能 是 平面 的 , 因为 它 的 边 数 m 十 1 已 
经 超过 了 3n 一 6. 这 进一步 证 实 了 我 们 所 得 到 的 推论 9.4, B Ks 不 是 平面 的 . 

图 G 称 为 是 极 大 平面 的 (maximal planar), 4 G 是 平面 的 , HE G 的 任意 
两 个 不 邻接 的 顶点 之 间 添 加 一 条 边 即 可 产生 一 个 非 平面 图 ， 极 大 平面 图 的 另 一 种 
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表述 方式 是 : WÈ G 是 平面 的 , 但 G 不 是 其 他 任何 平面 图 的 一 个 生成 子 图 . 对 于 
l<n<4, Mae n 阶 极 大 平面 图 是 Kn. 因此 , 图 9.8 的 所 有 图 都 是 极 大 平面 的 . 
如 果 把 一 个 阶 为 n > 3 边 数 为 m 的 极 大 平面 图 G 画 为 一 个 平 图 , UG 的 每 个 区 域 
的 边界 必然 为 一 个 三 角形 且 m = 3n 一 6. 

我 们 现在 已 经 得 到 了 一 个 图 是 非 平面 的 充分 条 件 , 让 我 们 再 次 回 到 三 间 房 子 和 
三 种 设施 的 问题 . 前 面 已 经 说 明 , 这 个 问题 等 价 于 判断 Ks 是 否 是 平面 的 . 当然 , 试 
图 把 K3 s 边 不 交叉 地 画 在 一 个 平面 上 是 不 会 成 功 的 , 这 让 我 们 感觉 Ka,s 是 非 平面 
的 , 易 知 , 图 Ks,3 的 阶 为 n= 6, BAA m = 9, M 3n — 6 = 12. Bl m < 3n—6, 而 这 
又 能 说 明 什么 呢 . 因为 我 们 仅 知 道 , 如 果 m > 3n- 6, 那么 图 是 非 平 面 的 . 所 以 仅 从 
定理 9.2 我 们 无 法 判断 Kss 的 平面 性 . 另 一 方面 , 如 果 注 意 到 Ks,s 是 二 部 的 (从 而 
不 含 奇 圈 ), 再 仔细 观察 定理 9.2 的 证 明 , 那么 最 终 可 以 证 明 我 们 的 感觉 是 正确 的 . 

定理 9.5 图 Ks3 及 非 平 面 的 . 

证 ”[ 反 证 法 ] 假设 Kss 是 平面 的 , 把 Ks,3 画 成 一 个 平 图 ， 因为 n= 6 以 及 

— 9, 根据 Euler 惜 等 式 有 nn 一 m 十 r= 二 6 一 9 十 7 = 2, PEA r= 5. 设 Ri, Ro,---, Rs 

为 其 五 个 区 域 mi 为 区 域 Ri (1 < i <5) 的 边界 上 的 边 数 . 因为 Ks,3 个 全 二 三 角形 ， 
所 以 mi 24, HP li<i<s. 又 因为 Ks,3 不 含 割 边 , 所 以 有 


m= Sm = 20, 


i=1 
从 而 ,m > 10, 导致 矛盾 . 


因此 , 三 间 房 子 和 和 三 种 设施 的 问题 解决 了 . 我 位 不 可 能 以 煤气 管道 或 电线 或 水 
管 不 交叉 的 方式 分 别 把 三 种 设施 连接 到 三 间 房 子 . 

定理 9.2 提供 了 一 个 图 是 平面 的 必要 条 件 , 但 它 仅仅 是 一 个 必要 条 件 . 这 个 
定理 有 助 于 我 们 去 证 明 一 个 图 是 非 平面 的 , 但 注意 到 , 存在 一 些 非 平面 图 , 它们 是 
不 能 根据 这 个 定理 去 证 明 其 为 非 平面 的 , 例如 K3,3. TENE, 下 面 我 们 将 介绍 一 
个 著名 的 定理 , 它 给 出 了 一 个 图 为 平面 图 的 必要 和 充分 条 件 ， 它 归功 于 Kazimierz 
Kuratowski. 

Kazimierz Kuratowski 于 1896 年 2 月 2 日 出 生 在 波兰 的 华沙 . 1913 年 , 由 于 政 
治 原 因 , Kuratowski 离开 波兰 , 剖 往 苏 格 兰 的 格拉 斯 哥 大 学 学 习 工 程 学 . 他 完成 大 学 
的 第 一 年 学 业 后 , 正当 他 回 家 准备 第 二 年 的 学 业 时 , 第 一 次 世界 大 战 爆发 了 , 这 使 得 
他 无 法 再 回 到 苏格兰 . 

当时 , 波兰 的 华沙 大 学 已 经 被 俄罗斯 控制 了 几 十 年 , 大 学 教学 蕉 至 只 能 秘密 地 
进行 . 1915 E, 华沙 大 学 更 名 为 波兰 大 学 . 作为 波兰 大 学 的 首届 学 生 之 一 ,Kuratowski 
开始 学 习 数 学 . 他 深 受 老师 们 的 影响 ,这 些 老 师 中 有 几 位 非常 至 爱 拓 扑 学 . Kura- 
towski 于 1917 年 撰写 了 他 的 第 一 篇 学 术 论 文 , 并 于 1921 年 外 授予 博士 学 位 . 1927 
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年 ,Kuratowski 成 为 利 沃 夫 技 术 大 学 的 一 名 数学 教授 . 利 沃 夫 技术 大 学 的 数学 家 们 
做 了 大 量 的 研究 工作 , 他 们 常常 在 茶楼 和 咖啡 店 里 一 起 讨论 问题 ， 正 是 在 利 沃 天 ， 
Kuratowski 发 现 并 证 明了 图 论 中 一 个 非常 重要 的 定理 (我 们 下 面 将 要 介绍 )，1934 
年 ,Kuratowski 回 到 华沙 , 并 成 为 华沙 大 学 的 一 名 教授 . 1939 年 , 德国 入 侵 波 兰 , 人 
们 的 生活 陷入 严重 混乱 . 二 战 期 间 , 华沙 成 了 一 所 地 下 大 学 , Kuratowski 在 此 任教 
二 战 以 后 , 波兰 的 整个 教育 系统 必须 要 进行 重建 , Kuratowski 担当 了 领导 角色 . K 
管 Kuratowski 一 生 中 进行 了 大 量 的 研究 工作 , 主要 研究 集合 论 和 拓扑 学 , 但 他 最 
引 人 注 意 的 工作 却 是 他 对 学 校 的 数学 研究 和 教育 工作 的 指导 . 1980 年 6 月 18 日 
Kuratowski 去 世 于 他 的 出 生地 华沙 . 

那么 Kuratowski 对 图 论 的 主要 贡献 到 底 是 什么 JE? 我 们 将 发 现 , 确定 哪些 图 是 
平面 的 和 哪些 图 是 非 平面 的 , 推论 9.4 和 定理 9.5 起 着 关键 性 的 作用 , 它们 分 别 证 明 
了 Ks 和 K33 是 非 平 面 的 . BR, 如 果 A 是 图 G 的 一 个 非 平 面子 图 , 则 G 也 是 非 
平面 的 . 特别 地 , 如 果 G 含有 Ks 或 Ks,3, 则 G 是 非 平 面 的 . | 

至 此 , 一 个 阶 为 n > 3 以 及 边 数 为 m 的 图 G 只 要 满足 下 面 几 种 情形 之 一 , 那 
么 G 就 是 非 平面 的 : (1) m > 3n 一 6, (2) Ks 是 G 的 一 个 子 图 , (3) Kas 是 G 的 一 
个 子 图 . 我 们 已 经 注意 到 , Ks,3 是 一 个 阶 为 n> 3 BRA m 的 非 平面 图 , 但 却 不 
满足 不 等 式 m > 3n 一 6. 此外, 即使 m > 3n 一 6, 我 们 也 无 法 保证 G 一 定 含 有 Ks 
或 K33 作为 子 图 , 见 下 例 . 

例 9.6 存在 一 个 阶 为 见 >3, 边 数 为 中 > 3n 一 6 的 图 , 使 得 它 既 不 以 Ks 作为 
FA, 也 不 以 Ks3 作为 子 图 . 

解 ” 图 9.9 所 示 的 是 一 个 阶 为 5 边 数 为 9 的 极 大 平面 图 G ( 即 G 是 由 天 5 通过 删 
除 一 条 边 而 得 到 的 ), FRSA F S Gx Ks, 其 中 下 在 图 9.9 中 也 被 画 出 了 .因此 ,FF 
由 G 的 三 个 拷贝 组 成 , 分 别 记 为 Gi, G2 和 G3, 其 中 uiu € E(G1), vive ¢ E(G2), 
wiw ¢ E(G3). 为 了 能 更 容易 地 画 出 G, 每 个 图 Ci (1 < i < 3) 的 九条 边 都 没有 男 
H. 图 9.9 中 的 下 的 阶 为 15, 边 数 为 m = 42. 所 以 m= 42 > 39 = 3n — 6. 

现在 , 我 们 来 证 明 Ks 不 是 FF 的 一 个 子 图 . RX 是 FF 的 任意 一 个 含有 五 个 
顶点 的 集合 . 我 们 断言 : 并 非 X 的 任意 两 个 顶点 之 间 均 邻接 . 显然 , 我 们 不 可 能 有 
X = V(G:) (1 <i< 3), 因为 Gi Z Ks. ASh, F AFA Gi (1 < i < 3) 不 可 能 恰好 
含有 一 个 或 恰好 含有 两 个 立 的 顶点 , 因为 Gi 的 每 个 顶点 仅 与 F 中 不 属于 Gi 的 两 
个 顶点 邻接 . 这 就 推出 (X) F Ks. 

接 下 来 , 我 们 证 明 Kss 也 不 是 FPA RY 和 2 为 F 中 两 个 不 相交 
的 恰 有 三 个 顶点 的 集合 . 我 们 将 证 明 , 不 可 能 出 现 如 下 的 情形 : Y 的 每 个 顶点 与 Z 
的 每 个 顶点 都 邻接 . 首先 , 注意 到 对 任意 的 i(1 <i < 3), Y 不 可 能 是 V(Gi) 的 子 
集 ; 否则 ,2 的 某 个 顶点 一 定 不 在 Gi 中 , 和 且 这 样 的 顶点 仅 与 Gi 的 一 个 顶点 (而 不 是 
=) 邻接 . 类 似 地 , 2 也 不 可 能 是 V(Gi)( 对 任意 的 i) 的 子 集 . 





图 9.9 Al F=- Gx Ks 


因此 , MARY 的 每 个 顶点 与 2 的 每 个 顶点 邻接 , 则 每 个 子 图 Gi 含有 了 中 的 至 
多 两 个 顶点 和 Z 中 的 至 多 两 个 顶点 . 如 果 某 个 子 图 Gi 恰好 含有 Y 的 两 个 顶点 , 则 
2 有 一 个 非 G 的 顶点 , ERS Gi 的 一 个 顶点 邻接 . 因此 , 不 存在 子 图 Gi, 使 得 它 
含有 Y 的 两 个 或 两 个 以 上 的 顶点 (或 2 的 两 个 或 两 个 以 上 的 顶点 ). 这 就 推出 Gi, 
G2, G3 中 的 每 个 图 恰好 含有 了 的 一 个 顶点 和 2 的 一 个 顶点 . 

Wu. A1<k <5) EY 中 唯一 属于 Gi WILA, 因为 wx 仅 与 Ga 的 顶点 ve W 
接 , 仅 与 Gs 的 顶点 wk 邻接 , 从 而 有 wk € Z. RM, G2 的 顶点 vk E Z RS G3 
的 wk 邻接 , 所 以 vx 不 与 Y 中 属于 Gs 的 顶点 邻接 . 这 证 明了 天 ss DE F 的 一 个 
子 图 . Q 


因为 图 9.9 中 的 图 F 满足 不 等 式 m > 3n 一 6, 所 以 下 是 一 个 非 平面 图 , 它 既 不 
以 Ks 作为 子 图 也 不 以 Ks,3 TFA AL. 因此 , 含 Ks 或 Ks,s 作为 子 图 并 不 是 一 个 图 
为 非 平面 图 的 必要 条 件 ; 也 就 是 说 , 一 个 图 的 非 平面 性 并 不 依赖 于 其 是 否 售 有 子 图 
Ks 或 K33. Ril, 下 面 我 们 将 要 看 到 , 这 与 图 的 非 平 面 性 有 着 很 密切 的 关系 . 

现在 , 让 我 们 把 注意 力 集 中 到 图 9.10 中 的 图 G 上 . 如 果 我 们 把 边 uw 用 一 个 度 
为 2 的 顶点 s 代替 , 并 且 分 别 连 接 s 和 顶点 u 和 vw, 那么 我 们 将 获得 一 个 新 图 G. 
Gi PRA G 的 一 个 细 分 . 我 们 可 以 认为 , 图 Gi 是 用 一 个 度 为 2 的 顶点 插入 到 G 的 
边 uv 而 得 到 的 . 

更 正式 地 , AG’ 称 为 是 图 G 的 一 个 细 分 (subdivision), 如 果 有 一 个 或 多 个 度 
为 2 的 顶点 被 插入 到 G 的 一 条 或 多 条 边 中 . 在 图 9.10 中 ,G1, Gz, Gs 都 是 G HA 
分 . 事实 上 ,Ga 也 是 Gi 的 一 个 细 分 . 

很 显然 , 一 个 平面 图 的 每 个 细 分 都 是 平面 的 , 一 个 非 平面 图 的 每 个 细 分 都 是 非 
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图 9.10 图 的 细 分 


平面 的 . 这 就 是 说 , 如 果 G' 是 图 G 的 一 个 细 分 , 则 GO’ 是 平面 的 当 且 仅 当 G 是 平面 
的 . 因此 , 如 果 五 是 含有 子 图 Ks, 或 含有 子 图 Ks,s, 或 是 Ks 的 一 个 细 分 , 或 是 K3,3 
的 一 个 细 分 , 那么 H 是 非 平面 的 . Kuratowski 的 令 人 惊异 的 定理 告诉 我 们 , 上 面 结 
论 的 道 也 是 成 立 的 . Kuratowski 定理 的 证 明 是 一 个 相当 复杂 的 工作 , 在 此 我 们 不 作 
叙述 . 

定理 9.7 (Kuratowski FH) 一 个 图 G 是 平面 的 当 且 仅 当 GH Ks, Ka 3, 
或 者 Ks 或 Ka3 的 一 个 细 分 作为 子 图 . 

让 我 们 来 总 结 一 下 本 节 的 内 容 . 给 定 一 个 阶 为 n 3 边 数 为 m 的 图 G, 我 们 
希望 判定 它 是 否 为 平面 的 . 为 了 说 明 G 是 平面 的 , 把 G 画 成 一 个 平 图 当然 是 一 种 
选择 . 此 外 , 如 果 有 不 等 式 m > 3n 一 6 成 立 , 这 也 说 明 G 是 非 平面 的 . 然而 , 即使 
m < 3n 一 6 成立, G 也 有 可 能 是 非 平面 的 . 当然 , 如 果 G 含有 一 个 子 图 Ks, K3,3， 
Ks 的 一 个 细 分 , 或 Kas 的 一 个 细 分 , 则 G 一 定 是 非 平面 的 ; 这 是 判断 G 是 否 为 非 
平面 图 的 一 种 最 安全 的 方法 . 为 了 说 明 G 含 Ks 的 一 个 细 分 作为 子 图 , 我 们 需要 去 
找 出 一 个 子 图 A, 使 得 HGR RTA 4 的 顶点 , 并且 在 该 五 个 顶点 中 , 两 两 之 间 
有 一 条 路 连接 , 而 在 H 中 这 些 路 的 内 点 都 是 度 为 2 的 顶点 OLA 9.11(a)). 为 了 证 
明 G 以 K33 的 一 个 细 分 作为 子 图 , 我 们 需要 去 找 出 一 个 子 图 F, 使 得 PF 含有 六 个 
BA 3 的 顶点 , 并 且 这 六 个 顶点 可 以 被 划分 为 两 个 分 别 含 有 三 个 顶点 的 子 集训 和 
V2, 其 中 Vn 的 每 个 顶点 与 Vo 的 每 个 顶点 均 有 一 条 路 连接 , 而 在 中 这 些 路 的 内 点 
都 是 度 为 2 的 顶点 ( 见 图 9.11(b)). 上 面 的 讨论 同时 也 说 明了 , 如 果 一 个 图 G 含有 
(1) 至 多 4 个 度 大 于 或 等 于 4 的 顶点 或 (2) 至 多 5 个 度 大 于 或 等 于 3 的 项 点, M G 
必定 是 平面 的 . 


(a) (b) BEL 或 


图 9.11 Ks Al Ks,s 的 细 分 


现在 我 们 给 出 定理 9.7 的 一 个 应 用 . 
例 9.8 确定 图 9.12 所 示 的 图 G 是 否 是 平面 的 . 





图 9.12 例 9.8 的 图 GG 


解 ” 如 果 按 所 画 的 ,G 当然 不 是 平 图 . 但 这 既 不 能 证 明 也 不 能 反驳 G 是 非 平面 
的 (尽管 我 们 可 能 有 如 此 的 怀疑 ). 注意 到 , 图 G 的 阶 为 n= 10, 边 数 为 m = 18. A 
为 m= 18 < 3n 一 6 = 24, 所 以 我 们 不 能 由 定理 9.2 得 出 G 是 非 平面 的 . 另 一 方面 ， 
仅仅 因为 m < 3n 一 6, 我们 也 不 能 得 出 G 是 平面 的 . 

fe PK, 我 们 来 看 G 是 否 有 子 图 Ks, Kas, 或 者 它们 的 一 个 细 分 . 的 确 ,G 的 画 
法 很 像 Ks. 可 是 G 仅 含 4 个 度 大 于 或 等 于 4 的 顶点 . 因此 , G 不 可 能 含有 子 图 Ks, 
也 不 可 能 以 Ks 的 一 个 细 分 作为 子 图 . 另 一 方面 , 注意 到 图 9.13 中 的 下 是 G 的 一 
个 子 图 . m F 是 Ks 的 一 个 细 分 , 所 以 根据 Kuratowski 定理 , 图 G 的 确 是 非 平面 


ui 
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图 9.13 Kas 的 一 个 细 分 (图 9.12 中 图 G 的 一 个 子 图 ) 


Klaus Wagner 给 出 了 平面 图 的 男 一 种 刻画 (定理 9.15), 我 们 将 在 9.3 PNA. 
习题 
9.1 ”用 把 一 个 图 画 成 平 图 的 方法 , 证 明 图 9.14 所 示 的 每 个 图 都 是 平面 的 . 并 对 每 个 图 , 验 
证 Euler 恒等式 是 成 立 的 . 
9.2 把 一 个 阶 为 12 的 7 正则 图 伐 入 到 平面 上 , 得 到 8 个 区 域 . 问 r 是 多 少 ? 并 给 予 解释 . 
9.3 (a) 某 个 图 G 的 顶点 度 分 别 为 : 3, 4, 4, 4, 5, 6, 6. 证 明 G 是 非 平面 的 . 
(b) 某 个 图 G 的 顶点 度 分 别 为 : 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6,7,7,7. 证 明 G 是 非 平面 的 . 
9.4 (a) 找 出 所 有 整数 n, 使 得 Kn 是 平面 的 . 
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9.5 


9.6 


9.7 


9.8 
9.9 
9.10 
9.11 
9.12 
9.13 


9.14 
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By Ee < 


图 9.14 “习题 9.1 的 图 


(b) 找 出 所 有 整数 对 r,s, HE Krs 是 平面 的 . 

证 明 

(a) 存在 一 个 4 正则 平面 图 和 一 个 4 正则 非 平面 图 . 

(b) 存在 一 个 5 正则 平面 图 和 一 个 5 正则 非 平面 图 . 

(c) 当 7 之 6 时 , 不 存在 7 正则 平面 图 . 

证 明 或 反 驶 下 面 各 情形 . 

(a) 一 个 平面 图 的 每 个 子 图 都 是 平面 的 . 

(b) 一 个 非 平面 图 的 每 个 子 图 都 是 非 平面 的 . 

(c) 如 果 G 是 一 个 非 平面 图 , Wl G 含有 一 个 非 平面 的 真子 图 . 

(a) mE G 不 含 Ks 或 Ka, 作为 子 图 , 则 G 是 平面 的 . 

(e) 如 果 G 是 一 个 阶 为 n, WEA m, 且 满 足 m < 3n 一 6 HE, 则 G 是 平面 的 . 

(f) MR G 是 一 个 含有 一 个 或 多 个 三 角形 并 且 不 以 Ks 或 Ks 的 一 个 细 分 为 子 图 的 
图 , 则 G 是 平面 的 . 

对 下 列 各 种 情形 , 分 别 列举 一 个 例子 或 解释 为 什么 不 存在 这 样 的 例子 . 

(a) 一 个 阶 为 4 的 平面 图 . 

(b) 一 个 阶 为 4 的 非 平面 图 . 

(c) 一 个 阶 为 6 BAW Ks 或 Kas 作为 子 图 的 非 平面 图 . 

(d) 一 个 含有 5 个 顶点 、10 条 边 和 7 个 区 域 的 平面 图 . 

(e) -TRA n > 3, 边 数 为 m, IES m = 3n 一 6 的 平面 图 . 

(f) 一 个 阶 为 n> 3, 边 数 为 m, HERA m= 3n 一 6 的 非 平 面 图 . 


判断 图 Ks x Ko 是 否 为 平面 图 , 并 给 子 解 释 . 

判断 图 9.15 中 的 图 是 否 为 平面 图 , 并 给 予 解释 . 

判断 图 9.16 中 的 图 是 否 为 平面 图 , 并 给 予 解释 . 

判断 图 9.17 中 的 图 是 否 为 平面 图 , 并 给 予 解释 . 

判断 图 9.18 中 的 图 G 是 否 为 平面 的 ,并 给 予 解释 .( 见 图 9.3(c) 中 的 图 G7.) 


(a) 证 明 : MR G 是 一 个 阶 为 n 之 3 边 数 为 m 县 不 含 三 角形 的 平面 图 , 则 和 mm < 2n-4. 
(b) 利用 (a), 证 明 Ks,s 是 非 平面 的 . 

(c) 证 明 或 反 驶 : 如 果 G 是 一 个 平面 二 部 图 , 则 G 含有 一 个 度 小 于 或 等 于 3 的 顶点 . 
设 G 是 一 个 阶 为 n> 5 边 数 为 m 的 平面 图 . 
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图 9.15 “习题 9.9 的 图 图 9.16 “习题 9.10 的 图 
t 
Í ZR 
图 9.17 “习题 9.11 的 图 图 9.18 ”习题 9.12 的 图 


(a) 证 明 , 如 果 G 的 最 小 图 的 长 度 为 5 N m < sn 2) 

(b) 利用 (a), 证 明 Petersen 图 是 非 平面 的 . 

(c) 利用 Kuratowski 定理 , 证 明 Petersen 图 是 非 平面 的 . 

(4) ERRER: 如 果 n < 20 并 且 G 的 最 小 图 长 为 5, 则 G 含有 一 个 度 小 于 或 等 于 
2 的 顶点 . 

证 明 : WR G 是 一 个 阶 为 n < 11 的 平面 图 , 则 G 含有 一 个 度 小 于 或 等 于 4 的 项 点. 

是 否 存 在 两 个 阶 数 相同 但 不 同 构 的 极 大 平面 图 ? 

不 难 证 明 : 如 果 3 < n < 5, WIC, 是 平面 的 ; 如 果 n > 9, WIC, 是 非 平面 的 . 对 于 条 

下 的 图 Coe, Cr 和 Cs, 判断 它们 是 否 为 平面 的 , 并 加 以 说 明 . 

证 明 : 不 存在 阶 为 n> 3 的 极 大 平面 图 G, 使 得 它 的 补 图 G 也 是 极 大 平面 的 . 


如 果 把 一 个 阶 为 100 的 极 大 平面 图 嵌入 到 平面 上 , 那么 将 会 有 多 少 个 区 域 呢 ? 并 给 予 
解释 . 


确定 所 有 极 大 平面 图 , 要 求 其 三 分 之 一 顶点 的 度 为 3, 三 分 之 一 顶点 的 度 为 4, 三 分 之 
一 顶点 的 度 为 5. 


证 明 : 如 果 G 是 一 个 阶 至 少 为 4 的 极 大 平面 图 , 则 5(G) > 3. 
证 明 : 仅 存在 一 个 4 正则 极 大 平面 图 
9.2 KRA SHA 
对 于 一 个 平面 图 G, 我 们 已 经 知道 G 能 够 以 边 不 交叉 的 方式 画 在 一 个 平面 上 
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这 样 的 “ 夯 法 ” 称 为 是 G 在 平面 上 的 一 个 嵌入 (embedding).， 此 时 , 我 们 也 称 G 
TIURA (embed) 到 平面 上 . 另 一 方面 , 如 果 G 是 非 平面 的 , 则 G RERA E 
上 , 也 就 是 说 , 不 可 能 把 G 以 边 不 交叉 的 方式 画 到 平面 上 . 

也 许 大 家 很 清楚 , 如 果 G 是 一 个 平面 图 , 那么 G 不 仅 可 以 嵌入 到 平面 上 , 而 
且 还 可 以 嵌入 到 球面 上 . 也 就 是 说 , 可 以 把 G 画 到 一 个 球面 上 而 使 其 任何 两 条 边 都 
不 交叉 . 更 进一步 , 如 果 图 G 可 以 嵌入 到 一 个 球面 上 , 则 G 一 定 是 平面 的 . 尽管 这 
些 发 现 看 上 去 并 没有 太 大 的 启发 性 , 然而 它 向 我 们 提出 了 一 个 问题 : 在 讨论 图 的 局 
入 时 , 除了 考虑 图 在 球面 的 髋 入 以 外 , 还 可 以 考虑 图 在 其 他 曲面 上 的 嵌入 吗 ? 环 面 
(torus) 是 最 常见 的 一 种 曲面 , 一 个 轮胎 形状 的 曲面 ; 见 图 9.19(a). 在 图 9.19(b) 中 ， 
我 们 看 到 图 Ky TURAI E. 事实 上 ,Ka 也 可 以 用 其 他 的 方式 嵌入 到 环 面 上 ; 

见 图 9.19(c). 


C 


图 9.19 {E Ks KARISE E 


不 仅 Ka 可 以 后 入 到 环 面 上 , 而 且 Ks 也 可 以 租 入 到 环 面 上 , 图 9.20(a) 所 示 的 
是 Ks 在 环 面 上 的 一 种 嵌入 ; 而 图 9.20(a) 所 示 的 则 是 Kss EA CE — ARKA. 





图 9.20 ”把 Ks 和 Kas RABI AE 


把 图 杠 入 到 环 面 上 , 正如 图 9.20 所 做 的 , 可 能 比较 难以 直观 化 . 我 们 有 两 种 不 
同方 式 表 示 这 种 嵌入 , 现在 分 别 加 以 解释 . 环 面 是 怎样 构 抬 出 来 的 呢 ? 一 种 方式 是 : 
首先 , 如 图 9.21 准备 - -个 矩形 材料 片 (最 好 选择 有 和 柔 蔬 性 的 ) PORE a 和 边 < 以 
形成 一 个 柱 面 , 此 时 边 a 和 边 c 被 视 为 同一 条 边 , 且 边 5 和 和 边 d 分 别 形成 一 个 圆 . 最 
后 把 这 两 个 圆 重合 起 来 便 形成 了 环 面 . 

上 面 介 绍 了 环 面 的 一 种 构造 方式 . 我 们 发 现 一 个 环 面 可 以 描述 为 两 个 对 边 重 登 
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图 9.21 FAH —P RT 





RIG. 如 图 9.22(a), 矩形 代表 一 个 环 面 , 其 中 标号 为 4 的 点 在 环 面 上 为 同一 个 点 ， 
标号 为 B 的 点 为 同一 个 点 , 且 标 号 为 C 的 点 也 为 同一 个 点 . 图 9.22(b) 和 9.22(c) 
所 示 的 分 别 为 Ks 和 K3s3 在 环 面 上 的 髓 入 . 


: a | > a 
A A 
B 
C C 
(a) (b) (c) 


图 9.22 Ks 和 天 ss EAM ERA 


还 有 一 种 方法 可 以 描述 环 面 以 及 把 图 嵌入 到 环 面 上 . 首先 , 从 一 个 球面 出 发 , 在 
球面 上 挖 两 个 洞 , 如 图 9.23(a). 然后 我 们 把 一 个 环 柄 粘贴 到 球面 上 , 使 得 环 柄 的 两 
个 端 部 分 别 放 在 两 个 洞 上 , 如 图 9.23(b). 此 时 , 我 们 所 构造 的 就 是 一 个 环 面 , 即 一 个 
带 环 体 的 球面 , 尽管 它 与 前 面 构造 的 环 面 在 外 观 上 有 些 不 同 . 图 9.23(c) 所 示 的 是 
Ks EA ED PRA, 其 中 Ks 的 一 条 边 守 过 环 面 的 环 柄 . 





图 9.23 ”把 Ks 嵌入 到 环 面 上 
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正如 环 面 可 以 视 为 是 一 个 带 环 柄 的 球面 一 样 , 我 们 可 以 考虑 市 有 很 多 环 柄 的 
球面 . 用 Sk 记 一 个 带 k 个 环 柄 的 球面 ,曲面 S 也 称 为 是 一 个 亏 格 为 k 的 曲面 
(surface of genus k). 因此 ,S51 是 环 面 , 而 So MERHER. 

现在 我 们 来 作 一 些 重 要 的 观察 . 设 G 是 一 个 (任意 ) 图 , 并 将 其 画 到 球面 上 . 显 
然 , 如 果 G 是 一 个 平面 图 , 那么 可 以 将 G 夯 到 球面 上 而 使 其 任意 两 条 边 不 交 又 ; 而 
如 果 G 是 一 个 非 平面 图 , 则 我 们 就 做 不 到 这 一 点 . 另 一 方面 , 如 果 G 是 非 平面 的 ， 
并 且 可 以 将 G 画 到 球面 上 而 使 其 仅 有 两 条 边 发 生 一 次 交叉 (相交 于 任意 地 方 ). 无 
论 何 时 , 只 要 有 这 样 的 两 条 边 存 在 , 我 们 就 可 以 在 适当 位 置 粘贴 一 个 环 酉 , 并 日 将 其 
中 的 一 条 边 穿 过 环 柄 , 而 使 得 这 两 条 边 在 我 们 刚刚 构造 的 曲面 上 不 发 生 交 义 . 由 上 
面 的 观察 我 们 发 现 , 每 个 图 都 可 以 媒人 到 茶 个 曲面 上 . 使 得 一 个 图 G 可 以 嵌入 到 Sx 
的 最 小 的 非 负 正 整数 k 称 为 是 G 的 亏 格 (genus), 记 为 Y(G). 因此 ,y(G) = 0 当 且 
仅 当 G 是 平面 的 ; 而 Y(G) = 1 4HR G 是 非 平面 的 且 G RE ABIL. 特 
别 地 , y(Ks) = 1, y(K3,3) = 1. 

在 本 章 , 我 们 仅 对 连通 图 进行 讨论 . 和 连通 图 一 样 , 不 连通 图 要 么 是 平面 的 , 要 
么 是 非 平面 的 . 事实 上 很 显然 , 一 个 不 连通 图 G 是 平面 的 当 且 仅 当 G 的 每 个 连通 
分 支 是 平面 的 . 鉴于 这 个 原因 , 讨论 图 的 平面 性 , 仅仅 对 连通 图 讨论 就 足够 了 . 此 外 ， 
我 们 将 要 看 到 , 在 讨论 图 的 平面 性 时 , 仅仅 讨论 连通 图 情形 还 有 其 他 的 原因 考虑 
图 9.24 所 示 的 不 连通 的 平面 图 G 兰 2K3s. 显然 ,G ABA n= 6, 边 数 为 m= 6, K 
域 数 7 = 3, 它 的 三 个 区 域 分 别 记 为 Ri, Ro, Rs. 因此 ,rn 一 m 十 7 二 6 一 6 十 3 二 3, 所 
以 Euler 恒等式 不 成 立 . 然而 这 并 不 奇怪 , 因为 在 定理 9.1 中 , 我 们 要 求 平面 图 G 是 


oO LEN 


图 9.24 ”一 个 不 连通 的 平面 图 


让 我 们 重新 回 到 图 9.19(b) 和 9.19(c), 观察 Ks 先入 到 环 面 上 的 两 种 方式 . 这 
两 种 嵌入 方式 又 分 别 在 图 9.25(a) 和 9.25(b) 中 重新 画 出 , 此 时 图 所 嵌入 到 的 每 个 环 
面 都 是 用 一 个 对 边 两 两 重 双 的 矩形 来 表示 . 我 们 还 给 出 Ki 嵌入 到 环 面 上 的 第 三 种 
FR, WE 9.25(c). 正如 平面 图 幅 入 到 平面 (或 球面 ) 而 形成 平面 (或 球面 ) 的 一 些 
区 域 , 图 嵌入 到 环 面 (或 其 他 曲面 ) 也 同样 形成 环 面 (或 其 他 曲面 ) 的 一 些 区域 . 由 于 
曲面 比较 复杂 , 所 以 确定 曲面 上 的 区 域 可 能 会 比较 困难 . 下 面 的 事实 可 能 对 我 们 有 
所 帮助 : 假定 一 个 图 G 嵌入 到 某 个 曲面 上 , 点 4 位 于 区 域 RP, A’ 位 于 区 域 R 
中 . 如 果 A 和 A’ 可 以 通过 曲面 上 的 一 条 曲线 连接 , 且 这 条 曲线 不 与 G 的 顶点 或 边 
相交 , 则 R 和 R' 是 同一 个 区 域 . 如 果 不 存在 连接 A 和 A! A ERR, WU RA OR’ 
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是 不 同 的 区 域 . 因此 , 在 图 9.25(a) 和 9.25(b) 中 , Ka ÆI TA EAD A RA Bot I 
成 四 个 区 域 ( 记 为 Ri, Ro, Rz, Ra); 而 在 图 9.25(c) F, Ki EME LERA RERA 
个 区 域 ( 记 为 Ri, Re). 所 以 , 在 图 9.25(a) 和 9.25(b) HRA P, 区 域 数 为 7 = 4, 而 
在 图 9.25(c) WA, 区 域 数 为 了 = 2, 也 就 是 说 , 即使 Ks 是 连通 的 , 当先 入 到 环 
面 上 时 , 也 不 总 是 得 到 nn 一 m 十 7 的 同一 个 值 . 尽管 这 看 起 来 令 人 失望 , 但 即将 会 发 
现 , 图 9.25(c) 中 Ki 在 环 面 上 的 嵌入 有 一 个 性 质 , 该 性 质 是 图 9.25 中 Ky 在 环 面 上 
的 其 他 两 种 通 入 所 没有 的 , 这 一 点 很 关键 





(a) (b) (c) 


图 9.25 ”把 Ks 嵌入 到 环 面 上 


设 图 G PABST HH Sk 上 , 其 中 此 > 0, 则 形成 曲面 S 的 者 干 区 域 . 一 个 
区 域 称 为 是 2 单元 (2-cell), 奇 该 区 域内 的 任 一 条 闭 曲线 都 可 以 在 此 区 域内 连续 地 
收缩 为 一 点 . 一 个 嵌入 称 为 是 2 单元 嵌入 (2-cell embedding), 如 果 它 的 每 个 区 域 
都 是 一 个 2 单元 . 让 我 们 回 到 图 9.24 中 , 再 来 考察 图 GC 2K; 嵌入 到 平面 (或 球 
面 ) 上 的 情形 . BRAS, 边界 是 三 角形 的 两 个 区 域 是 2 单元 , 而 剩 下 的 那个 区 域 
就 不 是 2 单元 了 . 图 9.26 所 示 的 是 其 代入 到 球面 上 的 情形 . 尽管 在 外 区 域内 的 闭 曲 
线 C 可 以 在 该 区 域内 连续 地 收缩 为 一 点 , 但 是 财 曲线 C' 却 不 具备 这 个 性 质 . 

一 般 地 , 每 个 不 连通 图 到 平面 上 的 任何 一 个 骸 入 都 不 是 2 BRA, 而 每 个 连 
通 图 到 平面 上 的 任何 一 个 藤 入 都 是 2 FRA. 但 是 , 如 果 一 个 连通 图 G 嵌入 到 一 
个 正 亏 格 的 曲面 上 , 那么 这 个 嵌入 可 能 是 , 也 可 能 不 是 2 CRA. 让 我 们 再 回顾 
一 下 图 9.25(a) 和 9.25(b) 中 Ky 在 环 面 上 的 两 种 能 入 ; 这 两 个 租 入 都 不 是 2 ce 
A. 事实 上 , 在 图 9.27(a) 和 9.27(b) F, 曲线 C AC’ 都 不 能 在 它们 位 于 的 区 域内 连 
续 地 收缩 为 一 点 . 

然而 , 图 9.25(c) 中 给 出 的 Ks 到 环 面 上 的 禾 入 是 一 个 2 单元 英 入 . 在 这 个 嵌入 
中 只 有 两 个 区 域 , 所 以 有 nn 一 m 一 7 = 二 4 一 6 十 2 二 0. 我 们 将 看 到 , 当 一 个 阶 为 n 边 
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ASA 


图 9.26 2K 到 球面 上 的 一 个 嵌入 , 它 不 是 2 AWRA 


(a) (b) 
9.27 Ka 到 环 面 上 的 一 个 嵌入 , 它 不 是 2 BOcikA 


数 为 m 的 连通 图 2 单元 人 藤 入 到 一 个 环 面 上 而 形成 r 个 区 域 时 有 nn 一 m 一 + = 0. 
下 面 给 出 更 一 般 的 结论 . 
定理 9.9 设 连 通 图 G 以 2 单元 嵌入 到 一 个 趣 格 为 上 (之 0) 的 曲面 上 . wR 
G 的 阶 为 n, 边 数 为 m, RRX A r, 则 
n—-m+r = ?2 — 2k. 


证 “|[ 归 纳 证 法 ] 我 们 对 k 进行 归纳 . 设 图 G 是 一 个 阶 为 n 且 边 数 为 m 的 连通 
图 , 并 以 2 单元 乌 入 到 一 个 亏 格 为 0 的 曲面 上 , 则 G 是 平 图 . 设 G 有 7 个 区 域 , 每 
个 区 域 必然 是 一 个 2 单元 . 因此 根据 Euler 恒等式 ,nn 一 m 十 7 二 2 二 2 一 2:0, 所 以 
EHX k = 0 的 情形 是 成 立 的 . 

假设 , 对 每 个 阶 为 n' ACA mw 的 连通 图 C, HG’ 以 2 单元 嵌入 到 一 个 Sk 
(k 之 0) 曲面 上 而 产生 r AKIR, REFA n -m 十 = 2- 2k. WER G 为 一 
PBA n 边 数 为 m 的 连通 图 , 它 以 2 单元 髓 入 到 一 个 Sk 曲面 上 而 产生 r 个 区 
域 . | 

BHAA Sky 的 有 +1 个 环 柄 之 一 , 并 假设 H ERA G 的 顶点 . 但 是 , 因为 G 
在 Shai 上 的 嵌入 是 一 个 2 单元 嵌入 , 所 以 H EE G 的 边 . 画 一 条 围绕 互 的 闭 曲 线 
C, 则 C 一 定 与 G 的 茶 些 边 相 交 ( 见 图 9.28). 假设 C S H EWWA tS 1 PAS. 
把 这 些 交 点 当 作 新 的 顶点 , 从 而 这 上 条 边 中 的 每 一 条 边 都 被 分 成 两 条 边 . 进一步 , C 
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的 位 于 两 个 (新 增 ) 顶点 之 间 的 曲线 段 成 为 一 条 边 . 我 们 在 C 上 增加 两 个 顶点 , 由 
此 而 增加 了 两 条 额外 的 边 ， (这样 做 是 为 了 保证 所 得 到 的 新 图 不 含 平行 边 或 环 .) 记 
所 得 到 的 新 图 为 Gi, 设 它 的 阶 为 ni, 边 数 为 mi, KIRIA ri, Won =n+t42, 

= m 十 2t 十 2. 因为 作为 G1 边 的 曲线 C 的 每 个 部 分 都 属于 G 的 一 个 区 域 , 从 而 
这 种 边 的 添加 使 得 原先 的 区 域 一 分 为 二 , 且 每 个 新 区 域 都 是 一 个 2 单元 . 因为 有 + 
条 这 样 的 边 , 所 以 ri =r +t. 





图 9.28 定理 9.9 证 明 中 的 一 步 


fe POR, 我 们 沿 着 C BIZ A, 并 把 产生 的 两 个 洞 给 补 平 , 从 而 把 沿 着 C 的 

TH AIS I T Pat. 记 所 得 的 图 为 Go, 现在 Gz 是 Sk 上 的 一 个 2 单元 嵌入 . 设 Ge 
的 阶 为 no, 边 数 为 m2, 区 域 数 为 7r2. 显然 , 每 个 区 域 都 是 2 单元 的 . 则 ne = ni +t+2, 
m2 = Mı +t +2, M ro =r; +2. 因此 ， 

nz = Nn + 2t + 4, m = m+ 3t +4, rr =r+t+2. 
根据 归纳 的 条 件 ,na 一 m2 十 72 = 2 一 2k, 所 以 我 们 有 

(n +2t+4)—(m+3t+4)+(r+t+2)=2—2k. 
Kil, rn -m+r+2=2-2k, B n-m+r=2-—2(k+1). = 


由 此 我 们 发 现 , 如 果 G 是 一 个 连通 图 , 且 嵌 入 到 亏 格 为 Y(G) 的 某 个 曲面 上 , 则 
该 幅 入 必然 是 一 个 2 ETRA. 因此 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 
推论 9.10 ”如果 G 是 一 个 阶 为 n WHA m 的 连通 图 , 嵌入 到 亏 格 为 (GC) 
的 曲面 上 且 形 成 7 个 区 域 , 则 
n—=m +r =? — 2y(G). 
我 们 也 有 如 下 关于 推论 9.10 的 .个 推论 . 
推论 9.11 YG ROTI ne n>3 none m 的 连通 图 , 则 


证 [直接 证 法 | 假设 G RAB —P SRA Y(G) 的 曲面 上 , 并 形成 7 个 区 域 . 
根据 推论 9.10, A n-m+r=2—27(G). 设 G 的 7 个 区 域 分 别 为 Ri, Ro,---, Rr, 
mi (1 二 77) 分别 为 区 域 Ri 边界 上 的 边 数 . 因此 m > 3. 又 因为 每 条 边 只 位 于 一 
个 或 两 个 区 域 的 边界 上 , 从 而 有 
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rT 
3r < 》 mi < 2m, 


t=1 
故 3r < 2m. 所 以 有 
6 — 67(G) = 3n — 3m + 3r < 3n — 3M + 2m = Zn- m (9.2) 
对 y(G) 解 方 程 (9.2), 我 们 有 


证 毕 . m 


在 推论 9.11 中 , 若 图 G 是 平面 的 , 则 7(G) = 0, 由 此 推论 可 得 0 > 2- 2+1, 
或 等 价 地 , m 和 3n — 6; 这 就 是 定理 9.2. 

对 于 有 n = 5 个 顶点 和 m = 10 条 边 的 完全 图 Ks, 应 用 推论 9.11, 我 们 有 
7(K5) 21/6. 另 一 方面 , 注意 到 Ks 是 非 平面 的 . 当然 , 我 们 早已 知道 (Ks) = 1. 应 
用 推论 9.11, (Ke) > 1/2, y(K7) 2 1. 事实 上 , 可 以 证 明 y(Ke) = ¥(K7) = 1. 下面 
的 公式 是 由 Gerhard Ringel 和 J. W. T. (Ted) Youngs 给 出 的 . (在 第 10 章 , 我 们 还 
要 对 该 公式 作 进 一 步 介 绍 .) 

定理 9.12 对 于 每 个 整数 nn 之 3， 


(Ke) = [e229] | 


习题 
9.23 ”把 图 9.29 所 示 的 每 个 图 嵌入 到 环 面 上 . (用 对 边 两 两 重 释 的 抢 形 表示 环 面 ). 


长兴 


图 9.29 “习题 9.23 的 图 


9.24 ”确定 完全 图 Ke 的 亏 格 , 并 给 予 解释 . 
9.25 ”确定 完全 二 部 图 Ki. 的 亏 格 , 并 给 予 解释 . 
9.26 ”确定 Petersen 图 的 亏 格 , 并 给 于 解释 . 
9.27 WEHR: 
(a) 存在 一 个 平面 图 , 它 不 能 嵌入 到 环 面 上 . 
(b) 存在 一 个 非 平面 图 , 它 不 能 嵌入 到 环 面 上 . 
(c) WR G 是 一 个 阶 为 n 边 数 为 m 的 图 , 则 G 能 够 嵌入 到 一 个 带 m 个 环 柄 的 球面 
上 . 
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(d) 如 果 G 能 嵌入 到 环 面 上 , 则 y(G) = 1. 
9.28 ”根据 定理 9.12, 有 y(K7)=1. 
(a) 证 明 : Kz 在 环 面 上 竺 入 的 每 个 区 域 的 边界 都 是 三 角形 . 
(b) 给 定 Ky 在 环 面 上 的 一 种 嵌入 , Ri 和 Ro 是 两 个 不 相 邻 的 区 域 . 在 Ri 内 添加 一 
个 新 顶点 y, 并 连接 y 到 Ri Al Rs 的 边界 上 的 所 有 顶点 ,所 获得 的 图 记 为 G. 证 
HA: 7(G) = 2. 


9.3 ”延伸 阅读 : 图 的 子 式 


我 们 已 经 知道 , Kuratowski 定理 (定理 9.7) 给 出 了 平面 图 的 一 个 刻画 : 一 个 图 
G 有 是 平面 的 当 且 仅 当 GR Ks, K3,3, 或 Ks, 或 K3,3 的 一 个 细 分 作为 子 图 . 下 面 
我 们 将 说 明 , 这 不 是 平面 图 仅 有 的 刻画 

对 于 图 G 和 G 的 一 条 边 e = uv, AG’! 称 为 是 由 G 通过 收缩 边 e (contracting 
the edge e) (IÆ S JMA (identifying the vertices) u fl v) 而 得 到 的 图 , a G 
是 ( 同 构 于 ) 按照 如 下 方式 所 获得 的 图 : 在 图 G -ov P, E u Flu WAR, H 
这 些 邻 点 与 u 不 邻接 . 我 们 也 称 G 是 由 G 通过 一 次 边 收缩 (edge contraction) 而 
得 到 . (对 称 地 ,G 也 可 按 如 下 方式 获得 : 在 图 G -u 中, 连接 v 到 % 的 所 有 与 v 不 
邻接 的 邻 点 .) 在 图 9.30 中 , 对 于 图 G 和 G 的 一 条 边 e = w, 给 出 边 收缩 的 演示 . 图 
G" 是 通过 收缩 G 的 边 zy 而 得 到 


w v W Ww 


图 9.30 ”收缩 一 条 边 


如 果 我 们 从 一 个 图 G 出 发 , 收缩 G 的 一 条 边 而 得 到 图 OC’, 接着 收缩 GC’ 的 一 
RIM BEA G”, 如 此 下 去 , 直到 最 终 获 得 图 H, 此 时 我 们 可 以 更 简单 地 对 五 进 
行 描述 . 设 {Vi, Vo, e, Ve} 是 图 G 的 顶点 集 V(G) 的 一 个 划分 , 且 对 每 个 整数 ; 
(1 < i < k), (Vi) 是 连通 的 . 设 A EMRAN (VM, V o Vil A, 如 果 在 G P, V, 
的 某 个 顶点 邻接 于 Vi 的 某 个 顶点 (GE i) 则 邻接 于 VV. 例如 , 在 9.30 所 示 的 图 
G 中 , Re Vi = {x,y}, Vo = {2}, Vg = {u,v}, Va = {t}, Vs = {w}, 则 图 9.31 
中 的 图 H 同 构 于 图 9.30 中 的 图 G”. 

图 H 称 为 是 图 G 的 一 个 子 式 (minor), 如 采 图 H (RES H 同 构 的 图 ) 可 
以 由 G 通过 一 系列 的 边 收缩 , 按 删 除 或 项 点 删除 ( 按 任何 顺序 ) 而 获得 . 因此 , 在 图 
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G H V2 
u ; t V3 Va 
w Y V5 
图 9.31 KA 


9.31 中 , 图 H 是 图 G 的 一 个 子 式 . 我 们 再 看 一 个 例子 , 也 就 是 图 9.32 中 的 图 Gi, 设 
Vi = {ui}, Vo = {u2}, V3 = {us}, Va = {v1, w1, £1}, Vs = {we, zo}, Ve = {v3, ws, £3}, 
V; = {x4}. 则 图 H 可 以 由 Ga 通过 一 系列 的 边 收缩 而 获得 . 所 以 , 图 Ai 就 是 Cl 
的 一 个 子 式 . 另 一 方面 , 通过 删除 边 Vi 和 顶点 V, 可 以 看 出 Kss 也 是 Gi 的 一 
个 子 式 . 





U1 U3 V1 V2 V3 
Gy UL U3 Hi 
Wt W3 
£i À > T3 Va Vs Ve 
2 O 
.. V7 
O: Tå 
图 9.32 ”图 的 子 式 


图 的 子 式 有 许多 有 趣 的 结论 . 可 能 受到 图 9.32 中 例子 的 启发 , 我 们 有 下 面 的 结 
论 . | 

定理 9.13 AGAH- MAR G 的 一 个 耶 式 . 

另外 , 如 果 图 G 可 以 嵌入 到 曲面 5 E, 其 中 大 > 0, 则 由 G 通过 任何 的 边 收缩 ， 
边 删除 , 或 顶点 删除 而 获得 的 图 也 可 以 和 仍 入 到 曲面 Se 上 . 这 就 有 下 面 的 绪论 . 

定理 9.14 ”如 果 图 万 是 一 个 图 G 的 一 个 子 式 , 则 (A) < (GC). 

借助 于 上 面 两 个 结论 , 我 们 现在 就 可 以 叙述 Klaus Wagner (1910-2000) 对 平面 
图 的 刻画 . 1937 年 , 即 Wagner 从 科隆 大 学 获得 博士 学 位 后 的 第 一 年 Wagner 证 明 
了 下 面 定理 . 


定理 9.15 (Wagner EH) 图 G 是 平面 的 当 且 仅 当 Ks 和 Kas RAG 的 
FA. 


在 例 9.8 中 , 我 们 证 明了 图 9.12 中 的 图 (在 图 9.33 中 重 画 为 图 G) 是 非 平 面 的 . 
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尽管 G 从 外 观 上 让 人 想起 Ks, 但 是 这 个 图 既 不 含 Ks 也 不 含 Ks 的 细 分 作为 子 图 . 
事实 上 , 我 们 已 经 验证 了 G 是 非 平面 的 , 因为 它 含 K3,3 的 一 个 细 分 作为 子 图 . 另 一 
方面 , 如 果 我 们 考虑 V(G) 的 划分 (Vi, Vo, V3, Va, Vs), 其 中 页 = {u1, v1, wi, 21, yr}, 
Vo = {v2}, V3 = {u2, yo}, Va = {w2}, Vs = {x2}, WA, Ks 是 G 的 一 个 于 式 , 所 
以 , 根据 Wagner 定理 , G 是 非 平 面 的 . 


Vi 


V2 V3 





图 9.33 ”以 Ks 作为 子 式 的 图 G 


Dy ag St BE, 涉及 到 子 式 的 主要 定理 是 由 Neil Robertson 和 Paul Seymour 于 1990 
年 获得 的 . 

定理 9.16 (图 的 子 式 定 理 ) 对 图 的 任意 一 个 无 限 集 会 5S, 一定 存在 S 中 的 两 
个 不 同 的 图 , 使 得 其 中 一 个 是 另 一 个 的 子 式 . 

Paul Seymour 于 1975 年 获得 牛津 大 学 博士 学 位 . 他 在 贝尔 通信 实验 宇 曾 工作 
AATF, 现在 是 普林斯顿 大 学 的 教授 . Neil Robertson 于 1969 “FFE RA KS 
William Tutte 的 指导 获得 博士 学 位 ，Robertson 的 许多 工作 灵感 来 日 于 Tutte 的 
后 续 工 作 . Robertson 在 图 子 式 方面 的 工作 主要 针对 于 图 的 结构 特性 , 这 些 结构 特 
性 通过 排除 一 些 给 定 的 图 作为 子 式 而 获得 . 正如 其 他 许多 数学 研究 者 的 观点 一 样 ， 
Robertson 认为 受 创造 力 的 驱使 是 一 个 人 在 某 个 领域 工作 的 最 基本 的 动力 . Robert- 
son 对 美术 品 、 诗 歌 和 戏剧 都 很 感 兴趣 , 他 现在 是 俄 玄 俄 州立 大 学 的 数学 教授 

我 们 现在 叙述 由 定理 9.16 推出 的 非常 著名 的 结论 . 考虑 亏 格 为 > 0 的 曲面 
Sy. 显然 , WR G 是 一 个 足够 小 的 图 (就 阶 和 (或 ) 边 数 而 言 ), G 可 以 嵌入 到 Sk E- 
因此 , MFR TTA BERRA BI Sk 的 一 个 图 F 出 发 , 对 它 进 行 连续 的 边 收缩 , 边 删 除 ， 
或 者 顶点 删除 , 最 终 可 以 获得 一 个 依然 不 能 能 入 到 S% 的 图 F, 但 继续 对 F 进行 
任意 一 次 边 收缩 , 或 边 删 除 , 或 顶点 删除 后 所 得 的 图 都 可 以 嵌入 到 OS, 上 . 我 们 称 这 
样 的 图 F Ags) BORA Sk 的 (minimally nonembeddable on Sp) KI. Al 
此 ,F" 的 每 个 (不 同 与 OF’ 的 ) PART RAI Sy 上 . 特别 地 ,Ks 和 K3,3 是 极 小 
ARPT RABI So 的 (或 简单 地 , 极 小 非 平面 的 (minimally nonplanar)) 图 . 事实 上 ， 
它们 是 仅 有 的 极 小 非 平 面 图 . 根据 如 上 讨论 , 我 们 就 有 了 图 子 式 定理 的 如 下 著名 推 
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ve, 以 及 由 Neil Robertson 和 Paul Seymour 发 现 的 另 一 个 结论 . 
定理 9.17 YANYA k20 极 小 不 可 崇 入 到 Sk 的 图 集合 是 一 个 有 限 集 . 
证 [REA] 4 K=O, 根据 Wagner 定理 , 结论 是 正确 的 . 假如 定理 不 成 立 ， 
则 存在 一 个 正 整数 ,使 得 极 小 不 可 通 入 到 sx 的 图 集合 是 一 个 无 限 集 . 根据 图 子 式 
EH, S 含有 两 个 不 同 构 的 图 G 和 H, 使 得 AE G 的 一 个 子 式 . Rit, 因为 G 是 
P/N AN AY RRA BI Sx 的 , 所 以 H ARAF Sk, SBOP IE. m 
由 定理 9.17, LER FE. 
推论 9.18 AAPA BK, 存在 一 个 图 的 有 限 集 S, 使 得 图 G TARAN 
到 Sk 当 且 仅 当 对 每 个 9 中 的 每 个 图 H, A 都 不 是 G 的 子 式 . 
尽管 极 小 不 可 骨 入 到 环 面 的 图 的 个 数 是 有 限 的 , 但 就 目前 所 知 , 这 个 数值 已 超 
过 了 800. 
习题 
9.29 ”对 于 图 9.34 中 的 图 G Al G, WEH: C 是 G 的 一 个 子 式 . 


G eu <)> 


9.34 “习题 9.29 的 图 


9.30 证明: 图 Ks 是 Petersen 图 的 一 个 子 式 , 从 而 说 明 Petersen 图 是 非 平面 的 . 
9.31 证明: 每 个 非 平面 图 均 含 Ks 或 Ks,s 作为 一 个 子 式 . 
9.32 ”哪些 图 是 
(a) 由 Ks 经 过 一 次 边 收 缩 而 得 ? 
(b) 由 Ks,s 经 过 一 次 边 收缩 而 得 ? 
(c) 由 Ks, 经 过 两 次 边 收缩 而 得 ? 
9.33 HEHH: 定理 9.13 的 道 是 不 正确 的 , 
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在 定理 2.7 P, RIER: 对 每 个 图 G 和 每 个 整数 r > A(G), 存在 一 个 7 正 
则 图 H, 使 得 G 是 五 的 一 个 诱导 子 图 ， 此 时 , 我 们 称 G 作为 一 个 诱导 子 图 懂 入 
(embed) 到 H. 这 个 结论 出 现在 Dénes König 1936 年 的 书 里 .我 们 回顾 一 下 当 
r= A(G) 时 这 个 定理 的 证 明 过 程 
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如 果 G 是 7 EWK, 则 五 = G 即 为 所 求 . 否则 , RG 是 G 的 一 个 拷贝 , 并 且 
分 别 连接 G 和 GC’ 的 那些 度 小 于 7 的 对 应 顶点 , 从 而 产生 图 Gi. 如 果 Gi 是 7 正则 
AY, 则 五 = Gi 即 为 所 求 . 如 果 Ga 不 是 7 正则 的 , 那么 我 们 继续 上 面 的 操作 直到 获 
得 一 个 7 正则 图 Gr, tay k = Aa) A(G). 图 9.35 针对 于 图 G 给 出 了 上 述 讨论 
的 演示 , 其 中 A(G) = 3, 6(G 


Y Ty Si 


H = G2 
图 9.35 8 G ARS FANA H 


这 种 构造 方法 是 由 König 首次 提出 的 , 目的 是 把 一 个 极 大 度 为 7 的 图 G 作为 
一 个 诱导 子 图 典 入 到 一 个 7 正则 图 H, 一 般 而 言 这 种 方式 产生 的 图 不 具有 最 小 的 
Br. 比如 , 图 9.35 的 H 的 阶 是 16, ME G 作为 诱导 子 图 的 3 正则 图 的 最 小 阶 是 6. 

对 于 一 个 给 定 的 图 G, 1963 年 Paul Erd6s 和 Paul J. Kelly 发 现 了 确定 G 作为 
诱导 子 图 杠 入 到 7 正则 图 H (r= A(G) 的 最 小 阶 的 方法 . 为 了 阐述 他 们 的 定理 ， 
我 们 先 介 绍 一 些 相 关 定 义 . 

设 G 为 最 大 度 为 7 HA, 其 顶点 集 为 V(G) = {v1,v2,---, un}. W di 为 顶点 v 
的 度 , ide, = r- di 为 vi 的 亏损 (deficiency). 此 外 , 记 e= max{ei: 1 <i<n} 
为 最 大 亏损 (maximum deficiency), s = X; ei 为 总 体 亏损 (total deficiency). 
FHA Erd6s 和 Kelly 的 定理 . 

定理 9.19 设 G 为 nn 阶 图 ,7 =A). 设 有 为 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :， (1) 
kr > s, (2) k? — (r + 1)k + s 20, (3) k De, (4) (kt n)r 是 偶数 . 则 以 G 为 诱导 子 
ARAF r 正则 图 H 的 最 小 阶 为 天 十 7. 

图 9.36 所 示 的 是 四 个 非 正 则 图 Gi (1 <i <4), 以 及 以 Gi FAR S FARRAR 
具有 最 小 阶 的 A(G) 正则 图 Hi. 前 三 对 图 Gi, 都 是 以 例子 的 形式 出 现在 Erdös 
和 Kelly 的 文章 中 的 . 

对 于 图 9.36 中 的 A (1 < i < 4) 的 每 个 顶点 v, 均 存 在 Hi 的 一 个 含 v 且 同 构 
于 Gi 的 诱导 子 图 . 当然 , WR v 是 Gi 的 顶点 , 那么 结论 是 显然 的 .上述 结 论 对 添加 
到 Gi (以 形成 Hi) 的 每 个 顶点 也 是 成 立 的 . 对 包含 一 个 给 定 图 G ARS FAA 
具有 最 小 阶 的 A(G;) 正则 图 H 的 每 个 顶点 v, 通常 者 会 行 在 H AiE v HAH 
于 G 的 诱导 子 图 . 然而 , 该 结论 并 不 总 是 成 立 . 
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G1 O—O—o—0 M 
G2 [N H? 
G j 

3 O Ha 


G4 oc Spo H, 


图 9.36 & Gi 为 诱导 子 图 日 具有 最 小 阶 的 A(Gi) 正则 图 H: (1 <i< 4) 





图 9.37 所 示 的 是 从 完全 二 部 图 Ks,3 细 分 它 的 两 条 边 所 得 到 的 一 个 10 阶 图 . 图 
9.37 还 给 出 了 含 G ABS FARR Aa) BA 12 的 3 正则 图 H. 但 是 , H 中 没有 
RTA u BAS GUATI. 





图 9.37 ARRAS u HAAT G 的 诱导 子 图 


根据 上 面 的 观察 , 我 们 有 下 面 的 概念 . 图 G 称 为 是 一 致 姐 入 (uniformily em- 
bed) 到 图 A, 如 果 对 于 HH 的 每 个 顶点 v, 的 存在 互 的 一 个 舍 v 且 同 构 于 G 的 诱导 
子 图 . 因此 , 图 9.36 的 每 个 图 Ci (1 < i < 4) 都 一 致敬 入 到 图 Ki. 

对 于 一 个 最 大 度 为 7 的 图 G, 用 Konig 方法 构造 出 来 的 7 正则 图 A 具有 这 样 
的 性 质 : GRASE H. 而 图 9.37 的 图 G 并 非 一 致 答 入 到 图 H. 

嵌入 还 可 以 附加 更 多 的 限制 条 件 . 图 G 称 为 齐 次 嵌 人 (homogeneously em- 
bed) 到 图 H, 如 果 对 于 G 的 每 个 顶点 x 以 及 互 的 每 个 顶点 y, 存在 以 G 作为 诱导 
子 图 到 H BMRA, 使 得 x 对 应 于 y ERAR FP); 或 等 价 地 , 图 G IRRA 
到 图 H, 如 果 对 于 G 的 每 个 顶点 zz 和 五 的 每 个 顶点 y, 存在 一 个 五 的 诱导 子 图 OA’ 
以 及 G 到 H' 的 一 个 同 构 9, 使 得 O(a) = y. 

图 F 称 为 图 G 的 一 个 框架 (frame), WR G ALAS IARRAB FAP 具有 最 
小 阶 ; F 的 阶 称 为 G 的 框架 数 (framing number), 记 为 ff(G). 因此 , 如 果 G 是 一 
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个 阶 为 n 的 图 , 则 fr(G) 2n. 

可 知 , 路 Ps 的 框架 数 是 4, 因为 Ps BT WSFA SI Ca (ULB 9.38), H Ps AS 
能 齐 次 嵌入 到 任何 一 个 阶 为 3 的 图 . 圈 C4 ESR Sth ze 4, 因为 Ce BLAST RRA 
FEH &. 

图 G = KiU Ke 可 以 齐 次 嵌入 到 圈 Cs ( 见 图 9.39); 但 fr(G) = 4, AW G 也 可 
以 齐 次 髋 入 到 阶 为 4 的 图 2K 上, 却 不 能 齐 次 嵌入 到 任何 一 个 阶 为 3 的 图 . 

如 果 图 G 可 以 齐 次 对 入 到 图 H E, 则 (H) > A(G). 作为 另 一 个 例子 , RNS 
RE] 9.40 中 的 图 G. 

例 9.20 Æ 9.40 的 图 G 的 框架 数 为 6. 

解 ” 因 为 A(G) = 3, 所 以 , mR H eC 可 以 齐 次 租 入 到 其 上 的 图 , 则 6(H) > 3. 
显然 ,fr(G) > 5. 如 果 &(G) = 5, M G 的 一 个 框 染 H 可 以 通过 在 G 中 添加 一 个 至 
少 与 u Al v 连接 的 新 顶点 yi 而 获得 . 然而 ,degp yi > 3; 所 以 y DMB c Al w 
中 的 一 个 顶点 邻接 , 壁 如 说 ,1 与 z 邻接 . 设 H 是 满足 上 面条 件 的 图 ( 见 图 9.40). 
不 难 发 现 ,Hi 不 含 这 样 一 个 与 G 同 构 的 诱导 子 图 , 使 得 u 在 该 同 构 下 映射 到 21, 所 
以 G ARES KRABI Hi. 因此 , fr(G) > 6. 另 一 方面 ,G AESKA BE 9.40 
所 示 的 阶 为 6 的 图 He = Kooo, 所 以 fr(G) = 6. Q 


至 此 , 你 可 能 会 提出 一 个 重要 的 问题 : 对 于 一 个 给 定 图 G, 如 何 知 道 G 的 框 染 
数 确实 存在 呢 ? 下 面 定理 作出 了 回答 . 
定理 9.21 对 于 每 个 图 G, 存在 一 个 图 , 使 得 G 能 齐 次 嵌入 到 该 图 上 . 
事实 上 , 这 个 定理 可 以 被 加 强 为 : l 
定理 9.22 对 于 每 个 图 G, 存在 一 个 正则 图 , 使 得 G 能 齐 次 嵌入 到 该 图 上 . 
习题 
9.34 ”对 于 图 9.41 中 的 图 G. 
(a) 证 明 : G 可 以 齐 次 嵌入 到 3 立方 图 Qs E. 
(b) 确定 G 的 框架 数 . 
9.35 ”确定 2K1U Ko 的 框架 数 . 
9.36 (a) 确定 图 Ki,s 的 一 个 框 染 . 
(b) 是 否 存在 一 个 平面 图 H, 使 得 Kis 可 以 齐 次 代入 到 H? 
9.37 ”确定 Kie 的 框架 数 , HP t > 4. 
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图 9.40 “” 齐 次 髓 入 一 个 图 
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图 9.41 “习题 9.34 的 图 
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证 明 : 如 果 一 个 n BA G 的 框架 数 为 fr(G) = n, 则 G 有 唯一 的 框 染 . 
利用 定理 9.21, 证 明定 理 9.22. 
GS Ka. 列举 一 个 具有 最 小 阶 的 + 正则 图 H, 使 得 G 可 以 齐 次 地 嵌入 到 He 其 
中 

(a}r=0, (b)r=1, (c)r=2, (d)r=3. 
KGS Py. 是 否 存在 图 A, 使 得 (1) 对 于 G 的 任意 两 个 邻接 顶点 zl 和 xe, H 的 任 
意 两 个 邻接 顶点 yi 和 yo, 以 及 (2) 对 于 G 的 任意 两 个 不 邻接 顶点 zl 和 zo, 日 的 任 
意 两 个 不 邻接 顶点 y M yo, 存在 以 G 作为 诱导 子 图 到 H RRA, 使 得 ri 映射 到 y 
H zz 映射 到 y2? 
提出 一 个 关于 图 的 齐 次 侍 入 的 问题 ,并 给 予 回答 . 


第 10 章 & 色 
10.1 四 色 问 题 


Wolfgang Haken ( 美国 数学 家 ) 
重重 击 打 着 巨 妖 

一 次 ! 两 次 ! 三 次 ! 四 次 ! 

他 说 :“ 妖 怪 已 经 不 存在 了 .” 

上 面 所 说 的 是 什么 意思 呢 ? 我 们 马上 对 它 做 些 解释 . 在 1966 版 的 期 刊 Journal 
of Recreational Mathematics (趣味 数学 杂 志 ) 的 一 篇 论文 The mathematics of map 
coloring (地 图 染色 的 数学 ) P, 它 的 作者 、 著 名 数学 家 H. S. M. (Donald) Coxeter, 
提 到 这 样 的 一 个 事实 : 为 了 区 别 美国 地 图 中 相 邻 的 州 , 在 给 该 地 图 染色 时 我 们 几乎 
每 次 至 多 用 5 种 或 6 种 颜色 . 那么 , 对 美国 的 州 染 色 , 至 少 需要 几 种 颜色 就 可 以 确 
保 每 两 个 拥有 公共 边界 的 州 所 染 的 颜色 不 同 ? 只 有 一 个 交点 的 两 个 州 是 允许 染 相 
同 颜色 的 , 比如 , Det Ss PP I (如 图 10.1 所 示 ). 由 于 内 华 达州 与 狐 他 州 是 

SSA, 也 就 是 说 , 它们 有 公共 的 边界 , 因此 , 它们 需要 染 不 同 的 颜色 . 实际 上 , 内 华 
达州 周围 有 5 个 相 邻 的 州 , BE, 犹他 州 、 爱 达 奏 州 、 俄 蒜 风 州 、 加 州 和 亚利桑那 州 . 
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图 10.1 美国 西部 
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因此 这 5 SIR aE a SABIAN RAE. 故 必须 要 3 种 颜色 为 这 5 个 州 
染色 . 从 而 , 共 需 要 4 种 颜色 给 这 6 个 州 染色 . 事实 上 , 美国 的 所 有 州都 可 以 用 4 种 
颜色 来 染色 . 

在 一 张 地 图 中 , 用 最 少 种 类 的 颜色 为 区 域 (不 论 是 州 、 国 家 还 是 县 ) 染色 , 使 得 
相 邻 的 区 域 ( 即 有 公共 边界 的 区 域 ) 染 不 同 的 颜色 , 这 看 起 来 并 不 是 地 图 制作 者 所 
关心 的 问题 . 实际 上 , 数学 史 专 家 Kenneth May 在 研究 地 图 制作 方面 的 书籍 中 找 不 
到 这 个 问题 被 讨论 的 根据 . 

若 一 张 地 图 按 某 种 方式 分 成 若干 区 域 , 则 在 保证 相 邻 的 区 域 染 不 同 颜色 的 前 提 
F, 最 少 需 要 多 少 种 颜色 ? 为 什么 这 个 问题 让 我 们 如 此 关注 呢 ? 你 可 以 根据 地 图 给 
出 第 一 个 问题 的 正确 答案 , 在 前 面 我 们 已 经 提 过 , 给 美国 这 些 州 染色 需要 4 种 颜色 ， 
并 且 4 种 颜色 就 足够 了 . 但 如 果 考 虑 的 区 域 很 多 (比如 有 数 十 亿 个 ), 并 且 地 图 中 的 
许多 区 域 有 大 量 相 邻 的 区 域 , 那么 这 个 问题 就 可 能 有 非常 不 同 的 答案 . 

很 明显 , 这 个 问题 不 是 地 图 制作 者 提出 的 , 而 是 数学 家 提出 的 . 在 1852 年 , Fran- 
cis Guthrie (1831—1899), 一 名 刚 从 伦敦 大 学 学 院 毕 业 的 学 生 , APES a a A H 
4 种 颜色 来 染色 , 且 使 得 相 邻 的 郡 染 不 同 的 颜色 . Francis Guthrie 发 现 , 有 些 地 图 不 
能 用 3 种 颜色 完成 染色 , 但 对 所 有 地 图 , 4 种 颜色 就 足以 完成 染色 ; 他 尝试 着 证 明 
这 点 . 他 给 他 的 弟弟 看 了 目 己 的 证 明 ; 他 弟 种 当时 正好 是 善 名 数学 家 Augustus De 
Morgan 的 学 生 . Francis 对 自己 提供 的 证 明 并 不 十 分 满意 . FETE Francis 同意 的 情 
形 下 , Frederick 于 1852 年 10 月 23 日 把 Francis 所 提供 的 证 明 转 交 给 了 De Morgan. 
De Morgan 对 此 证 明 非 常 高 兴 , 认为 这 是 一 个 生 新 的 东西 . 就 在 同一 天 , De Morgan 
给 著名 的 数学 家 William Rowan Hamilton 写 了 正面 的 一 封 信 : 

我 的 一 名 学 生 今天 请 我 给 他 解释 一 个 事实 , 但 我 并 不 知道 那 究 竟 有 是 不 是 一 

个 事实 一 一 并且 到 现在 还 不 知道 . 他 说 若 一 张 图 被 任意 划分 , 并 且 对 每 个 

划分 区 域 染色 , 使 得 具有 公共 边界 的 区 域 兴 不 同 的 颜色 , 一 一 这 可 能 需要 

4 种 普 色 但 不 会 更 多 一 一 下 面 是 他 用 4 种 普 色 完成 染色 的 证 明 . 


ABCD 表示 
ETO lO 
A | BL 


我 怀疑 5 种 或 更 多 种 颜色 是 不 必要 的 ， 
Hamilton 于 1852 年 10 月 26 日 给 他 回 了 信 : 
我 可 能 不 会 很 快 就 考虑 你 的 颜色 “4 元 组 ”问题 . 
虽然 这 个 问题 (当时 还 没有 成 为 四 色 问 题 ) 显然 没有 引起 Hamilton 的 兴趣 , 但 
De Morgan 依然 对 此 感 兴趣 . 然而 在 随后 的 几 年 里 他 对 该 问题 的 兴趣 也 开始 慢 慢 减 
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少 了 . 
在 这 段 时 期 , 伦敦 数学 学 会 于 1865 年 在 伦敦 大 学 学 院 成 立 , 并 且 Augustus De 
Morgan 成 为 第 一 任 主席 . James Joseph Sylveste 与 Arthur Cayley 分 别 担任 了 第 二 
任 与 第 三 任 主席 .Cayley 的 早期 大 部 分 工作 都 是 关于 代数 学 的 , 实际 上 , 这 段 时 间 
他 一 直 与 Sylvester 进行 合作 研究 . 

1814 年 9 月 3 日 , James Joseph Sylvester 生 于 伦敦 . 1833 Æ, Sylvester A £I 
桥 圣 约 鞠 学 院 学 习 , 在 那里 他 展露 出 数学 上 的 天 赋 . 在 那 段 时 期 ， 每 个 学 生 在 毕业 
之 前 , 都 必须 要 对 英国 国教 会 签署 一 份 宗教 誓言 . 作为 犹太 人 , Sylvester HAAS BF 
言 , 因此 学 校 不 允许 他 毕业 . 由 于 同样 的 原因 , 他 也 不 能 获得 奖学金 . 在 1838-1841 
年 期 间 , Sylvester 在 伦敦 大 学 教 物理 , 在 那里 他 的 宗教 信仰 并 没有 给 他 带 来 麻烦 . 他 
在 该 学 校 的 一 个 同事 就 是 De Morgan (早期 曾 是 Sylvester 的 老师 ). 

Sylvester 于 1841 年 在 美国 有 过 短暂 的 停留 , 之 后 便 回 到 了 英国 , 在 那里 他 做 
过 律师 与 保险 精算 师 . 他 还 当 过 数学 辅导 教师 ， 令 人 惊奇 的 是 , 他 的 一 名 学 生 是 
Florence Nightingale( 南 丁 格 尔 ), 由 于 在 护理 和 医院 改革 方面 的 先驱 性 工作 而 闻名 
FHE. 在 那 时 , Arthur Cayley 也 是 一 名 律师 , 并 经 常 与 Sylvester 讨论 数学 问题 . 尽 
管 他 们 的 个 性 不 同 , 但 是 做 了 一 辈子 的 朋友 . 

Sylvester 努力 葵 试 去 获得 一 个 数学 方面 的 职位 , 但 只 是 因为 在 一 个 成 功 应 聘 者 
突然 去 世 , 他 才 在 伍 尔 维 奇 的 星 家 军事 学 院 获 得 了 一 个 职位 . Sylvester Ake EE 
阵 理论 与 方程 理论 方面 的 重要 工作 , 他 引进 了 矩阵 (matrix) 与 判别 式 (discriminant) 
这 两 个 数学 术语 . 然而 , 由 于 是 军事 学 院 , Sylvester 被 要 求 在 55 岁 退 休 , 因而 只 能 
领 一 半 的 薪水 . 

Sylvester 打算 放弃 研究 数学 , 专心 地 写 诗 , 就 在 此 时 (1876 年 ) 他 的 生活 出 现 了 
一 个 大 转折 这 一 年 , 美国 成 立 了 一 所 新 大 学 , 即位 于 马里 兰州 巴尔 的 摩 市 的 约翰 
BEEK. Sylvester 成 为 该 校 资格 最 老 的 第 一 批 教 员 , 不 论 在 年 龄 还 是 在 先期 
的 学 术 造 讶 方面 . 对 于 这 所 学 校 来 说 , 聘请 Sylvester 可 以 说 是 一 个 英明 的 决定 , A 
为 通过 他 又 雇佣 了 不 少 教员 , 而 这 些 人 后 来 都 成 了 卓越 的 数学 家 . Sylvester 于 1878 
年 创办 了 期 刊 4merican Journal of Mathematics (美国 数学 杂志 ), 这 是 美国 第 一 份 
RFR. Cayley 是 最 早 在 该 期 刊 发 表 研 究 成 果 的 人 之 一 . 

在 1878 年 的 伦敦 数学 会 的 一 次 会 议 上 (由 Henry Smith, 该 学 会 的 前 任 主席 主 
FP, 对 四 色 问 题 的 兴趣 又 复 燃 了 . 在 1878 年 7 月 13 日 这 一 天 ,Cayley 询问 了 这 
个 问题 是 否 已 被 解决 . 与 会 者 中 有 一 位 十 分 聪明 的 业余 数学 家 , 他 的 名 字 叫 Alfred 
Bray Kempe. 

次 年 ( 即 1879 年 ) 的 7 月 17 H, Kempe 在 Nature (自然 ) 杂志 上 宣布 他 已 经 解 
决 了 这 个 问题 , 即 每 个 地 图 都 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 . Kempe (1849— 
1922) F 1872 年 毕业 于 剑桥 大 学 , 并 跟随 Cayley 学 习 数 学 . 他 后 来 成 为 了 一 名 律 


师 , 专业 为 教会 法 , 但 还 是 一 直 对 数学 感 兴趣 . Cayley 建议 Kempe 应 该 发 表 目 已 的 
发 现成 果 , 1879 年 Kempe 把 其 成 果 发 表 在 美国 数学 杂志 的 第 二 卷 上 . 

Kempe 所 用 的 方法 涉及 到 一 个 后 来 被 称 之 为 Kempe 链 (Kempe chains) 的 
概念 , 他 的 想法 大 致 如 下 . 假如 有 一 张 地 图 , 除了 其 中 一 个 区 域 (不 妨 设 为 下) 外 , 其 
他 所 有 区 域 都 用 4 种 颜色 (红色 r EE b 绿色 g 和 黄色 y) 染 了 色 , 我 们 想 要 用 
这 些 颜 色 中 的 一 种 为 区 域 Oe. 显然 , 如 果 这 4 种 颜色 没有 全 部 用 来 给 环绕 X 
的 区 域 染 色 , 那么 必定 有 一 种 颜色 可 用 于 X 的 染色 . 因此 , 我 们 可 以 假设 4 种 颜色 
已 经 全 部 用 来 给 环绕 X 的 区 域 染 色 . 也 有 可 能 恰好 有 四 个 区 域 环绕 X, 不 妨 设 为 
A, B,C, D ( 按 顺 时 针 方 向 ), 分 别 染 了 红色 、 蓝 色 、 绿 色 和 黄色 ; 如 图 10.2 所 示 . 





图 10.2 ”由 四 个 区 域 环绕 的 区 域 


这 有 两 种 可 能 性 : (1) 不 存在 从 4 到 C 染 成 红 绿 相 间 的 相 邻 区 域 链 . (2) 存在 
从 4 到 C 染 成 红 绿 相 则 的 相 邻 区 域 链 ， 如 果 (1) ACHE, 那么 对 于 所 有 有 从 A 开始 的 . 
红 绿 相间 的 区 域 链 , 交换 红色 和 绿色 . 由 于 C 不 在 这 样 的 链 中 出 现 , 一 旦 颜色 交换 
T, ABA A 和 C 部 染 成 了 绿色 , 所 以 X 可 以 染 成 红色 ; 如 果 (2) RA, MARAE 
在 从 B 到 D 的 染 成 监 贡 相同 的 相 视 区 域 链 . 现在 把 (1) 的 技巧 应 用 到 染 成 蓝 黄 的 
区 域 链 上 , 得 到 该 地 图 的 所 有 区 域 (BR X) 的 一 个 新 染色 , 其 中 B 和 DD 部 染 成 了 
黄色 , 剩 下 的 蓝 色 可 用 来 给 X 染色 . 

当然 , 这 只 考虑 了 恰 有 4 个 区 域 环绕 六 的 情形 (并 且 所 有 4 色 都 用 来 为 这 些 环 
RKR E) SSX 的 区 域 多 于 4 个 , 结果 又 会 怎样 呢 ? 在 后 面 可 以 发 现 , 我 们 
可 以 假设 环 纪 X 的 区 域 数 不 超过 5. 但 这 也 只 是 要 讨论 的 男 一 种 情形 : 有 5 个 区 
域 环绕 X, IFA 4 种 颜色 都 用 来 给 这 些 区 域 染 色 了 . 显然 , 在 这 种 情形 下 , 某 种 颜色 
已 经 用 了 两 次 (虽然 不 会 用 于 相 邻 区 域 的 染色 ) Kempe 坚信 , 前 面 关 于 4 个 区 域 环 
Be X 情形 的 证 明 方法 同样 天 用 于 5 个 区 域 环 经 X 的 情形 . 这 就 是 他 的 证 明 的 关键 
部 分 , 也 是 证 明 失 败 的 地 方 . 

Kempe 因 日 己 的 成 果 而 获得 了 采 誉 . 他 于 1881 年 当选 为 英国 呈 家 学 会 会 员 ， 
并 承担 了 硅 干 年 的 财务 工作 . 他 曾 对 上 自己 的 证 明 作 了 两 次 改进 , 并 为 此 发 表 了 两 篇 
文章 , 其 中 一 篇 激 起 了 数学 家 Peter Guthrie Tait (1831—1901) 的 兴趣 ，Tait 给 出 
了 他 目 己 对 四 色 问 题 的 解决 方法 . Tait 有 很 多 的 兴趣 , 也 有 很 多 的 朋友 (其 中 包括 
Hamilton). 尽管 有 很 多 项 目 要 做 , 但 他 总 是 能 找到 时 间 把 事情 做 好 . 作为 Tait 的 4 
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个 儿子 之 一 , Frederick Guthrie Tait 的 高 尔 夫 球 打 得 很 好 , 并 以 名 字 Freddie Tait 在 
高 尔 夫 球 界 享 有 万 痊 ，Frederick 分 别 于 1896 年 与 1898 年 获得 了 英国 高 尔 夫 球 公 
开赛 冠军 (在 1899 年 又 差 一 点 获 此 殊荣 ). Frederick 在 1899—1902 期 间 的 英 布 战争 
(Anglo-Boer War) 中 牺牲 , 因此 , 在 南非 的 金伯利 有 一 个 国际 性 的 比赛 就 是 为 了 纪 
& Frederick 的 . 事实 上 , Peter Tait 还 写 了 一 篇 有 关 高 尔 夫 球 飞行 轨道 的 研究 论文 . 
他 对 扭 结 以 及 它们 的 交叉 方式 也 非常 感 兴趣 . 然而 , Tait 有 一 个 个 人 问题 , 就 是 他 
经 常 与 同事 争吵 . 

在 四 色 问 题 的 历史 上 , 接 下 来 的 一 个 比较 重要 的 事件 是 有 关 瑞 国 数 学 家 Percy 
John Heawood 的 . Heawood (1861—1955) 曾 在 牛津 大 学 学 习 , 并 在 达 拉 英 学 院 , 即 
后 来 的 达 拉 莫 大 学 , 执教 了 50 多 年 . Heawood 因 他 的 大 胡子 以 及 允许 他 的 狗 参 加 
其 讲座 而 出 名 . 他 一 直 工 作 到 78 岁 才 退休 , 16 年 后 去 世 . 1890 年 , Heawood 发 表 了 
一 篇 题 为 Map colouring theorem (地 图 染色 定理 ) 的 文章 , 在 该 文中 他 构造 一 个 反例 
指出 Kempe 关于 四 色 问 题 的 解决 方法 中 的 “缺陷 ”, 即 当 区 域 X 被 5 个 区 域 环 绕 . 
(我 们 将 在 10.4 节 见 到 Heawood 文章 的 有 关 讨 论 .) 

Kempe 认同 了 Heawood 在 其 文章 中 所 发 现 的 错误 . 虽然 对 他 有 些 为 难 , Kempe 
还 是 在 伦敦 数学 会 上 亲自 报告 了 Heawood 的 工作 , 并 称 自己 改正 不 了 这 个 错误 . 
Heawood 也 不 能 改正 Kempe 证 明 中 的 错误 . 但 Heawood 对 四 色 问 题 特别 投入 , 以 
致 于 在 其 生命 中 后 60 FE—HEEWR E. 

事实 表明 Tait 的 “解法 ”也 是 不 正确 的 . 除了 Kempe 与 Tait 的 “证 明 ” 之 外 ， 
还 有 另 一 个 由 Frederick Temple 发 表 的 错误 证 明 . Frederick Temple 当时 是 伦敦 主 
A, 后 来 成 为 坎特伯雷 大 主教 

每 张 地 图 都 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 的 这 个 猜想 开始 以 四 色 猜 想 
(Four Color Conjecture) 而 闻名 . 许多 人 都 相信 这 个 猜想 是 正确 的 . Heawood 的 
例子 只 是 Kempe 方法 的 一 个 反例 , 而 不 是 四 色 猜 想 的 反例 .事实 上 , 证 明 由 Hea- 
wood 所 构造 的 地 图 能 够 用 4 种 颜色 来 染色 并 不 是 很 困难 . 虽然 Kempe 的 方法 征 不 
成 功 的 , 但 是 Heawood 能 够 用 该 方法 证 明 , 每 张 地 图 都 能 够 用 5 种 或 者 更 少 的 颜色 
来 染色 . 另 一 方面 , 任 一 地 图 是 否 真 的 需要 5 种 颜色 来 染色 还 不 确定 , 这 个 问题 直 
到 86 年 后 才 确 定 . 

在 Heawood 的 文章 之 后 , 解决 四 色 猜 想 的 进程 似乎 已 经 停滞 了 . 我 们 知道 在 
Kempe 尝试 的 证 明 中 , 他 用 了 这 样 一 个 事实 , 即 某 个 区 域 被 5 个 或 更 少 的 区 域 环 绕 . 
当 一 个 区 域 恰 好 被 5 个 区 域 环绕 , 这 种 情形 导致 问题 变 得 特别 困难 , 并 且 这 个 困难 
是 一 个 非常 严重 的 障碍 . 随 着 时 间 流 逝 , 尝试 证 明 该 猜想 的 数学 家 们 把 证 明 划 分 成 
许多 详细 的 情形 , 每 种 情形 主要 针对 于 地 图 中 可 能 出 现 的 区 域 构 形 . 想法 是 : 寻找 
被 一 个 区 域 环 所 包围 的 区 域 构 形 (而 不 是 单个 区 域 ) 的 集合 , 使 得 每 张 地 图 都 至 少 
含有 该 集合 中 的 一 个 构 形 , 并 且 还 使 得 : 知 在 环 上 的 区 域 或 者 环 外 的 区 域 能 够 用 4 
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种 颜色 染色 , 则 整个 地 图 能 够 用 4 种 颜色 来 染色 . 这 样 的 集合 后 来 称 为 是 不 可 避免 
的 可 约 构 形 集合 (unavoidable set of reducible configurations). 

可 约 性 概念 出 现在 20 世纪 著名 数学 家 George David Birkhoff (1884—1944) 的 
一 篇 文章 中 . 他 的 儿子 Garrett Birkhoff 也 ,成 为 了 一 名 早 越 的 数学 家 . Garrett 对 代 
数学 很 感 兴趣 , 并 在 Philip Hall 的 指导 下 在 剑桥 大 学 获得 博士 学 位 . Hea, Garrett 
Birkhoff 与 Saunders Mac Lane 合 著 了 一 本 非常 有 名 的 书 《 近 世代 数 综述 》, 一 本 加 
大 学 生 介绍 抽象 代数 学 的 书 . 

George David Birkhoff 于 1907 在 芝加哥 大 学 获得 了 博士 学 位 , 他 的 论文 是 天 
于 常 微分 方程 与 边 值 问题 的 . 他 后 来 分 别 在 威斯康星 大 学 麦迪 示 分 校 、 普 林 斯 顿 大 
学 以 及 哈佛 大 学 担任 教员 . 在 哈佛 大 学 期 间 他 是 文理 学 院 的 院 长 . 虽然 Birkhoff 在 
一 个 很 广泛 的 领域 里 做 研究 , 但 是 他 对 Jules Henri Poincaré 关于 动力 系统 方面 的 工 
作 十 分 着 迷 . Birkhoff 对 动力 系统 作 了 广泛 的 研究 . Poincaré} 1912 年 去 世 , 他 在 最 
后 一 篇 文章 中 指出 : 限制 性 三 体 问题 的 周期 解 的 存在 性 可 以 从 某 个 几何 定理 中 推 
导出 来 . 但 是 , 除了 一 个 特殊 的 情形 外 , 他 无 法 证 明 这 个 定理 . Birkhof 在 几 个 月 内 
就 给 出 了 “Poincaré’s Last Geometric Theorem (Poincaré’ 的 最 后 几何 定理 )” 的 一 个 
简洁 但 有 深刻 见解 的 证 明 , 并 发 表 在 了 1913 年 1 AW) Transactions of the American 
Mathematical Society (美国 数学 学 会 汇 刊 ) 上 . 这 个 成 就 带 给 了 他 一 生 的 名 誉 . 同年 ， 
Birkhoff 还 发 表 了 有 关 图 的 可 约 性 的 文章 . | 

在 Kempe 所 尝试 的 四 色 定 理 的 证 明 中 , 他 使 用 了 这 样 一 个 事实 , 即 每 张 地 图 都 
含有 一 个 至 多 被 5 个 区 域 所 环绕 的 区 域 . ROT, 这 种 构 形 是 “不 可 避免 的 ”. 如 
果 应 用 最 小 反例 方法 证 明 四 色 定 理 , 并 且 确 信 一 张 具 有 最 少 区 域 的 地 图 不 能 用 4 种 
或 者 更 少 的 颜色 来 染色 , 而 且 该 地 图 还 含有 一 个 至 多 被 4 PRATHER Ky, Hf 
么 我 们 获得 定理 的 一 个 证 明 . 因此 , 在 最 小 反例 方法 中 , 所 有 区 域 必须 至 少 被 5 个 
区 域 所 环绕 . 

可 约 构 形 (reducible configuration) 是 指 在 最 小 反例 方法 中 不 会 出 现 的 一 种 
区 域 安排 . 例如 , 恰 由 4 个 区 域 环绕 的 单个 区 域 是 可 约 的 . 这 意味 着 , 如 果 所 考虑 的 
某 张 地 图 含有 一 个 可 约 构 形 , 那么 在 该 地 图 中 , 在 该 构 形 之 外 区 域 的 任 一 个 全 多 4 
种 颜色 的 染色 都 可 以 扩展 到 整 张 地 图 的 一 个 至 多 4 种 颜色 的 染色 . 因此 , 如 宁可 以 
找到 一 个 不 可 避免 的 可 约 构 形 集合 , 那么 四 色 和 定理 就 能 够 获得 证 明 . 这 是 一 种 最 终 
被 证 明 为 可 行 的 方法 . 

Philip Franklin 应 用 Birkhoff 的 想法 证 明了 每 个 至 多 有 25 个 区 域 的 地 图 是 4 
可 染色 的 . 这 个 数字 被 Oystein Ore 和 Joel Stemple 于 1970 年 提高 到 39, 后 来 又 被 
Jean Mayer 于 1976 年 提高 到 95. 直到 20 世纪 70 FRR, AMP RAI 13~15 个 
的 区 域 环 构 形 . 

对 于 寻找 不 可 避免 的 可 约 构 形 集合 , 德国 数学 家 Heinrich Heesch (1906—1995) 
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提出 了 一 个 更 加 系统 的 方法 . 他 越 来 越 确信 这 个 方法 能 够 解决 四 色 问 题 . 第 二 次 世 
FRM ZARA A, 他 就 在 汉堡 大 学 与 基 尔 大 学 的 讨论 班 上 公布 了 这 个 方法 . 其 中 
有 一 名 基 尔 大 学 的 学 生 参 加 了 这 些 讨论 班 , 他 就 是 Wolfgang Haken. 

Heesch 合计 不 可 避免 的 可 约 构 形 集合 可 能 含有 10 000 个 元 素 . WA, 手工 验 
证 这 么 多 的 构 形 是 可 约 的 看 起 来 也 不 太 实 际 . Heesch 给 出 一 种 方法 , RED 可 约 性 
(D-reducibility), 证 明了 : 验证 一 个 构 形 为 可 约 的 是 非常 算法 化 的 , 以 致 可 以 应 用 
计算 机 来 处 理 . 该 方法 需要 考虑 环 状 区 域 的 每 种 4 染色 , 并 且 要 说 明 每 种 染色 均 可 
扩展 到 整个 地 图 的 4 染色 . 例如 , 若 一 个 环 状 区 域 含有 14 个 区 域 , 则 该 环 状 区 域 共 
有 199 291 种 不 同 的 染色 方式 . 在 20 世纪 60 年 代 , 计算 机 已 经 能 够 用 来 验证 D 可 
约 性 了 . 但 是 仅仅 验证 单个 构 形 , 计算 机 都 要 花费 许多 小 时 . 更 粳 糕 的 是 , 即使 D 可 
约 程序 在 一 种 构 形 上 验证 失败 , 但 这 也 并 不 意味 着 该 构 形 不 是 可 约 的 . Heesch 发 现 
了 证 明 可 约 性 的 另 一 种 方法 , 他 称 之 为 C 可 约 性 . 这 在 四 色 问 题 上 迈 出 了 一 大 步 . 

在 20 世纪 60 年 代 后 期 , 一 个 最 主要 的 成 就 就 是 借助 于 计算 机 解决 四 色 问 题 . 
参与 人 员 包 括 Heesch, Haken, Karl Dürre, Yoshio Shimamoto ( 设 在 布鲁克 海 文 实 
验 宝 的 美国 原子 能 委员 会 应 用 数学 部 门 的 主任 ). 该 委员 会 有 权 使 用 Control Data 
6600 计算 机 (由 Stephen Cray 研发 ), 是 当时 运算 速度 最 快 的 计算 机 .Shimamoto 
构造 了 一 个 构 形 (后 来 称 之 为 Shimamoto horseshoe), 对 于 这 个 构 形 , 并 不 确定 能 否 
用 DD 可 约 来 证 明 四 色 猜 想 的 正确 性 . 曾 在 一 段 时 间 , 人 们 认为 这 个 构 形 看 起 来 应 该 
是 D 可 约 的 . 事实 上 , Heesch 之 前 也 过 到 了 这 个 构 形 , 并 相信 通过 计算 机 可 以 验证 
该 构 形 是 D WAR. 然而 , William Tutte 和 Hassler Whitney 曾经 一 度 相 信 , 如 果 
Shimamoto 的 方法 是 正确 的 , 那么 肯定 会 存在 一 个 相当 简单 的 证 明 . 由 于 他 们 发 现 
Shimamoto 的 逻辑 没有 和 错误, 所 以 认为 问题 出 在 计算 机 上 . 因为 四 色 猜 想 的 证 明 暂 
时 停留 在 了 这 个 构 形 的 D 可 约 性 上 , 所 以 验证 它 的 D 可 约 性 成 为 了 最 本 质 的 事情 . 
Haken 也 研究 过 Shimamoto 的 推理 , 没有 发 现任 何 错误 . 就 在 验证 此 构 形 的 D 可 
约 性 的 进程 中 , 四 色 问 题 已 被 解决 的 传闻 流传 开 了 . 此 时 , 四 色 猜 想 证 明 的 最 后 一 个 
步骤 正在 一 台 计 算 机 上 验证 着 . 最 后 , Cray 计算 机 产生 了 一 个 令 人 悲哀 的 结果 , 即 
Shimamoto horseshoe 不 是 D 可 约 的 . Tutte 与 Whitney 也 证 明了 这 个 事实 . 

在 20 世纪 70 年代 初期 , 尝试 四 色 猿 想 可 约 性 证 明 的 人 有 Heesch, Frank Allaire, 
Edward Swart, Frank Bernhart, Haken 等 等 . 在 Shimamoto 党 试 寻 找 四 色 问 题 的 一 
个 简单 解决 方法 失败 之 后 , Haken 对 用 计算 机 寻找 解决 方法 的 兴趣 也 减少 了 . 此 时 ， 
Haken 有 一 个 博士 生 , 其 论文 答辩 委员 会 的 委员 之 一 就 是 Kenneth Appel. 与 Haken 
不 同 的 是 , Appel 在 计算 机 程序 方面 的 功底 非常 深厚 . Appel 比较 乐观 , 他 建议 Haken 
栖 目 己 应 当 重 新 回归 到 计算 机 方法 . Appel 和 Haken 提出 了 一 个 算法 , 用 于 检验 “可 
约 障碍 ”. 这 为 他 们 提供 了 一 个 节省 很 多 计算 时 间 的 方法 . 他 们 也 得 到 了 John Koch 
的 帮助 , 后 者 是 一 名 计算 机 科学 专业 的 研究 生 , 他 编写 了 一 些 十 分 有 效 的 程序 来 验 
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证 可 约 性 . 24 Appel 和 Haken 在 此 问题 上 正 兴 奋 地 忙碌 着 的 时 候 ，Appel 获准 可 以 
使 用 IBM370-168 计算 机 , 这 是 伊利 诺 伊 大 学 行政 部 门 使 用 的 一 台 功 能 非 当 强大 的 
计算 机 . 就 在 这 一 切 都 在 进行 的 同时 , 其 他 人 也 在 继续 寻找 解决 方法 , 没有 人 清楚 
谁 会 第 一 个 获得 证 明 方 法 . 在 1976 年 6 H, Appel 和 Haken 终于 成 功 地 构造 了 含 
有 1936 个 可 约 构 形 的 不 可 避免 集 , 为 此 他 们 用 了 三 台电 脑 , 共 花 费 了 1200 个 机 时 . 
Appel (目前 在 新 罕 布什 尔 大 学 ) 和 Haken (目前 已 从 伊利 话 伊 大学 退休 ) 在 多 伦 多 
大 学 举行 的 1976 年 的 美国 数学 学 会 和 美国 数学 协会 的 夏季 会 以 上 , 癌 全 世界 宣布 ~ 
了 他 们 的 成 功 . / 

当然 , 不 是 所 有 数学 家 都 满意 这 个 证 明 . 事实 上 , 大 部 分 数学 家 都 持 很 高 的 怀 
疑 态度 , 并 对 这 个 证 明 很 不 满意 . 这 引起 了 关于 什么 是 数学 证 明 的 许多 讨论 . 在 他 
们 的 证 明 被 接受 方面 迈 出 一 大 步 的 是 , SPAR William Tutte 接受 了 他 们 的 
EHH. William Tutte 和 Blanche Descartes 把 我 们 前 面 匈 到 时 许 写 进 了 了 yourral of 
Graph Theory (图 论 杂 志 ) 的 第 一 卷 第 三 期 中 . 


Wolfgang Haken 

重重 击 打 着 巨 妖 

-一 次 1 两 次 1 三 次 1 四 次 | 

他 说 :“ 族 怪 已 经 不 存在 了 : 


比较 滑 移 的 是 , Tutte 把 他 的 诗 取 名 为 “组 合 数学 近来 的 发 展 ". 这 是 一 种 保守 而 克 
制 的 陈述 . 

这 样 , 四 色 定 理 就 被 解决 了 . 事实 上 , 还 有 一 个 更 简单 的 解法 (依然 借助 计算 
AL), 其 中 构造 了 含有 633 个 可 约 构 形 的 不 可 避免 集 . 它 是 Neil Robertson, Daniel P. 
Sanders, Paul Seymour 和 Robin Thomas 于 1993 年 给 出 的 . 


10.2 MARE 


要 证 明 图 10.3 中 所 画 的 地 图 可 以 用 4 种 颜色 来 染色 , 并 不 是 很 困难 , 也 就 是 说 
地 图 中 的 每 个 区 域 都 可 以 分 配 到 一 种 颜色 (所 给 的 四 种 颜色 中 的 一 种 ), 并 使 得 相 邻 
区 域 所 染 的 颜色 不 同 . 图 中 已 经 给 出 了 一 种 染色 , 其 中 7,b,g,y 分 别 代表 红 、 蓝 、 绿 
和 黄 四 种 颜色 . 为 一 张 地 图 染色 与 图 之 间 有 什么 联系 呢 ? 实际 上 , 它们 之 间 存 在 紧 
BORA. 每 张 地 图 都 有 一 个 与 之 关联 的 图 G, 称 为 该 地 图 的 对 偶 (dual), 其 中 G 
的 顶点 即 为 地 图 的 区 域 , G 的 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 所 对 应 的 区 域 是 相 邻 
的 . 图 10.3 也 给 出 了 该 图 中 地 图 的 对 偶 . 可 以 发 现 图 10.3 中 图 G 是 一 个 连通 的 平 
面 图 . 实际 上 , 每 张 地 图 的 对 偶 都 是 平面 图 . 反之 , 每 个 连通 的 平面 图 都 是 某 个 地 图 
的 对 侦 . 
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图 10.3 “一 张 地 图 及 其 对 侦 


给 一 张 地 图 染色 就 相当 于 给 其 对 侦 染 色 . 这 就 引出 图 的 顶点 染色 问题 . 图 G 的 
一 个 真 染 色 (proper coloring)( 或 者 简单 地 称 为 染色 (coloring)), 就 是 给 G 的 顶 
所 分 配 一 些 颜 色 (来 日 于 某 个 颜色 集合 ), 使 得 每 个 顶点 都 能 分 配 到 一 种 颜色 , 且 邻 
接 的 顶点 被 染 成 不 同 的 颜色 . 在 G 的 所 有 染色 中 , 所 用 的 最 少 颜色 数 称 为 是 G 的 色 
数 (chromatic number), 记 为 x(G). (符号 x 是 希腊 字母 “chi”.) 如 果 能 用 一 个 含 
有 天 种 颜色 的 集合 给 G (的 顶点 ) 染色 , 那么 G 称 为 是 k 可 染色 的 (k-colorable). 应 
H k 种 颜色 的 染色 称 为 是 染色 (k-coloring). 者 x(G) =k, M G 也 称 为 是 k 色 的 
(k-chromatic), 并 且 G 的 每 个 染色 都 是 G 的 最 小 染色 (minimum coloring). 

图 10.3 给 出 了 图 G 的 一 个 染色 , 即 图 10.3 中 地 图 的 对 侦 的 一 个 染色 . 显然 , G 
是 4 可 染色 的 ; 事实 上 , G 是 4 色 的 . 图 10.3 中 G 的 染色 是 由 地 图 的 染色 得 到 的 . 
因此 , 四 色 定 理 告诉 我 们 下 面 的 结论 , 也 是 该 著名 定理 的 重 述 . 

定理 10.1( 四 色 定 理 ) 每 个 平面 图 的 色 数 至 多 是 4. 

我 们 在 前 面 提 到 过 , 四 色 问 题 起 源 于 1852 年 . 曾经 有 人 相信 这 个 问题 有 更 早 
HEW. 事实 并 非 如 此 , 但 这 种 混淆 也 是 可 以 理解 的 . 在 1840 Æ, August Möbius 
(1790—1868) 曾 提 出 如 下 问题 : 

5 个 王子 问题 

曾经 有 一 个 国王 , 他 有 5 个 儿子 . 他 在 遗嘱 中 说 , 在 他 死 后 , 把 他 的 

家 划分 成 5 个 区 域 , 每 个 王子 可 以 分 得 一 个 区 域 , 并 且 还 要 求 每 个 区 域 都 
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和 其 他 四 个 区 域 有 公共 边界 . 该 如 何 来 完成 这 件 事 情 呢 ? 

如 果 这 个 问题 的 解 不 明显 , 那么 考虑 Heinrich Tietze (1880—1964) 所 提 的 (对 
该 问题 的 ) 一 个 推广 也 是 比较 有 趣 的 . Heinrich Tietze 是 一 位 音 名 的 扫 扑 学 家 . 

5 BS Rela) ea 

国王 另外 又 要 求 每 位 王子 都 要 在 自己 的 领域 内 修建 一 座 宫 殿 , 并且 还 

要 修建 道路 来 连接 每 座 宫殿 , 使 得 任何 两 条 路 都 不 会 交叉 . 这 又 如 何 来 完 

PRI? 

5 AE Rel] SOT AAA G 来 建立 模型 , 其 中 G AMARRE R, 边 代表 路 . 显 
IR, G S Ks. 该 问题 有 解 当 且 仅 当 G 是 平面 图 , HG 不 是 平面 图 . 图 G 也 是 5 座 
宫殿 问题 任 一 个 解 的 对 偶 图 . 这 就 是 说 , 上 述 问题 都 无 解 . 奋 用 这 种 方式 把 国家 划 
成 5 个 区 域 , 则 需要 5 种 颜色 为 这 5 个 区 域 染 色 . 这 种 含 5 个 区 域 的 构 形 是 不 存在 
的 , BE, 没有 地 图 包含 5 个 两 两 相 邻 的 区 域 . 然而 , 这 并 不 能 解决 四 色 问 题 , 因为 这 
并 不 表明 : 不 存在 其 他 需要 5 种 颜色 的 构 形 . OO AE ES BYE. 

我 们 现在 对 图 染色 以 及 某 些 比较 熟悉 的 图 的 色 数 做 一 些 讨论 ， 即 使 图 G 有 一 
条 边 , 也 至 少 需 要 2 种 颜色 为 G 染色 . 换 句 话说 , xG) = 1 当 且 仅 当 对 于 茶 个 止 整 
Mn, AGS Ky. 

在 图 G 的 任 一 染色 中 , 相同 颜色 的 顶点 不 能 邻接 . 在 讨论 染色 的 时 候 , 任何 两 
个 顶点 都 不 邻接 的 顶点 集合 , 这 应 该 引起 我 们 的 注意 . 回顾 前 文 , 图 G 的 一 个 项 扣 
集合 S 称 为 是 独立 的 , 如 果 5 中 的 任意 两 个 顶点 都 不 是 邻接 的 . 一 般 地 ， ler AVF 
多 顶点 独立 集合 . 在 前 面 我 们 介绍 过 , 最 大 独立 集 是 指 具 有 最 大 基数 的 独立 集 ， 最 
大 独立 集中 顶点 的 个 数 , 记 为 8(G), 称 为 是 G 的 点 独立 数 (或 者 简称 为 独立 数 ). 对 
于 图 10.4 中 图 G & Ce, Sı = {01, va} 与 So = {v2,v4,v6} 部 是 独立 集 . 由 于 GAR 
顶点 数 多 于 3 AMR, 所 以 6(G) = 3. 


图 10.4 Fh 


E G 是 一 个 天 色 图 , 则 可 以 把 V(G) 划分 成 天 个 独立 集 Vi, Vz, Vr, 此 时 这 
些 顶 点 集 称 为 色 类 (color classes), 但 不 能 把 V(G) 划分 成 一 1 个 独立 集 特别 
Hh, 我 们 认为 色 类 中 的 顶点 分 配 到 颜色 i (<iis k) RZ, 4A G 的 顶点 集 能 
够 划分 成 个 独立 集 , 但 不 能 划分 成 更 少 的 独立 集 , 则 x(G) = k. 因此 , 为 了 让 图 G 
的 色 数 为 2, 则 G 必须 是 非 空 的 , 并 且 Y(G) 能 够 划分 成 2 个 独立 集 太 和 V. 从 而 
G 的 每 条 边 都 连接 V 中 的 一 个 顶点 和 h 中 的 一 个 顶点. 这 意味 着 G 是 一 个 共有 
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部 集 Vi 和 Vo 的 二 部 图 . 

定理 10.2 图 G 的 色 数 是 2 当 且 仅 当 G 是 一 个 非 空 的 二 部 图 . 

由 定理 1.12 可 知 , 图 G 是 二 部 的 当 且 仅 当 G 不 含 奇 圈 . 因此, ER G 含有 一 
个 奇 圈 , 则 x(G) > 3. BOL, AIT FE MMAR n > 4, AG = Ch, W x(Cr) = 2. 为 一 
方面 , E ”是 一 个 奇数 , HHA n > 3, 则 xC) = 3， 我 们 已 经 知道 , 4 n —-T a 
数 , 并 且 n > 3 时 , x(Cr) > 3. 为 了 证 明 x(Cn) = 3, 我 们 仅 需 要 证 明 , 存在 Cn 的 一 
个 3 染色 . EXE, 我 们 能 够 把 Cr 的 某 个 顶点 染 成 颜色 3, 用 颜色 1 和 2 sce A 
剩 下 的 顶点 染色 (如 图 10.5 Pras). 


图 10.5 ” 奇 圈 的 色 数 


对 任 一 奇数 n > 3, 证 明 Cn 色 数 的 方法 启发 我 们 应 该 如 何 确定 任意 图 的 色 数 . 
对 某 个 图 G 以 及 整数 有 上 > 3, 为 了 证 明 x(G) = k, 我 们 必须 证 明 : 

(1) BRB k 种 颜色 来 为 G 染色 (或 等 价 地 , 证 明 不 能 用 上 一 1 种 颜色 为 G 
染色 ); 

(2) 存在 G 的 一 个 上 染色. 

例 10.3 图 10.6 所 示 的 图 GG 及 3 a Ay. 





图 10.6 一 个 3 色 图 GG 


解 ” 由 于 G 含有 一 个 三 角形 , 所 以 x(G) > 3. 男 一 方面 , 图 10.6 PHS G 
的 一 个 3 染色 , 这 意味 着 xC) 和 3. Alt, x(G) = 3. Q 


对 例 10.3 进行 一 些 注释 或 许 是 比较 有 用 的 . 如 上 所 述 , G 含有 一 个 三 角形 , 意 
味 着 x(G) > 3. 因此 , 为 了 证 明 x(G) = 3, RH G 的 一 个 3 BAM EBT. OR, Al 
10.6 所 示 的 就 是 G 的 一 个 3 染色 . 然而 , 开始 我 们 并 不 知道 是 否 存 在 这 样 一 个 染 
色 . 该 图 含有 5B, 因此 至 少 要 3 种 颜色 . 或 许 我 们 首先 考虑 的 是 这 个 5 圈 的 一 个 
3 染色 . 有 多 种 方式 来 为 这 个 5 圈 进 行 3 染色 . 图 10.7(a) 就 列 出 了 其 中 一 种 . 如 果 
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我 们 尝试 着 仅 用 3 种 颜色 为 CORRE, 则 两 个 邻接 的 顶点 部 染 成 了 颜色 
3 (如 图 10.7(b) 所 示 ), 导致 矛盾 . 这 本 可 以 谤 导 我 们 得 出 ( 锯 误 的 ) 结论: x(G) = 4. 
这 说 明 在 为 图 染色 的 时 候 , 必须 小 心 仔细 . 





图 10.7 ”图 染色 


染色 在 某 些 安排 问题 中 发 挥 者 有 并 的 作用 . 

例 10.4 某 大 学 数学 系 要 为 这 个 夏 字 安排 课程 表 , 所 要 开设 的 课程 为 : 图 论 
(GT), 统计 学 (5), 线性 代数 (LA), 高 等 微 积分 (AC), 几何 学 (G) 以 及 近世 代数 
(MA). 有 10 名 学 生 ( 如 下 所 示 ) 需要 选修 这 些 课程 . 根据 这 些 信 息 , 应 用 图 论 的 相 
关 知 识 , 确定 开设 这 些 课程 所 需要 时 间 段 的 最 小 数 , 使 得 有 同一 个 学 生 选 修 每 两 门 
课 都 不 能 在 同一 天 的 同一 时 间 段 内 开课 . 当然 , 没有 相同 学 生 选 修 的 两 门 课 可 以 在 
同一 时 间 段 内 开课 . | 


Anden: LA, S Brynn: MA, LA, G 
Chase: MA, G, LA Denise: G, LA, AC 
Everett: AC, LA,S Francois: G, AC 
Greg: GT, MA, LA Harper: LA, GT, S 
Irene: AC, S, LA Jennie: GT, DN 


解 ” 首先 , 我 们 构造 一 个 图 H, 其 顶点 为 这 6 门 课 程 . 两 个 顶点 (课程 ) 由 一 条 
边 连 接 , 如 果 有 某 个 学 生 同 时 选修 了 这 两 门 课程 (如 图 10.8 所 示 ). 最 小 的 时 间 段 数 
就 是 x(H). AF A 含有 奇 圈 GT, S, AC, G, MA, GT, 所 以 需要 3 种 颜色 来 为 该 
BELO See. 由 于 LA 与 该 圈 上 的 所 有 顶点 都 邻接 , 所 以 需要 第 4 种 颜色 来 为 
LA 染色 . 因此 , x(H) > 4. 并 且 图 10.8 给 出 了 H 的 一 个 4 染色 , 因而 x(A) = 4. 这 
也 为 我 们 提供 了 一 种 在 4 个 时 间 跨 内 安排 6 门 课程 的 方法 , 即 , 时 间 段 1: 图 论 和 高 
等 微 积分 ; 时 间 段 2: 几何 学 ; 时 间 自 3: 统计 学 和 近世 代数 ; 时 间 段 4: 线性 代数 . O 


可 以 肯定 地 说 , E n 阶 图 G 都 是 nn 可 染色 的 . AGS Ka, 则 任意 两 个 顶点 
都 必须 染 不 同 的 颜色 , 因此 , x(Kn) =n. 如 果 G 的 阶 数 为 n, HA GS Ky, HAG 
必 含 有 两 个 不 邻接 的 顶点 , 不 妨 设 为 4 和 wv. 把 4 和 w RAE 1, 其 余 n 一 2 个 顶 护 
分 别 染 颜 色 2,3,---,n—1, 这 可 以 形成 G 的 一 个 (n 一 1) 染色 , 因而 , X(G) <n- L. 
换 句 话说 , n 阶 图 G HERA n 4AM GS Ky. 
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10.8 i) 10.4 的 图 


另 一 个 观察 也 是 很 有 用 的 . EH 为 图 G 的 一 个 子 图 , 则 G 的 任意 一 个 染色 都 
能 诱导 H 的 一 个 染色 . 由 于 用 更 少 的 颜色 就 可 以 为 A 染色 , 所 以 


x(H) < x(G). 


在 一 个 图 中 , 与 独立 集 相 对 立 的 概念 是 团 . 图 G 中 一 个 团 (clique) 是 指 G 的 一 个 完 
全 子 图 . 图 G 中 最 大 团 的 阶 数 称 为 是 G 的 团 数 (clique number), 记 为 w(G) (FF 
号 w 是 希腊 子 母 “omega”). 事实 上 ， 


B(G) = k 当 且 仪 当 w(G) = k. 


一 般 地 , 我 们 没有 图 的 色 数 的 公式 . 实际 上 , 甚至 确定 一 个 相对 小 的 图 的 色 数 
都 是 一 件 很 具 挑 战 的 事情 . 然而 , 图 G 色 数 的 下 界 可 以 通过 G 的 独立 数 和 团 数 来 
给 出 . 
定理 10.5 JAn MEG, 
T} 
x(G) > w(G), x(G) 2 GY 
证 [直接 证 法 | 设 瑟 为 G 的 一 个 阶 数 为 w(G) 的 团 , M xH) =w(G). 由 于 五 
是 G 的 一 个 子 图 , 所 以 可 得 x(H) < x(G), 即 ,w(G) < x(G). 
假设 x(G) = k. 因而 V(G) 可 被 划分 成 个 独立 集 Vi, V2, Vee 所 以 
k 
n= |V(G)| = |Vi U V2 U -+-+ U Vk| = >》 Vil < kB(G). 


i=1 


因此 , x(G) = k > n/B(G). u 


为 了 证 明定 理 10.5 PATA ATE, 考虑 图 G = K3333, CWE Vi, Vo, Va, 
Va, 如 图 10.9 Bras. G 的 阶 n = 12, 其 独立 数 8(G) = 3, ARM w(G) = 4. 实际 上 ， 
x(G) = 4 = w(G) = n/6(G). 通过 对 中 的 顶点 染色 为 i (1 <i< 4), Baw G 的 一 
个 4 染色 . | 

在 例 1.5 (第 1 章 中 ) 中 , 我 们 说 明了 如 何 用 图 建立 街道 交叉 口 处 的 交通 车 道 模 
型 . 现在 再 次 回顾 这 个 例子 , 并 考虑 一 个 与 此 有 关 的 问题 . 
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图 10.9 A K3333 的 染色 


例 10.6 图 10.10 5h J AA REAGE aby Ri GH L1, L2,---, LO. 在 
此 路 口 处 安置 了 交通 灯 . 当 交 通 灯 处 于 茶 个 相位 时 ,党 绿灯 的 车 道上 的 车 辆 就 可 以 
安全 通过 路 口 . 为 了 (最 终 ) 让 所 有 的 车 辆 都 能 够 安全 通过 路 口 , 对 于 交通 灯 来 说 ， 
所 需要 相位 的 最 小 数 是 多 少 ? 







XP 
KY 
NA 
t7 ONS LR 

La 





图 10.10 ”街道 交叉 口 处 的 交通 千 道 


解 ” 首 先 , 为 之 构 霹 图 模型 G (如 图 10.10 Bras), 其 中 Y(G) = {L1, L2, --., 
LO}, 两 个 顶点 (车 道 ) 由 一 条 边 连 接 当 且 仅 当 这 两 个 车 道上 的 车 不 能 同时 安全 地 进 
入 路 口 , 否则 可 能 导致 交通 事故 . 

解答 这 个 问题 需要 确定 图 10.10 所 示 的 图 的 色 数 .首先 注意 到 , ({L2, LL4, 56， 
L8}) = Ka, 因此 , x(G)24. WF G 存在 一 个 4 染色 (如 图 10.10 所 示 )， 所 以 
x(G) = 4. Q 


由 于 图 10.10 中 图 G 的 顶点 集 显 然 能 够 被 划分 成 4 个 独立 集 {L1, L2, L3}, 
{L4, L5}, {L6, L7}, {L8, L9}, 所 以 你 可 能 立即 得 出 结论 , 例 10.6 中 问题 的 答案 显然 
就 是 4. 然而 , 这 个 观察 (同时 为 G 提供 了 另 一 种 4 染色 ) 只 能 说 明 x(G) <4. 

图 G 的 染色 也 可 以 认为 是 从 V(G) 到 正 整数 (或 者 自然 数 ) 集合 N 的 一 个 函 
He c, 使 得 邻接 的 顶点 具有 不 同 的 函数 值 , 也 就 是 说 , G 的 一 个 染色 就 是 一 个 函数 
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c: V(G) ON, 使 得 当 uv € E(G) 时 , clu) £ elv). 

我 们 现在 用 最 大 度 给 出 图 的 色 数 的 一 个 上 界 . 下 面 证 明 中 用 到 了 贪 梦 算法 , 在 
该 算法 中 , 颜色 被 分 配给 顶点 , 一 次 处 理 一 个 顶点 , 这 似乎 是 一 种 最 优 的 方法 . 

定理 10.7 “对 于 每 个 图 G, 


x(G) <1+4+ A(G). 


证 [直接 证 法 ] 设 Y(G) = {v1,v2,…,vn}， 按 下 列 方式 递归 地 定义 一 个 染色 
c: V(G)>N, 定义 的 方式 如 下 : cwi) = 1. 一 且 c(i) (1 <i<n) 已 经 定义 ,， 则 
c(vi+1) 定义 为 : 没有 用 来 给 vp 的 邻 点 染色 的 最 小 颜色 ( 正 整数 )， 由 于 vp A 
有 deg vier 个 邻 点 , 所 以 整数 1,2,………,1+degu+l 中 至 少 有 一 个 等 于 c(vi;41). 因此 ， 
c(vi+1) Sl +degoi+i: 右 G 顶 所 被 分 配 到 最 大 颜色 (整数 ) 为 elv), W 


x(G) < c(v;) <1 + degv; < 1+ A(G), 
命题 得 证 . 于 


我 们 已 经 知道 , Æ n > 3 是 奇数 , 则 x(Cr) = 3. 此 外 , x(Kn) =n. 因此 , 如 果 
n > 3 是 奇数 , x(Cn) = 1 十 A(Cn); X(Kn) = 1 +A(Kn). 对 于 奇 圈 和 完全 图 , 定理 
10.7 中 的 界 是 可 以 达到 的 . 下面 的 定理 归功 于 R. Leonard Brooks, 该 定理 告诉 我 们 ， 
奇 圈 和 完全 图 是 达到 (定理 10.7 中 ) 上 界 的 仅 有 的 连通 图 . 由 于 定理 的 证 明 相 当 麻 
烦 , 这 里 就 不 再 证 明了 . 

定理 10.8(Brooks 定理 ) ”对 每 个 非 奇 圈 也 非 完全 的 连通 图 G, 


x(G) < A(G). 


就 图 的 色 数 来 说 , 还 有 一 个 上 界 , ALF Me BE 10.7 和 10.8 所 给 的 界 和 都 要 好 . 
这 个 界 的 证 明 己 定理 10.7 证 明 相 类 似 . 
定理 10.9 对 每 个 图 G,， 


x(G) < 1+ max{d6(H)}, 


其 中 max Rik G HAAS TAH. 

证 [直接 证 法 |] 在 G 的 所 有 诱导 子 图 中 , BR ACHES A ae) BEY Be OKIE. 
假设 G 的 阶 为 n, vn BG, = G 中 满足 degG vn = 5(G) 的 一 个 项 点， 因 而 ， 
degg vn S k. 所 以 , Gn-1 = G 一 vn 含有 一 个 项 点 vn-1 WE degG,_1 Un-1 S K. 继 
续 这 样 做 下 去 , 我 们 就 构造 了 G 的 所 有 顶点 的 一 个 序列 v3,v2,… ,vn, ARPA 
导 子 图 序列 Gi, Go,---,Gn, FAW v EV(Gi), degc ui Ck (1 <i <n). 
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我 们 递归 地 年 义 一 个 染色 e: V(G) 一 N, 方式 如 下 : c(v1) = 1. 一 且 efx) (1 < 
i<n) 已 经 定义 , 则 clus) 定义 为 : 没有 用 来 给 ui 的 邻 点 染色 的 最 小 颜色 GES 
BL). Hi Vi+1 在 顶点 v1, vg ,vi 中 有 degc，， Vi41 个 邻 点 , E degc，， vier S k, 
所 以 整数 1,2,…,k 十 1 中 至 少 有 一 个 等 于 c(vi+1). 因此 , G REDRA Bl T 
1,2,---,l+k 中 的 一 种 颜色 , 从 而 , x(G) < 1 十 k. 定理 得 证 . 


现在 让 我 们 回 到 定理 10.5 中 的 不 等 式 xX(G) > w(G) EK. 虽然 x(G) HPF 
w(G) Æ G = K3,3,3,3 时 达到 , 事实 上 , 对 于 每 个 完全 多 部 图 , 这 个 下 界 都 能 达到 , 但 
还 有 许多 图 G 满足 x(G) 关 w(G). 例如 , G = Cs, AW x(G) = 3, E w(G) = 2. 图 
10.11 中 图 G 称 为 是 Grotzsch 图 (Grbtzsch graph). 该 图 是 无 三 角 的 (triangle- 
free)( 即 不 含 三 角形 ), 但 其 色 数 为 4. 因此 , x(G) = 4, w(G) = 2. 





图 10.11 Grétzsch 图 : 色 数 为 4 日 无 三 角 的 图 


看 起 来 , 似乎 大 色 数 的 图 都 必 有 大 的 团 , 但 事实 并 非 如 此 . 实际 上 , 不 含 三 角形 
的 图 可 以 有 很 大 的 色 数 . 许多 数学 家 都 发 现 了 这 个 事实 . 接 下 来 的 证 明 归 功 于 数 
学 家 Jan Mycielski. 他 在 科罗拉多 大 学 工作 了 很 多 年 , 因 其 在 集合 及 逻辑 方面 的 工 
作 而 出 名 . 在 证 明 中 , 我 们 用 到 了 一 个 图 , 有 时 称 之 为 图 的 影子 图 . 图 G 的 影子 图 
(shadow graph) S(G) 是 通过 在 G 中 , 对 其 每 个 顶点 v, 增加 一 个 新 的 顶点 v, 称 
之 为 v 的 影子 顶点 (shadow vertex), 并 连接 v 到 wv 在 G 中 的 所 有 邻 点 , 所 得 到 
的 图 . 注意 到 , (1) 在 S(G) 中 , G 的 顶点 与 其 影子 顶点 是 不 邻接 的 ; (2) 在 S(G) 中 ， 
任何 两 个 阴影 顶点 都 是 不 邻接 的 . 图 10.12 所 示 的 是 Cs 的 影子 图 S(Cs). 图 10.11 
中 Gratzsch 图 是 通过 在 S(Cs) 中 增加 一 个 新 的 项 点 z, 并 连接 z 到 S(Cs) 的 所 有 
影子 顶点 所 获得 的 . 

定理 10.10 ”对 于 每 个 整数 上 之 3, 都 存在 一 个 色 数 为 上 的 无 三 角 的 图 . 

WE | [归纳 证 法 , 反 证 法 ] 对 有 进行 归纳 . 我们 已 经 看 到 , 当 ==3 或 者 k= 4 时 ， 
结论 是 正确 的 . 假设 存在 一 个 无 三 角形 的 (k 一 1) 色 图 F, 其 中 大 > 5 是 一 个 整数 . 
it G 是 通过 在 FF 的 影子 图 S(F) 中 增加 一 个 新 的 顶点 z, 并 连接 z 到 SCP) 的 所 有 
影子 顶点 所 获得 的 图 . 下 面 证 明 G 是 一 个 x(G) =k 的 无 三 角 的 图 . 

首先 证 明 G 不 含 三 角形 . 反之 , 假设 U X G 的 三 个 顶点 构成 的 集合 , H U) S 


10.2 顶点 染色 245 





图 10.12 Cs We fA 


Ks. 由 于 在 G H, 点 都 是 不 邻接 的 , 所 以 U BERATED 
点 . 因为 z 仅 与 阴影 顶点 邻接 , 所 以 z 4U. 另 一 方面 , 了 不 含 二 角形 , 因而 U 至 少 
AMIE E WI 所 以 可 设 U = {u,v,w'}, Hp u Alu 是 下 中 邻接 的 顶 操 ， w 

Bu Al uv 都 邻接 的 影子 顶点 . A, w # u,v. 1H w 4 u Al v 都 邻接 , 这 样 就 产生 
了 F 的 一 个 三 角形 , FP 不 人 台 二 角形 矛盾 . 

最 后 只 需要 证 明 x(G) =k. R A w FEA 人 一 1) 染色 . 现在 我 们 把 A 扩 
Fen G 的 一 个 大 染色 ,方式 如 下 : 对 每 个 zx Ee  V(F), 定义 čz) = c*(x), 并 定义 
c*(z2) = k. R x(G) < k. 接 下 来 证 明 x(G) Sk AT F ÆGTE, 所 以 
k-1= x(F)< a ). 假设 x(G) =k—-1. 设 c 是 G 的 一 个 (k 一 1) 染色 ,不 妨 设 这 
些 颜色 为 1,2,: 一 1. 我 们 可 以 假设 c(z) = 上 一 1. 由 于 z G 中 的 每 个 阴影 项 
mah Ne, 所 以 阴 最 a 1,2,… ,上 一 2 染色. 对 于 G 的 任 一 阴影 顶点 oc’, RA 
& c(Z ) A x ASAE ERTA. 因此 , 对 于 G 的 属于 五 的 顶点 y, 其 颜色 
c(y) 都 可 被 cly) 所 替代 , 这 样 我 们 得 到 F 的 一 个 (k 一 2) 染色 . 这 与 X(F)=k-1 
Ñ A. 2 
习题 
10.1 ”确定 图 10.13 中 每 个 图 的 色 数 


SA B 


图 10.13 “习题 10.1 的 图 


246 


10.2 


10.3 
10.4 


10.5 
10.6 


10.7 
10.8 


10.9 


10.10 


PIF 染 Ë 


确定 如 下 每 个 图 的 色 数 : 

(a) Petersen K], (b) n 立方 体 Qn, (c) MAI Wh = Cn 二 Ki. 

树 的 色 数 是 多 少 ? 

证 明 或 者 反驳 : 

(a) 乔 一 个 平面 图 含有 三 角形 , 则 其 色 数 为 3. 

(b) GA G 有 一 个 4 染色 , 则 x(G) = 4. 

(c) 奢 能 够 证 明 图 G 没有 3 染色 , 则 x(G) = 4. 

(d) 看 图 G WER x(G) < 4, I G 是 平面 的 . 

证 明 : 每 个 色 数 为 3 的 6 阶 图 都 至 多 有 12 条 边 . 

LEHR RAR: 

(a) GHG 含有 一 个 同 构 于 完全 图 K; OHTA, H x(G) 2r. 

(b) GAG 的 色 数 x(G) 2r, M G 含有 一 个 同 构 于 完全 图 K; 的 子 图 . 
证 明 : 不 存在 度 序列 为 3,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5,5 的 且 色 数 为 6 HAG. 
对 于 下 列 每 种 情形 , 列举 一 个 例子 , 或 说 明 为 什么 没有 满足 该 条 件 的 图 ， 
(a) 色 数 为 5 的 平面 图 ， 

(b) 色 数 为 3 的 非 平 面 图 ， 

(c) 图 G, 满足 A(G) = 2x(G), 

(d) 图 G, 满足 x(G) = 2A(G), 

(e) RA n 的 nn 阶 非 完 全 图 . 

证 明 或 者 反 驶 : 


(a) 存在 一 个 非 平面 图 G, 使 得 G -v 是 平面 的 , 并 且 对 G 的 每 个 顶点 v, x(G) = 


x(G — v) +1. 


(b) 存在 一 个 非 平 面 图 G, 使 得 G -v 是 平面 的 , 并 且 对 G HETIL v, x(G) = 


x(G — v). 


在 期 末 考 试 周 期 间 , 一 所 学 院 的 8 名 选修 数学 课 的 学 生得 到 许可 去 参加 大 学 生 科研 
讨论 会 . 假设 他 们 回来 之 后 需要 在 星期 一 对 所 错过 的 考试 进行 补考 . 星期 一 安排 这 
些 考 试 的 可 能 时 间 段 为 : 
(1) 8:00 ~ 10:00 (2) 10:15 ~ 12:15 (3) 12:30 ~ 2:30 
(4) 2:45 ~ 4:45 (5) 5:00 ~ 7:00 (6) 7:15 ~ 9:15 
应 用 图 论 的 相关 知识 , 确定 这 8 名 学 生 完 成 考试 的 最 早 时 间 , 要 求 : 如 果 有 某 个 
学 生 必 须要 参加 某 两 门 诛 的 考试 , 那么 这 两 门 诛 程 就 不 能 安排 在 同一 时 间 段 内 . 这 
8 名 学 生 以 及 他 们 选修 的 这 程 高 等 微 积 分 (AC), 微分 方程 (DE), 几何 学 (G), 图 
W (GT), 线性 规划 (LP), 近世 代数 (MA), 统计 学 (S), 拓扑 学 (T), 列表 如 下 : 
Alicia: AC, DE, LP Brian: AC, G, LP 
Carla: G, LP, MA Diane: GT, LP, MA 
Edward: DE, GT, LP Faith: DE, GT, T 
Grace: DE, S, T Henry: AC, DE, 9S 
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10.14 
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有 8 种 化 学 药品 需要 空运 飞越 整个 国家 . 运费 根据 运送 的 容器 数量 来 确定 . 运送 一 
个 容器 需要 $125, 对 于 每 个 额外 增加 的 容器 , 运费 都 要 再 增加 $85. 某 些 药品 之 间 
可 以 发 生化 学 反应 , 所 以 把 它们 放 在 同一 个 容器 是 很 危险 的 . 这 些 化 学 药品 被 标记 
成 ccz,……,cs. 下 面 列 出 的 是 与 某 个 给 定 药品 能 够 发 生 反 应 的 其 他 药品 名 称 : 


C1 : C2, C5, C6 C2 . C1, C3, C5, C7 C3 : C2, C4, C7 
C4 : C3, C6, C7, CR C5 : C1, C2, C6, C7, C8 C6 : C1, C4, Ch, C8 
C7 : C2, C3, C4, C5, C8 C8 : C4, C5, C6, C7 


运送 这 些 化 学 药品 所 需 的 最 少 运费 是 多 少 ? 这 些 化 学 药品 应 该 如 何 放置 于 那些 
Bit PF? 
图 10.14 所 示 的 路 口 需 要 一 个 交通 信号 灯 来 调 书 车流. 如 果 来 自 两 个 不 同 车 道上 的 
车 辆 会 产生 碰撞 , 那么 这 两 个 车 道上 的 车 辆 就 不 允许 同时 进入 路 口 . 为 了 确保 安全 
通车 , 则 最 少 需 要 多 少 个 信号 相位 ? 


一 一 


nln 


图 10.14 “习题 10.12 中 路 的 交叉 口 


设 一 个 n WE G 满足 x(G) = 8(G) =k, 其 中 8(G) 是 G 的 独立 数 ; 而 且 , 对 于 G 
的 每 一 个 染色, 都 存在 把 V(G) 划分 为 色 类 的 唯一 划分 , 使 得 不 同 的 色 类 具有 不 
同 的 基数 . 证 明 : A(G) = n 一 1, 其 中 A(G) 是 G 的 最 大 度 . 

对 于 图 类 F, 定义 XA) 为 下 中 所 有 图 CHEM x(G) 的 最 大 值 (如 果 最 大 值 存 
在 ). 图 类 9 是 由 所 有 阶 为 n, 边 数 为 m (m < 4n -— 4) 的 图 G 构成 , 并 具有 如 下 性 
质 : 奋 GeE9, 且 互 为 G 的 一 个 诱导 子 图 , U H eg. 请 确定 x(9). [提示 : 首先 根 
据 x(G) < 1+ max{é(H)}, 其 中 max RUR G 的 所 有 诱导 子 图 , 确定 x(9) 的 一 个 上 
界 .] 

WA 是 一 个 基数 为 n> 1 的 集合 , 不 妨 设 A= {a1,02,:--,an}, 设 5 为 4 的 若干 
TORY KN BA. 考虑 具有 如 下 性 质 的 函数 f: AN, 要 求 5 的 每 个 元 素 对 中 
WA Toc aA BIR. 在 所 有 满足 上 述 性 质 的 函数 中 , 设 9 是 值 域 基数 最 小 的 
函数 . 该 问题 是 如 何 与 图 论 问 题 相 关联 呢 ? 

设 G 是 一 个 连通 图 . 
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(a) 设 u e V(G). 是 否 存在 一 个 最 小 染色 c: V(G) 一 N, 使 得 c(w) = 1? 

(b) 设 u,v € V(G), w € E(G). 是 否 存 在 一 个 最 小 染色 c: V(G) 一 N, 使 得 
e(u) = 1, c(v} = 2? 

(c) B u,v € V(G), w ¢ E(G). 是 否 人 存在 一 个 最 小 染色 c: V(G) ON, 使 得 
c(u) = c(v) = 1? 

(d) 设 u,v € V(G), w ¢ EB(G)， 是 否 存 在 一 个 最 小 染色 c: V(G) ON, 使 得 
c(u) = 1, c(v) = 2? 


10.3 WwW 染色 


除了 给 地 图 的 区 域 以 及 图 的 顶点 染色 之 外 , 给 图 的 边 进行 染色 也 是 很 有 趣 的 . 
非 空 图 G 的 一 个 边 染色 (edge coloring) 是 指 给 G 的 边 分 配 颜色 , 每 条 边 分 配 一 
种 颜色 , 使 得 邻接 的 边 分 配 不 同 的 颜色 . 对 G 的 边 染 色 所 需 的 最 少 颜色 数 称 为 是 边 
E% (edge chromatic number)( 有 时 也 称 为 是 色 指 数 (chromatic index)), WX 
x1(G). MH k 种 颜色 的 边 染 色 称 为 是 [ 边 染 色 (edge coloring). 图 10.15 所 示 的 
是 图 G 的 一 个 4 边 染 色 . 





图 10.15 ”图 的 一 个 4 边 染 色 


设 图 G 含有 一 个 顶点 v, H degv = k 21. 因此 ,在 在 上 条 与 v 相 关联 的 边 . 由 
此 可 以 得 到 , xi(G) > degu = k. 特别 地 , 对 于 任 一 非 空 图 G, 都 有 


xi(G) > A(G). 


例 10.11 图 10.15 中 图 G 的 边 和 色 数 为 4. 

解 ” 对 于 图 10.15 中 的 图 G, A(G) = 3, 所 以 x1(G) 2 3. 因为 图 10.15 列 出 了 
G 的 一 个 4 边 染色 , 所 以 有 xi(G) < 4. 因此 , x1(G) = 3 或 者 x(G) = 4. 但 哪 一 个 
是 G 的 边 色 数 呢 ? 我 们 接 下 来 证 明 x(G) = 4. | 

假设 存在 G 的 一 个 3 边 染 色 , 不 妨 设 所 用 的 颜色 为 1, 2, 3. 每 个 度 为 3 的 顶点 
都 会 与 染色 为 1, 2, 3 的 边关 联 . 特别 地 , 与 4 关联 的 3 条 边 分 别 染 了 1, 2,3. KR 
一 般 性 , 我 们 假设 wv WT 1, uz 染 了 2, uz 染 了 3. 由 于 vz 同时 与 wv 和 wz 邻接 ， 
所 以 vz 必须 染 成 3. 类 似 地 , vz 必须 染 成 2. 由 于 cy 同时 与 us 和 ve 邻接 , 所 以 
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cy 必须 染 成 1. 类 似 可 得 , yz 必须 染 成 1. 然而 , cy 和 yz 是 都 染 成 1 的 邻接 边 , 导 
WA a. Ares, x1(G) = 4. Q 


对 于 图 10.15 中 图 G, 我 们 现在 知道 x1(G) =1+ A(G). 当然 , 我 们 已 经 知道 了 
X1(G) > A(G); 这 个 不 等 式 对 于 所 有 的 非 空 图 均 成 立 . 那么 在 边 染色 方面 , 我 们 应 
该 考虑 哪些 基本 性 的 冠 理 呢 ? Vadim G. Vizing 证 明了 , 和 铬 知道 图 的 最 大 度 (这 是 很 
容易 确定 的 ), 则 我 们 已 接近 于 弄 清 该 图 的 边 色 数 了 . 由 于 Vizing 定理 的 证 明 十 分 复 
Ae, 我 们 在 此 略 去 证 明 . 

定理 10.12(Vizing 定理 ) 对 于 任 一 非 空 图 G， 

x1(G) = A(G) 或 者 Xi(G) =1+A(G). 

Vadim Vizing 于 1937 年 3 月 25 日 出 生 在 乌克兰 的 基辅 . 第 二 次 世界 大 战 之 
Ja, 由 于 他 的 母亲 有 一 半 德 国 血统 , 所 以 他 的 家 庭 被 近 迁 到 ( 西 们 利 亚 的 ) 新 西伯 利 
亚 地 区 . 1954 年 , 他 开始 在 托 木 斯 克 大 学 学 习 数学 , 并 于 1959 年 毕业 . 此 后 , 他 被 保 
送 到 著名 的 斯 特 克 罗 夫 研究 所 (位 于 莫斯科 ) 攻读 博士 学 位 . 他 的 研究 方向 是 函数 
EE, 但 这 并 不 是 他 的 兴趣 所 在 . 由 于 他 转变 研究 方向 的 申请 没有 被 通过 , 所 以 他 
没有 完成 学 位 , 并 于 1962 年 回 到 新 西伯 利 亚 . Vizing 随后 到 Academgorodoc 市 的 
科学 院 数学 所 学 习 , 在 那里 他 并 没有 一 个 正式 的 导师 , 但 在 Alexander Zykov 的 大 
助 下 于 1966 年 获得 了 博士 学 位 . 和 大 多 数 的 数学 家 一 样 , Vizing 在 音乐 、 书 籍 以 及 
国际 象棋 等 方面 都 有 一 定 的 兴趣 . 

在 新 西伯 利 亚 , Vizing 开始 研究 一 个 关于 电网 络 中 电线 染色 问题 . 当 他 研究 此 
问题 时 , 他 开始 对 更 多 的 理论 问题 感 兴趣 . 他 证 明了 以 他 名 字 傅 名 的 着 名 定理 ( 定 
理 10.12). 这 篇 论文 投 到 了 声望 很 高 的 菏 志 Doklady 但 仅仅 因为 审 稿 人 认为 此 问 
题 无 趣 而 遭 到 拒绝 ， 该 文章 最 终于 1964 年 发 表 在 新 西伯 利 亚 的 当地 杂志 Metody 
Diskretnogo Analizak. 当 该 文 发 表 出 来 时 ， 这 个 结果 已 经 很 出 名 了 ,主要 是 由 于 
Zykov 已 向 他 人 提 到 该 结果 . 当 Vizing 被 问 到 是 什么 原因 使 得 一 个 数学 结果 变 得 
如 此 显著 时 , 他 答 到 ; 

一 名 数学 家 应 该 不 断 地 研究 与 发 现 新 结果 , 然后 让 时 间 来 决定 什么 是 重要 

的 , 件 么 种 不 重要 的 | 

根据 Vizing 定理 , 每 个 非 空 图 的 边 色 数 者 是 上 述 的 两 个 值 之 一 . 我 们 从 圈 开 始 ， 
考虑 一 些 常见 的 图 . 对 于 每 个 圈 Cn (n > 3), ABA A(Cn) = 2; 因此 , xi(Cn) = 2 或 
者 Xi(Cn) = 3. A n ERK, 则 交 蔡 使 用 颜色 1 和 2 对 C 的 边 染 色 , 即 可 获得 一 个 
边 染 色 . 另 一 方面 , Gn 是 奇数 , 知 交替 使 用 颜色 1 和 2 对 Cn HWE, WC. 的 
最 后 一 条 边 将 与 第 一 条 边 所 染 的 颜色 相同 . 由 于 这 两 条 边 是 邻接 的 , 得 到 矛盾 . A 
此 , 如 果 n > 3 是 奇数 , 那么 x1(Cn) = 3. 图 10.16 所 示 的 是 一 些 图 的 边 染 色 . 

对 边 染色 做 一 些 简单 的 考察 是 有 用 的 . 给 定 n 阶 图 G 的 一 个 边 染 色 , 则 任意 两 
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2 1 3 2 : > 
1 1 2 2 
1 <> © OD 
2 2 À A N A 
2 1 1 2 
图 10.16 ”图 的 边 染 色 


条 相同 颜色 的 边 都 是 不 邻接 的 . 这 说 明 , G 中 染 成 相同 的 颜色 的 边 不 可 能 多 于 n/2 
条 . 因此 , An BRM, 则 染色 相同 的 边 的 条 数 不 超 过 (n 一 1)/2. 特别 地 , 对 于 图 
Cn, 其 中 路 > 3 是 奇数 , 染 成 相同 的 颜色 的 边 不 多 于 (n 一 1)/2 条 , 并 且 用 两 种 颜色 
染色 的 边 不 多 于 (n —1)/24+ (mn 一 1)/2 = n 一 1 条 边 . RH n > 3 是 奇数 , 则 
x1(Cn) 2 3. 

上 面 的 考察 为 我 们 提供 了 下 面 一 个 更 一 般 的 结果 . 

定理 10.13 设 G 是 一 个 阶 为 n, 边 数 为 m 的 图 . 若 

n—-1)A(G 
> = ae) 

则 x(G) =14+ A(G). 

ik [直接 证 法 ] 在 G 的 任 一 染色 中 , 染 相 同 颜色 的 边 不 多 于 (n 一 1)/2 条 . A 
此 , 用 A(G) 种 颜色 染色 的 边 不 多 于 (n—-1)A(G)/2 条 . BF m > (n—1)A(G)/2, 所 
以 推 知 x1(G) > A(G). 由 Vizing 定理 , x1(G) < 14+ A(G), 所 以 x(G) =1+ A(G). 


或 许 你 已 经 发 现 , 确定 图 G 的 边 色 数 其 实 与 下 面 的 做 法 是 相同 的 : 把 G 的 边 
集 划 分 为 个 数 最 少 的 边 独 立 集 (匹配 ), 或 者 把 G 分 解 为 个 数 最 少 的 1 正则 子 图 . 如 
果 上 述 分 解 中 的 每 一 个 1 正则 子 图 都 是 G 的 生成 子 图 , 那么 我 们 想 知 道 G 是 否 可 
1 因子 分 解 . 因此 , 图 的 边 色 数 和 我 们 在 第 8 章 所 讨论 的 厂 干 问题 存在 着 紧密 联系 . 
正如 图 的 1 因子 分 解 , 图 的 边 染 色 可 以 应 用 于 安排 问题 . 

例 10.14 Alvin (A) XAH 3 对 夫妇 到 他 的 避 咽 别 塞 住 一 个 星期 ,他们 是 
Bob (B) 和 Carrie (C) Hanson, David (D) 和 Edith (€) Irwin, Frank (F) 和 Gena 
(G) Jackson. 由 于 这 6 位 客人 都 喜爱 网 球 和 运动 , 所 以 他 决定 进行 一 些 网 球 比 赛 . 6 位 
客人 中 的 每 一 位 都 要 与 其 配偶 之 外 的 每 位 客人 比赛 . 另外 ,Alvin 将 分 别 与 David 
Edith, Frank, Gena 进行 一 场 比赛 . 若 没 有 人 在 同一 天 进行 两 场 比 赛 , 则 要 在 最 少 天 
数 内 完成 比赛 , 该 如 何 安 排 ? 

解 ” 首 先 构 造 一 个 图 态 , 其 顶点 为 住 在 Alvin 的 避暑 别墅 的 人 , 因此 , V(H) = 
{A, B, C, D, E, F, G}, H 中 的 两 个 项 点 是 邻接 的 , 如 果 这 两 个 顶点 (A) 需要 进行 
一 场 比 赛 . (图 10.17 已 给 出 图 H.) 为 了 解答 这 个 问题 , 我 们 需要 确定 H 的 边 色 数 . 
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图 10.17 fil 10.14 中 的 图 H 


BI, A(H) = 5. 根据 定理 10.12, x1 (H) = 5 或 者 xH) = 6. 此 外 , H 的 阶 为 

n= 7, 边 数 为 m= 16. 由 于 
m =16 > 15 = ES _ DAH) 

由 定理 10.13, 可 知 xi(H) = 6. 图 10.17 列 出 了 H 的 一 个 6 边 染色 , 从 而 也 给 出 了 
一 个 具有 最 少 天 数 (6 K) 的 时 间 安 排 表 . 

第 1 天 : Bob-Gena, Carrie-Edith, David-Frank 

第 2 天 :; Alvin-Frank, Bob-David, Edith-Gena 

第 3 天: Alvin-Edqith, Bob-Frank, Carrie-Gena 

第 4 天 : Alvin-Gena, Edith-Frank Carrie-David 

第 5 天 :  David-Gena, Edith-Frank 

第 6 天 : Alvin-David, Carrie-Frank 

我 们 现在 考察 正则 图 的 边 色 数 . 根据 Vizing 定理 ,者 G 是 一 个 正则 图 (r> 1), 
W Xx1(G) =r 或 者 Xi1(G) =7 十 1. WA, Xi(G) =r 当 且 仅 当 G 是 可 1 因子 分 解 的 . 
一 般 地 ， 

一 个 7 正则 图 G (7 之 1) 具有 边 色 数 7 当 且 仅 当 G 是 可 1 因子 分 解 的 . 

下 面 考虑 完全 图 的 边 染 色 . 显然 , x1(K2) = 1 = A(K2). 由 于 Ks = C3, 所 以 
Xi1(K3) =3==1 十 A(K3). 如 图 10.18 所 示 的 边 染色 , x1(K4) = 3. 


1 


XE 


图 10.18 ”Ki 的 一 个 边 染 色 
由 于 Kn 是 (n 一 1) 正则 的 , 因而 Xxi(Kn) = nn 一 1 或 者 Xi(Kn) = n. MHA, 
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Xi(Kn) =n—-1 HERA Ky 是 可 1 因子 分 解 的 . 不 难 发 现 , 该 情形 只 能 在 n N 
数 时 才能 发 生 . 
定理 10.15 AP n>2 的 每 个 整数 ， 


r Bn FR 


Kn 
x1 Bn) n—-1, %n ABK. 


现在 震感 男 一 个 安排 问题 . 

例 10.16 有 5 个 人 被 邀请 去 参加 桥牌 比赛 , 他 们 分 别 是 Allen (A), Brian (B), 
Charles (C), Doug (D), Ed (E). 桥牌 比赛 是 在 两 个 2 人 组 之 间 进 行 的 . 每 个 2 人 组 
{X,Y} 都 与 其 他 2 人 组 {W, 2Z} 比赛 , 显然 ,W 与 KTR KAY. 著 每 个 队 在 
同一 天 不 能 有 多 于 一 次 的 比赛 , 则 最 少 需 要 多 少 天 即 可 完成 所 有 的 比赛 ? 并 建立 相 
应 的 时 间 安 排 表 . 该 为 此 情形 建立 什么 样 的 图 模型 ? 

解 ” 我 们 构造 图 G, 其 顶点 集 由 所 有 2 人 组 构成 , AA XY, 而 不 是 {X, Y}, 表 
示 一 个 顶点 . 在 G 中 , 两 个 顶点 (2 人 组 ) XY 和 WZ 是 邻接 的 , 如 果 他 们 将 进行 桥 
牌 比赛 . AG 已 在 图 10.19 中 给 出 . 可 以 发 现 G 同 构 于 Petersen I. 





图 10.19 i 10.16 中 的 图 


我 们 现在 确定 G 的 边 色 数 . 由 于 G 是 3 正则 的 , 所 以 x1(G) = 3 当 且 仪 当 GG 
是 可 1 因子 分 解 的 . 然而 , 正如 Petersen 上 自己 所 指出 的 , G 不 是 可 1 因子 分 解 的 . 因 
此 , x1(G) = 4. 图 10.19 所 示 的 是 G 的 一 个 4 边 染 色 . 从 而 可 构造 一 个 在 最 少 4 天 
内 完成 比赛 的 时 间 表 : 

第 1 X: AB-DE, AE-BC, AC-BE, AD-CE 

第 2 天 AB-CE, AC-DE, AE-BD, AD-BC, BE-CD 

第 3 R: AB_CD, BC-DE, BD-CE 

SAR: AC-BD, AD-BE, AE-CD 

Q 


我 们 已 经 知道 , Gn > 4 是 偶数 , 则 x1(Cr) = A(C,). 显然 , An > 4 是 偶数 ， 
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则 C, 是 二 部 图 . Denks Konig 发 现 , 对 于 每 个 二 部 图 , x1(G) = A(G). 此 结果 有 多 
种 不 同 的 证 明 方法 . 下 面 所 给 的 证 明 将 用 到 了 这 样 一 个 事实 , 即 每 个 7 正则 二 部 图 
(r > 1) 都 是 可 1 因子 分 解 的 (定理 8.15). 该 证 明 类 似 于 定理 2.7 的 证 明 . 

定理 10.17(Konig 定理 ) # G 是 一 个 非 空 二 部 图 , 则 

x1(G) = A(G). 

WE [直接 证 法 | 假设 A(G)=r>i. 首先 , 我 们 证 明 , FES G 作为 子 图 的 
正则 二 部 图 H. Æ G 是 7 正则 的 , 结论 显然 成 立 , 此 时 , 设 H = G 即 可 . 因此 , 我 
们 假设 6(G) <r. 设 G 的 部 集 为 Vo 和 Wo. 设 G' AG 的 一 个 拷贝 , HE G 中 ， 
用 Us 代替 Uo, 用 Wo RE Wo. 把 G 中 每 个 度 小 于 7 的 顶点 都 连接 到 Co 中 与 其 
相应 的 顶点 , 得 到 一 个 二 部 图 G1, RRAN Ui = UUW) AW = Wo U U4, H 
6(G1) = 6(G) +1. Æ Gi #r iE, W H = Gi 即 为 所 需 . A (Gil) <r, WRG, A 
Gi 的 一 个 拷贝 , 在 G1 中 ,用 URE U 用 Wi 代替 Wi. 把 G 中 每 个 度 小 于 7 的 
顶点 都 连接 到 G4 中 与 其 相应 的 顶点 , 得 到 一 个 二 部 图 Go, ARWEN U =U uW 
和 Ws = Wi UUI, 并 使 得 6(Gs) = 24+6(G). 继续 上 述 操作 , 直至 获得 一 个 > 正则 二 
部 图 , 此 时 , 设 H = Gx. 

根据 定理 8.15, H 是 可 1 因子 分 解 的 , 因此 含有 7 个 1 因子 FY, F, o, F. 对 于 
l<i<r, R RAF GHETE, HH ER) = E(Fi) A EG). W Fi, Fo, Fp 
AG 的 边 色 类 , 所 以 x(G) <r. 由 于 A(G)=7, 所 以 x(G) 2r, 从 而 , x(G) =r. = 


对 于 图 边 染色 的 兴趣 可 能 也 是 由 四 色 问 题 引 起 的 . 我 们 已 经 知道 , 地 图 的 区 域 
染色 等 价 于 某 个 连通 平面 图 (该 地 图 的 对 偶 ) 的 顶点 染色 . 可 以 肯定 , 图 染色 研究 是 
由 四 色 问 题 所 激发 和 推动 . 虽然 Alfred Bray Kempe 对 四 色 和 定理 的 “证 明 ” 是 不 正 
确 的 , 但 它 还 是 包含 了 一 些 重 要 的 想法 , 这 些 想 法 后 来 得 到 了 推广 , 并 最 终 导致 了 该 
定理 的 一 个 正确 证 明 . 正如 前 面 所 提 到 的 , 另 一 名 数学 家 Peter Guthrie Tait 也 给 出 
了 四 色 定 理 的 一 个 错误 的 证 明 . 但 是 , 他 也 提出 了 一 些 有 趣 的 想法 , 这 些 想法 引出 
了 一 些 新 的 研究 领域 

一 个 三 度 地 图 (cubic map) 是 指 一 个 连通 的 , 3 正则 的 , 无 割 边 的 平 图 . Tait 发 
现 , 大 所 有 三 度 地 图 的 区 域 都 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 , 则 所 有 平面 图 的 
区 域 就 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 . 当然 , 考虑 其 中 顶点 度 仅 为 1 或 2 的 地 
图 (平面 图 ) 是 没什么 意义 的 . 如 果 一 个 平 图 A 含有 度 至 少 为 4 的 顶点 , 则 可 以 通 
过 下 面 方式 由 H 构造 出 一 个 三 度 地 图 G, 在 每 个 度 大 于 或 等 于 4 的 顶点 处 画 一 个 
充分 小 的 圈 C, 与 v 关联 的 每 条 边 和 C 的 交点 都 看 成 一 个 新 的 顶点 , 删 去 v 以 及 与 
其 关联 的 边 ; 见 图 10.20(a). 此 时 , 若 所 得 的 三 度 地 图 G 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜 
色 来 染色 , 则 该 染色 可 以 诱导 出 H 区 域 的 一 个 (用 4 种 或 者 更 少 颜色 的 ) 染色 ; 见 
图 10.20(b). 





G 中 
图 10.20 ”三 度 地 图 的 区 域 染色 


当然 , 如 果 能 证 明 每 个 三 度 地 图 都 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 , 对 三 度 
地 图 (而 不 是 任意 的 地 图 ) 的 讨论 是 非常 有 趣 的 . Tait 证 明了 如 下 结论 . 

定理 10.18 三 度 地 图 G 的 区 域 能 够 用 4 种 或 者 更 少 的 颜色 来 染色 当 且 仅 
4 Xi1(G) =3. 

实际 上 , 3 正则 图 的 3 边 染 色 也 称 为 是 Tait RE. 每 个 3 正则 图 G 都 有 偶数 
Bt, 并 且 如 果 G 是 Hamilton 的 , WJ Hamilton 圈 C 的 边 可 以 交替 地 染 成 (不 妨 设 为 ) 
ZEAE. 移 除 这 些 边 可 以 得 到 一 个 1 因子 , 其 中 的 边 可 以 染 成 (不 妨 设 为 ) BR 
色 . Tait 证 明了 , 若 所 有 3 连通 且 3 正则 的 平面 图 都 是 3 边 可 染色 的 , 则 所 有 三 度 
地 图 也 都 是 3 边 可 染色 的 . 根据 定理 10.18, 为 了 证 明 四 色 定 理 , 只 要 证 明 每 个 3 连 
通 且 3 正则 的 平面 图 都 具有 边 色 数 3 就 足够 了 . 显然 , 大 每 个 3 连通 的 且 3 正则 的 
平面 图 都 是 Hamilton 的 , 则 证 明 就 完成 了 . 由 于 Tait 相信 这 些 图 都 是 Hamilton wy, 
所 以 就 深信 自己 已 经 证 明了 四 色 定 理 . 虽然 Tait 的 “证 明 ” 的 缺点 最 终 被 指出 , 但 
直到 1946 年 ， William Tutte 才 给 出 一 个 非 Hamilton 的 3 连通 昌 3 正则 的 平面 图 : 
lS] 10.21. | 





图 10.21 Tutte 图 
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确定 习题 10.1 中 每 个 图 的 边 色 数 . 

对 于 正 整数 &, OH 是 一 个 阶 为 4 十 1 的 28 正则 图 . 设 G 是 由 H 通过 移 除 一 1 
条 相互 独立 的 边 所 获得 的 图 . 证 明 : x(G) = ACG) + 1. 

来 自 亚特兰大 、 波 士 顿 、 芝 加 哥 、 丹 佛 、 路 易 维 尔 、 迈 阿 密 、 以 及 纳什 维尔 的 7 文 
垒球 队 受 邀 请 参加 比赛 , 其 中 每 支队 都 被 安排 与 一 些 其 他 队 比 赛 (如 下 所 示 ). 每 文 
队 在 同一 天 最 多 只 能 进行 一 场 比赛 . 建立 一 个 具有 最 少 天 数 的 比赛 时 间 表 ， 


亚特兰大 波士顿 , 芝加哥 , 迈阿密 , 纳什 维尔 
波士顿 : 亚特兰大 , 芝加哥 , 纳什 维尔 

芝加哥 : 亚特兰大 , 波士顿 , 丹佛 , 路 易 维 尔 
丹佛 : 芝加哥 , 路 易 维尔 , 迈阿密 , 纳什 维尔 
路 易 维 尔 : = DRE, 丹佛 , 迈阿密 

迈 阿 窗 : 亚特兰大 , 丹佛 , 路 易 维 尔 , 纳什 维尔 
纳什 维尔 : ”亚特兰大 , 波士顿 , 丹佛 , 迈阿密 


it G 是 一 个 具有 部 集 U 和 W 的 二 部 图 , 满足 A(G) = 并 与 6G) <r. 

(a) 根据 定理 8.15 WE: 车 存在 一 个 含 G 作为 子 图 的 7 止 则 二 部 图 H, 使 得 H 
至 少 有 一 个 部 集 是 U 或 W, 则 X1(G) = A(G). (由 此 , 对 于 上 述 图 G, 给 出 了 
König 定理 10.17 的 另 一 种 证 明 .) 

(b) EH: 未 必要 求 H Ar 正则 二 部 图 , 使 得 H E G 作为 一 个 子 图 , 日 至 少 有 一 
个 部 集 是 U 或 OW. 
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在 前 面 已 经 提 到 , 在 19 世纪 末 的 11 年 内 (1879—1890), 大 家 都 认为 Alfred Bray 
Kempe 已 经 证 明了 四 色 定 理 . 但 在 1890 Æ, 这 一 切 都 改变 了 , 因为 Percy John Hea- 
wood 发 现 了 Kempe 在 应 用 颜色 互 换 方法 ( 即 Kempe $£) 时 犯 了 一 个 针 误 . Heawood 
并 非 偶 然 读 到 Kempe 的 文章 . 在 1878 年 的 伦敦 数学 会 会 议 上 , 当 Arthur Cayley M 
问 四 色 猜 想 的 进展 时 , Henry Smith 正在 主持 该 会 议 . Smith 是 牛津 大 学 几何 学 教授 
他 准备 在 自己 的 讲座 中 讨论 四 色 猜 想 . 不 久之 后 , Heawood MA Smith 的 一 名 学 生 ， 
他 从 Smith 那里 获悉 猜想 的 有 关 情 况 后 , 就 开始 对 该 问题 产生 了 兴趣 . 

在 其 文章 中 , Heawood 提出 了 一 个 反例 (OUI 10.22), 并 不 是 Kempe 所 证 明 的 
命题 (四 色 定 理 ) 的 反例 , 而 是 Kempe 所 给 的 证 明 的 反例 . 事实 上 , Kempe 证 明 的 
技巧 性 很 强 ， Heawood 运用 Kempe 的 技巧 可 证 明 : 每 张 地 图 都 能 够 用 D 种 或 者 更 
少 的 颜色 来 染色 . 我 们 已 经 知道 , 这 就 等 价 于 每 个 平面 图 都 能 够 用 5 种 或 者 更 少 的 
颜色 来 染色 . 
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图 10.22 Kempe 证 明 的 一 个 反例 


定理 10.19 (五 色 定 理 ) 每 个 平面 图 是 5 TREH. 

证 ”|[ 最 小 反例 证 法 ] 假设 该 命题 是 错 的 , 则 在 所 有 非 5 可 染色 的 平面 图 中 , 设 
G 是 阶 数 最 小 的 一 个 . 由 于 G 不 是 5 可 染色 的 , 所 以 G 的 阶 至 少 为 6. 

由 推论 9.3 可 知 , 每 个 平面 图 的 最 小 度 都 不 会 超过 5. 设 v 为 G 的 一 个 满足 
degu = 6(G) 的 顶点 . 因此 , degu < 5. 显然 , 图 G 一 v 是 平面 的 . 由 于 G 一 v 的 阶 小 
F G 的 阶 , 所 以 图 G 一 v 是 5 可 染色 的 . 给 定 G 一 v 的 一 个 5 RE. Æ degv < 4, 
或 者 degv = 5 且 对 wv 的 邻 点 染色 的 颜色 数 小 于 5, 则 在 这 5 种 颜色 中 , 必 有 一 种 可 
给 vv 染色. 根据 上 述 讨论 , 可 以 得 到 G 的 一 个 5 染色 , 导致 矛盾 . 因此, 我 们 可 以 假 
iz degv = 5, 并 且 所 有 的 5 种 颜色 都 已 用 来 为 v 的 邻 点 染色 . 我 们 把 这 种 情形 在 图 
10.23 HP M HR. 


图 10.23 ”定理 10.19 证 明 中 的 -个 步 又 


假设 G 一 v 不 含 顶点 都 染 成 红色 或 蓝 色 的 v2 一 vs 路 (所 以 在 G 一 v 中 ,不 存在 
同时 包含 v 和 vs 的 红 一 K Kempe $). 在 此 情形 下 , 设 9 为 通过 红 一 蓝 路 连接 
到 vs 的 (G 一 v P) 所 有 红色 和 蓝 色 顶点 的 集合 . 显然 , vs € S, 但 根据 假设 , v é sS. 
互 换 S 中 顶点 的 颜色 . 因此 , vs 此 时 染 成 了 红色 , 而 ve 仍然 是 红色 . 从 而 可 以 把 w 
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染 成 蓝 色 , 这 样 就 得 到 G 的 一 个 5 染色 , 导致 矛盾. 所 以 , G 一 v 必 有 一 条 从 v2 到 
U5 的 红 一 We. 

HF G 一 v 含有 一 条 从 v 到 v5 的 红 一 蓝 路 , 所 以 不 存在 从 v1 到 vs 的 绿 一 
BRR. i S’ 为 通过 绿 一 黄 路 连接 到 v 的 (G -o 中 ) 绿色 和 黄色 顶点 的 集合 . 则 
v E S’, E vw g s. HM S 中 顶点 的 颜色 , 则 v 被 染 成 黄色 , 但 这 并 没有 改变 vs 
的 颜色 . 此 时 , 绿色 可 以 用 来 给 v 染色 . 把 v 染 成 绿色 , 就 可 以 得 到 G 的 一 个 5 染 
色 , 导致 矛盾 . m 


Heawood 的 文章 不 仅 指 出 了 Kempe 的 错误 , 而 且 也 给 出 了 五 色 定 理 的 一 个 证 
BH. 然而 他 并 没有 停留 于 此 . Heawood 继续 考虑 着 其 文章 中 的 其 他 一 些 想法 ，Hea- 
wood 文章 的 主要 后 续 成 果 是 针对 于 可 磐 入 到 球面 的 图 的 最 大 色 数 问题 的 . Heawood 
同时 也 把 注意 力 转 到 其 他 曲面 上 图 的 色 数 确定 问题 上 . 
对 于 非 负 整数 k, 设 
X(Sk) = max{x(G)}, 


其 中 max PORRA SI Sk 的 所 有 图 G. A Kempe 的 1879 年 的 文章 之 后 , 大 家 都 相 

fF x(So) = 4. 而 在 Heawood 的 1890 年 的 文章 之 后 , 仅 知道 X(So) = 4 或 x(50) = 5. 

1976 F, 当 Appel 和 Haken 宣布 其 成 果 之 后 , 确定 了 x(So) = 4 (MEH). 在 

Heawood 的 1890 年 的 文章 中 , 他 试图 获得 关于 x(S%) 的 一 个 公式 , 其 中 HIER 

数 ; 事实 上 , 他 认为 他 已 经 做 到 了 . 然而 , 他 所 做 的 仅 是 获得 了 Xx(S%) 的 一 个 上 界 . 
定理 10.20 ”对 每 个 正 整 数 k, 


7 十 VIT 二 48& 
(Sk) < YI. 


证 ”| 直接 证 法 ] 设 G ABT RAF Sx 的 一 个 图 , 并 且 设 


了 十 VI 十 345 
=. 


h 


H h 的 定义 , 可 以 证 明 


6 


12(k—1) _ 
+> = hd. 


(后 面 会 用 到 这 个 结果 .) 下 面 证 明 x(G) <h. 

在 G 的 所 有 诱导 子 图 中 , 设 H 具有 最 大 的 最 小 度 . 根据 定理 10.9, 可 以 得 到 
x(G) < 1+ ô(H). 假设 H 的 阶 为 n, DRA m. Bn < h, W 6A) < n—-1, 
x(G) <n <h. 因此 , RMPI PA n >h. 

由 于 G 可 以 嵌入 到 Sk, 所 以 H 也 能 够 嵌入 到 Sk. 因此 , 由 推论 9.11 可 知 ， 


TH n 
k>o(H) > =- 2+1. 
y(H) g 73t 
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易 见 , m < 3n+ 6(k — 1). 因此 


ni(H)< >_ degu=2m < 6n + 12(k— 1), 


veEV (A) 
Ars 
6(H) <6 4 PEOD cg, PUD _,_ 1 
n h 
从 而 
x(G) <1+6(H) =h = TEVITA 
结论 成 立 . l 


根据 定理 10.20, 可 得 x(S1) <7. 为 了 证 明 x(51) = 7, 需要 证 明 : 存在 一 个 色 
数 为 了 的 且 可 对 入 到 环 面 的 图 . 事实 证 明 , 确实 有 这 样 的 图 , 即 为 Ky (如 图 10.24 所 
示 ). 因此 , 正如 Heawood 所 证 明 的 , XIF k= 1, x(Sk) = 于 学 本 | 证 明 该 公式 
对 所 有 正 整 数 克 成 立 又 花费 了 78 年 . 通过 考虑 很 多 的 情形 以 及 很 多 的 个 别 图 , 终 
于 完成 了 上 述 等 式 的 证 明 . 数学 家 Gerhard Ringel 和 Ted Youngs 对 该 公式 的 证 明 
发 挥 了 最 主要 的 作用 . 





图 10.24 K7 在 Sy 上 的 名 入 


定理 10.21(Heawood 地 图 染色 定理 ) ”对 每 个 正 整 数 k, 


X(Sk) = a 


证 [直接 证 法 ] 根据 定理 10.20, 可 得 x(Sk) < CEE HF y(S,) 是 整数 ， 
所 以 


x(Sk) < jay | . 
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HTE x(S.) = | SBE | ,我 们 仅 需 证 明 :, 存在 一 个 色 数 为 | OE) 且 能 
嵌入 到 S: 的 图 . 现在 就 有 一 个 很 自然 的 候选 图 . 设 


| 
=|" |. 
当然 有 
(Kn) =n= ors =| | (10.1) 
接 下 来 , 我 们 证 明 Kn ERAZI Sy. 由 定理 9.12, 
_ [(n—3)(n—4) 
sh) = [We 
根据 (10.1), 
7+ JV¥1+4 48k 
nS 
所 以 2n 一 7 过 VT 十 48k. 从 该 不 等 式 解 出 有 , 可 得 
(n —3)(n—4) 
k 之 2 ee 
由 于 是 整数 , 所 以 nan 
Tt 一 mi — 
k 之 [mea = (Kn), 
也 就 是 说 , Kn 的 亏 格 至 多 为 k, 从 而 Kn SERKA FI Sk. m 


我 们 发 现 , 定理 10.21 WEAR (Kn) 的 一 个 公式 . AMEE I 
的 时 间 和 如 此 多 的 努力 而 得 到 的 结果 . 结合 定理 10.21 和 四 色 定 理 , 就 可 获得 如 下 


结论 . 
推论 10.22 “对 每 个 非 负 整数 k, 
1+ v1 + 48k 
ceo = | EERE 
习题 
10.21 ” 证明: 当天 = 0 时 , 定理 10.20 的 证 明 是 不 成 了 并 的 . 
10.5 ZARA: 局 部 染色 


在 图 G 的 标准 染色 中 , G 的 每 个 顶点 都 分 配 了 一 种 颜色 (不 妨 设 为 一 个 正 整 
数 ), 并 且 满 足 邻 接 的 顶点 被 分 配 不 同 的 颜色 (对 于 不 邻接 的 顶点 , 染色 并 无 要 求 .) 
G 的 色 数 x(G) 定 义 为 G 的 所 有 染色 中 所 需 颜色 数 的 最 小 值 . 
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如 前 所 述 , 图 的 色 数 可 以 用 另外 一 种 等 价 方式 定义 . 图 G 的 染色 是 一 个 函数 
c: V(G) ON, 具有 性 质 : 对 于 G 的 每 对 邻接 的 顶点 4,v, 都 有 clu) £ c(v). G 的 一 
个 k 染色 使 用 了 k HAE. 定义 G 的 一 个 染色 c 的 值 (value) 为 


x(c) = max{c(v) :v € V(G)}, 


BN, x(c) 是 由 c 分 配 到 G 的 所 有 顶点 的 最 大 颜色 ( 正 整数 )，G 的 色 数 X(G) 可 以 定 
义 为 
x(G) = minfxto) : c 为 G 的 一 个 染色 } 

在 所 给 的 色 数 第 一 个 定义 (标准 定义 ) 中 , 我 们 在 G 的 所 有 染色 中 最 小 化 颜色 
数 ; 而 在 第 二 个 ( 非 标准 的 ) 定义 中 , 我 们 在 G 的 所 有 染色 中 最 小 化 最 大 颜色 . 这 两 
种 定义 等 价 的 原因 为 : Æ X(G) =k, 则 G 的 每 个 上 染色 都 必需 使 用 所 有 而 且 仅 使 
用 颜色 1,2,---,k. 

多 年 来 , 许多 数学 家 都 在 研究 图 染色 的 变形 与 推广 . 下 面 是 其 中 一 个 例子 , 设 P 
为 一 般 的 图 所 具有 的 一 个 图 论 性 质 .( 例 如 , P 可 能 是 如 下 的 一 些 性 质 , 独立 的 , 无 圈 
的 , 平面 的 , 或 对 于 固定 的 deN, 最 大 度 至 多 为 d.) 每 个 这 样 的 性 质 PP 都 为 G 提供 
了 一 个 染色 , 其 中 V(G) 被 划分 成 子 集 Vi, V e, ,使 得 由 Vi 所 诱导 的 子 图 (Vj 
(1 < i <k) 具有 性 质 P. 每 个 集合 Vi (1 <i<k) 称 为 是 一 个 色 类 . 存在 这 样 的 有 划 
分 的 最 小 整数 k 就 是 P BR, WX x(G; P). 当 书 是 独立 的 性 质 时 , x(G; P) = x(G). 
这 些 类 型 的 染色 称 为 是 条 件 染色 (conditional coloring). 

以 上 所 述 的 图 的 条 件 染色 , 说 明 如 何 把 染色 的 标准 定义 推广 到 对 色 类 的 一 些 附 
加 性 质 , 同时 染色 的 标准 定义 也 可 以 修改 , 使 得 局 部 要 求 ( 即 邻 接 顶 点 需 染 成 不 同 颜 
色 ) 可 以 用 一 个 更 全 局 的 要 求 来 蔡 代 ， 

对 于 图 G ARIETE 9 CV(G), © ms 为 诱导 子 图 (5) 的 边 数 . 图 G 的 一 
个 标准 染色 可 视 为 满足 如 下 性 质 的 函数 c: V(G) 一 NN, 对 任意 两 个 邻接 的 顶点 4 和 
v, |e(u) —e(v)| > 1; WHER AT ARE u Al v, |c(u)—c(v)| > 0. 该 定义 还 可 
以 按 如 下 重新 表述 . 图 G 的 一 个 标准 染色 是 指 满足 如 下 性 质 的 函数 : c: V(G) GN, 
使 得 对 G 顶点 的 每 个 2 元 集 S = {u,v}, 


lefu) — c(v)| > mg. 


可 以 发 现 , 上 述 定义 用 了 单个 但 更 一 般 的 性 质 . 按 这 种 方式 定义 图 的 标准 染色 启发 
我 们 可 以 将 该 概念 加 以 推广 . 

RR G WBA n > 2. G 的 局 部 染色 (local coloring) 定 义 为 满足 如 下 性 质 
的 函数 c : V(G) 一 N, 使 得 对 每 个 集合 S C VG) (其 中 2 < |S| < 3), 存在 顶点 
u,v E€ S, 满足 


Ic(u) ~ c(v)| > ms. 
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局 部 染色 c 分 配给 G 顶点 的 最 大 颜色 称 为 是 c 的 值 , 并 记 为 xlo. G 的 局 部 色 数 
(local chromatic number) xe(G) 定义 为 


Xe(G) = min{xe(c)}, 


其 中 min Bui G 的 所 有 局 部 染色 c 若 G 的 一 个 局 部 染色 c 满足 xele) = xG), 
则 该 局 部 染色 c 称 为 是 G 的 最 小 局 部 染色 (minimum local coloring). 

对 于 每 个 n (2 <n < 5), 图 10.25 所 示 的 是 Kn 的 一 个 最 小 局 部 染色 .因此 ， 
Xe(K2) = 2, xe(K3) = 4, xe(K4) = 5, xe(Ks)=7. 


1 1 2 ! 
2A A 
O——O 

4 2 5 4 9 4 
图 10.25 Kn (2<n<5) 的 最 小 局 部 染色 


图 G 的 局 部 色 数 比 G 的 色 数 要 稍微 全 局 化 一 些 , 因为 给 G 的 顶点 分 配 颜 色 依 
Mm GH 2 阶 与 3 BFA, 而 不 是 仅仅 依赖 于 2 阶 子 图 . 

在 通常 的 染色 中 , RE H 为 G 的 子 图 , 则 有 x(H)< xG), 由 此 也 可 得 到 

xe(H) < xe(G). 
我 们 发 现 , WR c 是 图 G 的 一 个 局 部 染色 , 其 值 为 s, 那么 如 下 定义 的 c 的 补 染色 
(complementary coloring) c, 使 得 对 每 个 vwE V(G) 
cv) =s+1-—c(v), 

也 是 G 的 一 个 局 部 染色 . 图 10.26 中 给 出 了 Ks 的 一 个 局 部 染色 及 其 补 染色 < 


图 10.26 ”举例 说 明 补 染色 


可 以 发 现 , G 的 每 个 局 部 染色 都 是 G 的 染色 . 给 定 图 G 的 一 个 标准 7 染色 , 也 
就 是 说 , G 的 顶点 被 染 成 颜色 1,2,---,7, 使 得 邻接 的 顶点 所 染 的 颜色 不 同 . 如果 对 
每 个 整数 i (1 < i < 7), 用 颜色 2i 一 1 来 代替 颜色 i, 则 获得 G 的 一 个 局 部 染色 US 
党 可 能 不 是 最 小 局 部 染色 ). 例如 , 图 10.27(b) 中 图 G 的 局 部 染色 c 是 由 图 10.27(a) 
中 G 的 3 染色 c, 通过 用 颜色 2i 一 1 来 代替 颜色 i (1 < i < 3) 所 获得 的 .但 ec 不 
是 G 的 最 小 局 部 染色 . 实际 上 , 图 10.27(c) 中 G 的 局 部 染色 c” 是 最 小 的 , 因此 ， 
xe(G) = A, 

根据 上 述 讨 论 , 可 以 得 到 下 面 结论 . 


2 3 3 
G 1 | 1 | 1 
2 3 3 5 2 4 
染色 c 局 部 染色 c 最 小 局 部 染色 c 


(a) (b) (c) 
图 10.27 ”图 的 染色 和 局 部 染色 


定理 10.23 对 每 个 阶 至 少 为 3 的 图 G, 
x(G) < xe(G) < 2x(G) —1. 


首先 , 我 们 考虑 定理 102 中 下 界 的 紧 性 . 我 们 已 经 知道 xe(K2) = x(Ko) = 2. 
虽然 Xe(Kas) = 4, x(K3) = 3, 但 Xe(C5) = x(Cs) = 3. 而 且 , Gratzsch 图 的 色 数 和 局 
部 色 数 都 为 4. 这 些 图 的 最 小 局 部 染色 也 是 最 小 染色 , 如 图 10.28 Bras. 因此 , 存在 
图 Gr, k € {2,3,4}, 使 得 xe(Ge) = Xx(Gx) = k. 


v 0—0 m 





图 10.28 ”满足 x(G) = Xe(G) 的 图 G 


现在 我 们 再 来 考虑 定理 10.23 中 上 界 的 紧 性 . 首先 , 设 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 
连通 二 部 图 ， 则 根据 定理 10.2, 有 x(G) = 2. 由 于 G BABA 3 的 路 P, HH 
xe(P3) = 3 (图 10.29 所 示 的 是 P 的 一 个 最 小 局 部 染色 ), 所 以 Xe(G) > 3. BA 
面 , 由 定理 10.23 可 得 , xe(G) < 3 , 因此 xe(G) = 3, 此 时 , 我 们 获得 定理 10.23 中 所 
描述 的 上 界 的 等 式 . 我 们 可 以 重 述 定理 如 下 . 


1 2 3 
O00 一 一 OQ 


图 10.29 Ps 的 一 个 最 小 局 部 染色 
定理 10.24 车 G 是 一 个 阶 至 少 为 3 的 连通 二 部 图 , 则 Xe(G) = 3. 
习题 
10.22 ”对 于 每 个 n 2 3, 确定 xe(Cr). 


10.23 
10.24 
10.25 
10.26 


确定 Ks 和 Ka 的 所 有 最 小 局 部 染色 . 
Bae xe(Ko,2,2) 和 xe(K3,3,3). 
确定 xe( Ke). 


确定 xe( Ki1,1,2), xe( Ki,2.2), Xe( K1,2,3). 


10.5 


专题 探索 : 局 部 染色 
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11.1 图 的 Ramsey 数 


H 1938 年 以 来 (除去 二 战 期 间 的 3 年 ), William Lowell Putnam 数学 竞赛 每 年 
都 如 期 举行 . 该 项 赛事 是 由 美国 数学 协会 主办 , 旨 在 刺激 美国 和 和 加拿大 地 区 的 大 学 
AA Ger) RES. A 1962 年 以 来 , 每 年 的 赛 题 都 是 由 12 个 具有 挑战 性 的 数学 问 
题 组 成 . 1953 年 的 赛 题 中 包 作 了 下 面 这 样 一 个 问题 . 

问题 AZ 对 于 一 个 阶 为 6 且 边 数 为 15 的 完全 图 , 其 每 条 边 用 红 、 蓝 两 种 颜色 
染色 . 证 明 : 必定 可 以 找到 3 个 顶点， 使 得 连接 它们 的 三 条 边 都 有 相同 的 颜色 ， 

上 述 问 题 涉 及 到 图 论 中 的 Ramsey 数 , 以 Frank Plumpton Ramsey 命名 . Ram- 
sey 于 1903 年 2 月 22 日 出 生 于 英国 剑桥 . 1915 F, Ramsey 进入 温 彻 斯 特 学 院 学 习 ， 
并 于 1920 年 完成 学 业 . 随后 , 他 获得 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 奖学金 , 并 在 此 研究 数学 . 
1924 年 , 他 当选 为 剑桥 大 学 国王 学 院 的 fellow, 这 是 一 个 很 高 的 荣誉 , 因为 他 从 未 参 
加 过 国王 学 院 的 工作 . 

1925 年 , Ramsey 发 表 了 第 一 个 重要 的 论文 Te Foundations of Mathematics( 数 
学 的 基础 ). 此 文章 图 改进 由 Bertrand Russell 和 Alfred North Whitehead 合作 的 论 
MPrincipia Mathematica( 数 学 基本 原理 )， 他 的 第 二 篇 论文 On a problem of formal 
logic( 关 于 形式 逻辑 的 一 个 问题 ) BRACE ORNS. 就 是 这 篇 论文 , 引出 了 一 些 以 
他 名 字 命 名 的 概念 和 理论 . 

除了 数学 ,Ramsey 对 经 济 学 和 哲学 也 有 浓厚 的 兴趣 . 它 在 经 济 学 上 的 工作 包 
括 概率 论 、 赋 税 论 、 最 优 储蓄 理论 . 然而 , 哲学 才 是 他 主要 的 兴趣 . Ramsey 的 工作 
效率 很 高 , 以 致 于 他 每 天 仅仅 工作 4 个 小 时 . 在 剩余 的 时 间 里 , 他 在 享受 生活 的 乐 
趣 , 如 打 网 球 、 散 步 、 听 音乐 . 他 的 大 好 前 程 意 外 终止 于 26 岁 , Ramsey 于 1930 年 1 
月 19 HAH. 

Frank Ramsey 证 明了 比 以 下 结论 更 为 一 般 的 定理 , 为 了 能 与 图 联系 得 更 紧密 
一 些 , 我 们 这 里 仅 介绍 Ramsey 定理 的 一 种 特殊 情形 . 

定理 11.1(Ramsey 定理 ) ATHBK+1LS38PR LEE t, ni, na nk, Æ 
存在 一 个 正 整 数 NN, 使 得 下 面 命题 成 立 : BRS {1,2,--- 和 N} 的 每 个 元 子 集 都 用 
k PRAE, 1, 2,……, 尼 中 的 一 种 普 色 染色 , 则 对 某 个 整数 i(1 <iis k), 存在 {1, 2,…， 
N} 的 包含 ni 个 元 素 的 子 集 5, 使 得 5S 的 每 个 t 元 子 集 都 染色 为 
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为 了 理解 Ramsey 定理 与 图 论 的 联系 , 设 {1,2,---,N} 为 完全 图 Kn 的 顶点 集 . 
首先 考虑 Ramsey 定理 在 t = 1 时 的 情形 . 根据 Ramsey 定理 , 存在 正 整数 N, 使 得 
下 面 命 题 成 立 : ERG {1,2,…, 入} 的 每 个 1 元 子 集 (如 Kn 的 顶点 ) 用 & 种 颜色 
L, 2, …, k 的 一 种 染色 , 则 对 于 某 个 整数 (1 <i<k), 存在 ni 个 染色 为 i WTS. 
AEREE ( 见 附录 1) 的 一 种 简单 变形 . 事实 上 , 整数 


k 
N=1 +S (ni 一 1) 
i= 1 


满足 条 件 . 

Ramsey 定理 在 上 = 2 时 的 情形 是 相当 迷人 的 . 在 该 情形 下 , 集合 {1,2,---, N} 
的 任意 2 元 子 集 用 1 2, …… 中 的 一 种 颜色 染色 , 这 可 解释 为 完全 图 Kn 的 边 染 
色 . 在 此 情形 下 , Ramsey 定理 可 陈述 为 : 

定理 11.2(Ramsey Æ) 对 于 任意 之 2 个 正 整 数 ni, no, ---, nk, 存在 一 
个 正 整 数 N, 使 得 下 面 命题 成 立 : 车 KN 的 每 条 边 被 上 种 颜色 1, 2, .…, 中 的 一 
种 染色 , 则 对 某 个 整数 (1 i 区 上), 存在 一 个 完全 子 图 Kni 使 得 Kn, 的 每 条 边 都 
染色 ,为 

Ramsey 定理 可 直观 (GEEH) 地 解释 为 : 对 于 任意 充分 大 的 结构 , 无 论 它 表 
现 得 多 么 的 无 序 , 该 结构 必定 包含 任意 给 定 基 数 的 有 序 子 结构 . 

Ramsey 定理 在 = 2 (有 两 种 颜色 ) 时 的 特殊 情形 引起 我 们 特别 的 兴趣 . 图 G 

的 一 个 红 一 蓝 染色 (red-blue coloring) 是 指 如 下 的 一 种 分 配方 案 , 即将 红 、 蓝 两 
种 颜色 分 配给 G 的 边 , 每 条 边 分 配 一 种 颜色 . KF 为 一 个 图 , 并 设 G 有 一 个 同 构 
+ F OTA, 若 该 子 图 的 每 条 边 都 染 成 红色 , 则 称 该 子 图 为 红 五 ; 若 该 子 图 的 每 条 
HP RAE, 则 称 该 子 图 为 蓝 F. 设 A AM FL 是 两 个 非 空 图 , Kr Æ n 阶 完全 图 . 
给 定 K 的 一 个 红 一 蓝 染 色 , 则 A, 可 能 会 有 一 个 红 Fi, 或 者 有 一 个 蓝 PD, 或 者 同 
时 都 有 , 或 者 都 没有 . 
”由 Ramsey 定理 , 奇 我 们 考 虚 两 个 完全 图 K, 和 Ki, 且 对 一 个 充分 大 的 完全 图 
Ky 进行 红 一 蓝 染 色 , 无 论 如 何 染 色 , 我 们 必定 可 找到 一 个 红 Ks 或 一 个 蓝 Ki. A 
Woah 为 s KE, At Oe, WE KN 中 ,我们 必定 可 找到 一 个 红 F 或 一 个 
W Fo. 

对 两 个 非 空 图 F 和 Fe, Ramsey 数 r(Fi, Fo) 定义 为 满足 下 面条 件 的 最 小 正 
整数 n, 使 得 : 4K, 的 每 条 边 都 染 成 红色 或 蓝 色 , 无 论 如 何 染 色 , 我 们 必定 可 找到 
一 个 红 Fy 或 一 个 蓝 Fo. 根据 上 面 描述 , 我 们 已 经 给 出 了 Ramsey 数 r(Fi, F2) 的 

为 了 证 明 (Fi, Fo) = n, 我 们 必须 验证 下 面 两 个 陈述 : 

(1) Kn 的 每 种 红 一 蓝 染 色 都 包含 红 PF BO Fo (此 时 证 明了 r(Fi, Fo) <n). 
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(2) 存在 Kn-1 的 某 种 红 一 ERE, 对 于 该 染色 ,Kn_1 BAGS F BAEK 
用 (此 时 证 明了 r( Fi, Fo) > n). 

下 面 以 确定 r( Ks, K3) 为 例 说 明 上 述 讨 论 ; 这 将 直接 关联 到 前 面 所 提 的 1953 年 
Putnam 数学 竞赛 的 那个 问题 

例 11.3 r(K3, K3) =6. 

解 ”给 定 Ke 的 一 种 红 一 蓝 染 色 , 考虑 Ke 的 某 个 顶点 v. 由 于 v1 关联 5 条 
边 , ARS SPER, 这 5 条 边 中 至 少 有 3 条 边 染 相同 的 颜色 , 不 妨 设 为 红色 . 假设 
VVZ, 0103, v1V4 是 红 边 , 如 图 11.1 所 示 . Æ vous, vava, vagva 中 的 任 一 条 边 染 红色 , 即 
可 得 到 一 个 红 K3; 否则 , vous, vovas, vaus BREE, 则 它们 构成 了 一 个 蓝 Ks. 因此 ， 
r(K3, K3) < 6. 

为 了 验证 r(K3, K3) > 6, 我 们 必须 证 明 : 存在 Ks 的 一 个 既 不 舍 红 Ks EAE 
蓝 Ks 的 红 一 Ref. 设 V(Ks) = {v1,v2,… u} 我 们 按 下 面 方式 定义 Ks 的 一 个 
红 一 蓝 染色 , 将 5 E vv ,v5,v1 上 的 边 染 成 红色 , 将 其 余 的 边 染 成 蓝 色 , 如 图 
11.2 Bras, 其 中 红 边 被 画 成 了 粗 体 . 由 于 该 红 一 ERAADA EL Ks, BAGH Ks, 


AL r(Ks, K3) 之 6. © 
vı 
VI 
U5 UD 
U2 O vg 
O 
v3 V4 US Va U3 
图 11.1 Ke 中 的 三 条 红 边 图 11.2 Ks 的 一 个 既 不 含 红 Ks 也 不 含 


K K 的 红 一 Kees, 


对 于 两 个 非 空 图 F 和 Fo, 关于 Ramsey 3% r(fi, Fo) 有 一 个 重要 的 发 现 . 设 F 
的 阶 为 ni Fe 的 阶 为 no, H. max{ni,n2} =m. 如 果 将 Kn,-1 的 所 有 边 染 成 红色 ， 
由 于 Kn- 中 没有 足够 多 的 顶点 , Be Kn- 不 包含 红 A; 由 于 Kn- 中 没有 边 染 
RAA, BC Kn- BARBS Fo. 因此 

r( Fi, F2) 2 nı = max{n1, n2}. 

这 就 意味 着 , 两 个 图 Fi 和 Fo 的 Ramsey 数 r(Fi, Fo) 至 少 为 Fi 和 F 中 较 大 的 
阶 数 . 

对 于 每 个 整数 上 > 2, 下 面 确定 Ramsey 数 r( Ko, Ke). 

例 11.4 对 于 每 个 整数 七 立 2， 


r( Ka, ky) = t, 
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解 ” 由 于 t 为 Kz 和 Ki 的 最 大 阶 数 , 故 r( Ko, Ki) >t. 给 定 Ke 的 一 个 红 一 蓝 
染色 , a Ki 的 茶 条 边 染 成 红色 , 即 可 得 一 个 红 Ko. 否则 , Ki 的 每 条 边 者 染 成 蓝 色 ， 
妈 可 得 一 个 蓝 Ky. 因此 , r(Ko, Ky) <S t. > 


设 Fi Al Fo 为 两 个 非 空 图 , Hit r(Fi, Fo) =n. 由 Ramsey KAJE X, n 是 满足 
下 面条 件 的 最 小 整数 , 使 得 Kn 的 每 个 红 一 蓝 染色 都 产生 一 个 红 F BO F 
在 Ramsey 数 的 讨论 时 , 实际 所 用 的 颜色 是 无 无 紧要 的 , 因此 也 是 满足 下 面条 件 
的 最 小 整数 , E Kn 的 每 个 红 一 ERAR EAE F 或 一 个 红 (或 等 价 地 ， 
一 个 红 Fy 或 一 个 蓝 A). 因而 ， 

r(Fi, Fo) = r( Fo, Fi); 

即 , Æ r(Fi, Fo) 中 , A A Po 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 . 特别 地 , r( Ki, Ko) =t (t > 2). 

在 例 11.3, 我 们 已 经 证 明 r(K3, K3) = 6. Ramsey 数 有 一 个 众所周知 的 通俗 
解释 : 

有 多 少 人 参加 一 个 宴会 , 才能 保证 有 三 个 相互 认识 的 人 或 者 三 个 相互 陌生 

ay A? | 

对 于 n 个 人 的 聚会 , 我 们 可 以 构造 一 个 完全 图 Kn, 其 顶点 为 参加 聚会 的 这 些 
人 . 当 两 个 人 相识 时 , 则 在 他 (她 ) 们 对 应 的 顶点 间 连 接 一 条 红 边 ; 当 两 个 人 陌生 时 ， 
则 在 他 (她 ) 们 对 应 的 顶点 间 连 接 一 条 蓝 边 . 因此 , 该 问题 的 解 就 是 确定 Ramsey 数 
r(K3,K3). 根据 前 面 的 讨论 , 答案 是 6. 

例 11.5 r(K3, K4) = 9. 

fe ”给 定 Ko 一 个 红 一 BRE, 我 们 证 明 其 包含 一 个 红 Ks 或 一 个 蓝 Ks. 首 
先 注意 到 , Ko 的 每 个 顶点 恰好 关联 三 条 红 边 的 情形 是 不 可 能 发 生 的 ; 否则 由 这 些 红 
边 诱导 的 Ke 的 子 图 是 9 阶 的 3 正则 图 , 但 这 样 的 图 并 不 存在 . 因此 , 有 下 面 两 种 
情形 . 

情形 1 存在 一 个 顶点 v, 它 关 联 4 条 红 边 . 不 妨 设 v1v2,v1v3,v1v4,v1v5 是 Ko 
中 的 红 边 . Ae LAL v2,v3,v4,v5 中 某 两 个 顶点 由 一 条 红 边 连接 , 即 可 得 一 个 红 Ks; 否 
则 , 顶点 ve, v3, v4, us 任意 两 点 之 间 均 由 一 条 蓝 边 连接 , 则 即 可 得 一 个 蓝 天 4. 

情形 2 存在 一 个 项 点 v, TAK 6 RBM. 不妨 设 viv2,V1vV3,V1V4， virs, 
viv6,V107 FEMI. 由 于 r(K3, K3) = 6, 则 子 图 

H = ({v2, 03, V4, U5, U6, U7}) = Ke 

包含 一 个 红 Ks 或 一 个 蓝 Ks. € AH 包含 一 个 红 K, 则 Ko 必定 包含 红 Ks. 4 HH 
PA Ks, 则 Ko 必定 包含 蓝 Ki4. 

因此 , r(K3, Ka) <9. 考虑 Ks 的 一 个 红 一 ERA, 其 中 由 红 边 和 蓝 边 分 别 诱 
导 的 Ks 的 子 图 见 图 11.3(a) 和 11.3(b). 由 于 该 红 一 RRA RAE Ks, ARG 
K4, 故 r(K3, K4) > 9. oO 
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(a) Ks 的 红色 于 图 (b) Ks 的 蓝 色 子 图 
图 11.3 Ks 的 一 个 红 一 BRA 


回顾 前 文 , 图 G 的 补 图 G 与 G 有 相同 的 顶点 集 , 且 G 中 的 两 个 顶点 是 邻接 的 
当 且 仅 当 它们 在 G 中 是 不 邻接 的 . E G 的 阶 为 n, 则 G 的 阶 同样 也 为 n. 进一步 地 ， 
若 V(Kn) =V(G) = V(G), W Kn 的 每 条 边 或 属于 GC, 或 属于 G. 若 我 们 认为 G 的 
边 都 染 成 红色 , G 的 边 都 染 成 蓝 色 , 则 可 得 两 个 图 Ramsey 数 的 另外 一 种 定义 方式 . 
it F 和 Fo 为 两 个 非 空 图 , Ramsey 数 r(Fi, Fo) 是 指 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 
n, 使 得 : 对 任 一 MAG, G 必 包 含 一 个 同 构 于 及 的 子 图 或 者 G 包含 一 个 同 构 于 
Fo 的 子 图 . 尽管 可 以 用 术语 图 和 补 图 来 研究 Ramsey 数 , 但 我 们 将 继续 借助 完全 图 
的 红 一 WR Be ETT TE. 

我 们 已 经 知道 , 对 于 任 一 整数 t > 2, r(Ko, Kt) = t; r(Ks, Ks) = 6; r(K3, K4) = 
9. r(K,, K) 是 第 一 类 得 到 广泛 研究 的 Ramsey 数 , 通常 称 之 为 经 典 Ramsey X 
(classical Ramsey number). 事实 上 , r(Ks, Kt) 通常 表示 为 7(s,). 尽管 Ramsey 
数 r(K。, Ki) 已 经 研究 了 数 十 年 , 但 对 于 s,t > 3, 我 们 对 rls, t) 还 知之 甚 少 . 事实 上 ， 
“43<s<th, CHA Ramsey 数 仅 有 


r(K3, K3) = 6 r(K3, Ke) = 18 r(K3, Ko) = 36 
r(K3, K4) = 9 r(K3, K7) — 23 r(Ka, K4) = 18 
r(K3, Ks) = 14 r(K3, Kg) — 28 r(K4, Ks) 一 25. 


特别 地 , 我 们 还 不 知道 r(Ks, Ks) 的 值 , 但 可 以 确定 
43 < r( Ks, Ks) < 49. 


对 于 许多 未 知 的 Ramsey 数 r(Ks, Ki), 所 给 的 界 往 往 偏 离 精确 值 很 远 . 例如 
798 < r(Kıio, Kio) < 12 677. 


回顾 前 文 , 图 G 的 一 个 顶点 子 集 5 称 为 是 独立 的 , GS 中 任意 两 点 在 G 中 不 
邻接 . 特别 地 , BS 是 由 G 的 s 个 顶点 构成 , AWE (5) = Ka, WS 是 图 G 的 独立 
集 . 若 用 术语 图 和 补 图 描述 , 则 Ramsey 数 r(Ks, Ki) 就 是 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整 
数 n, 使 得 对 任 一 MAG, Ks 是 G 的 子 图 或 者 Ki 是 G 的 子 图 . 等 价 地 , Ramsey 
数 r(K,, KÀ) 是 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整 数 n, 使 得 任 一 n WE G 包含 s 阶 完全 子 
图 或 者 包含 t+ 个 顶点 的 独立 集 . 例如 , 由 于 7(Ks, Ks) = 6, r(K3,K4) = 9, € GAA 
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含 二 角形 的 6 阶 , 或 了 阶 , 或 8 阶 的 图 , 则 G Oe 3 个 顶点 的 独立 集 ; 若 G 为 不 含 
4 阶 完 全 子 图 的 9 阶 图 , 则 G 必 会 一 个 由 3 个 顶点 构成 的 独立 集 . 

下 面 , 我 们 考虑 某 些 Ramsey $t r(Fi, Fo), 其 中 态 和 五 不 全 是 完全 图 . 下 面 来 
确定 Ramsey $ r(P3, Ka), 其 中 Ps Ml Ks 如 图 11.4 所 示 . 确定 Ramsey 数 7(P, K3), 
我 们 将 如 何 入 手 ? 由 于 P 和 Ks 的 最 大 阶 数 是 3, Br (Ps, K3) > 3. 如 果 我 们 将 Ks 
的 一 条 边 染 成 红色 , 其 余 两 条 边 染 成 蓝 色 , 则 这 种 红 一 蓝 染 色 既 不 含 红 已 ERE 
K Ks, 因此 该 染色 方案 可 避免 红 PB WME Ks 的 出 现 . 故 , r(P3, K3) > 4. 


PB oo LN 


图 11.4 Mæ r(Ps, K3) 


另 一 方面 , Ka 的 一 种 红 一 蓝 染 色 , 如 图 11.5 所 示 ( 粗 体 的 边 代 表 红 边 ), 同样 
可 以 避免 红 Ps AYE Ks 的 出 现 . 因此 , r(P3, K3) > 5. 如 果 我 们 很 难 找到 Ks 的 一 种 
红 一 ERE, 使 得 它 可 以 避免 红 Ps 和 蓝 Ks 的 出 现 , 则 我 们 有 理由 猜想 r(P, K3) = 
5. 下 面 , 我 们 将 给 出 r(P3, Ks) = 5 的 一 个 正式 讨论 . : 


图 11.5 Ka 的 一 个 红 一 ERE, 它 可 避免 红 Ps 和 蓝 Ks 的 出 现 


例 11.6 r( P3, K3) = 5. 

解 ” 首 先 , 我 们 证 明 r(P3,K3) > 5. 由 于 图 11.5 所 示 的 Ka 的 红 - 蓝 染色 可 以 
et 920 Ps AR Ks 的 出 现 , 因此 r(P3,K3) > 5. 

下 面 只 需 证 明 r(P3,K3) < 5 即 可 . 给 定 Ks 的 一 个 红 一 ERE, 考虑 Ks 的 顶 
点 v. AF U1 关联 两 条 红 边 ， 即 可 得 到 一 个 红 P3. 否则 v 至 多 关联 一 条 红 边 . HERT, 
与 关联 的 蓝 边 有 三 条 , 分 别 记 为 vv vvs vov. 车 vvv 中 某 两 个 顶点 之 间 
由 一 条 蓝 边 连接 , 即 可 得 到 一 个 蓝 K. 否则 , v2v3 和 vzv, 是 红 边 , 则 得 到 一 个 红 P3. 
因此 , r(P3, K3) <5. > 


当然 , P S Ky. 因而 , r(Ki2,K3) = 5. 下 面 将 采用 与 上 述 讨论 不 同 的 方法 来 
确定 r(K1,3, K3). 

例 11.7 r(Kiı3, Ks)=7. 

RE Bm, 我们 证 明 r(Ki3, K3) 27. 考虑 Ke 的 一 个 红 — 蓝 染色 , 如 图 11.6 
Bras ( 粗 体 表 示 红 边 ). 由 于 红色 子 图 是 2K3, 蓝 色 子 图 是 Ks3, 因而 在 该 红 一 ER 
色 中 既 不 包含 红 Kis, PRES Ks. W r(Ki3, K3) > 7. 
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Ke 


图 11.6 Ke 的 红 一 KRE, 它 可 避免 红 Kis 和 蓝 Ks 的 出 现 


下 面 我 们 证 明 r(Ki3, K3) < 7. 假设 r(Ki3,Ks) > 7, 则 存在 K7 的 一 种 既 
KEZ Kis, 也 不 含 蓝 Ks 的 红 一 BR. Al, 对 于 Kz 的 顶点 vu, 至 多 有 两 
条 红 边 与 之 关联 , 因此 至 少 有 四 条 蓝 边 与 之 关联 , 分 别 记 为 wu (2 <i <5). 看 
Tuz, v3, v4 vs} 中 某 两 个 顶点 之 间 由 一 条 上 蓝 边 连接 , 即 可 得 到 蓝 Ks, ATSB IB. 
因此 ， {v2, v3, U4, U5} 中 任 两 个 顶点 之 间 的 边 均 为 红 边 . 特别 地 , WI v2v3,v2V4,V2V5 是 
红 边 , 它们 构成 了 一 个 红 Kis, 也 导致 矛盾 . © 


前 面 所 确定 的 两 个 Ramsey 数 属于 同一 类 型 r(Fi, Fo), 其 中 Fi 是 树 , Fo 是 完 
全 图 ， 特别 地 , 在 Journal of Graph Theory KERT) 的 第 一 期 (1977 Œ), Vašek 
Chvátal #577 r(Fi, Fo) 的 一 个 简单 公式 , 其 中 OP, 是 任 一 树 , fF2 是 任 一 完全 图 . 尽 
管 它 的 证 明 有 些 复杂 , 但 想 获 得 如 此 一 般 性 的 结果 , 证 明 已 经 是 相对 简单 的 了 . 回顾 
定理 4.9, 若 了 是 一 个 阶 为 天 的 树 , G 是 一 个 图 , EX G 的 每 个 顶点 v, degu > k-1, 
则 图 G 包含 一 个 同 构 于 TAFE. 

定理 11.8 对 于 每 个 阶 为 m> 2 的 树 Tm, 以 及 每 个 整数 n > 2, 

r(Im, Kn) = (m—1)(n—-1) +1. 

证 ”| 直接 证 法 和 和 归纳 证 法 |] 首先, 我 们 证 明 r(Tm, Kn) > (m—-1(n-1) 4-1. 给 
E (m 一 1)(n 一 1) 阶 完全 图 K(m_ym_1) 的 一 个 红 一 BRE, 使 得 其 红色 子 图 为 
(n 一 1)Km-1; IZLE RE Kn 的 nn 一 1 个 拷贝 构成 . 由 于 红色 子 图 的 每 个 连 
通 分 支 具有 阶 m2 一 1, 故 它 不 包含 阶 超 过 m 一 1 的 连通 子 图 . 当然 , 不 存在 m WE 
树 . 蓝 色 子 图 为 完全 (n 一 1) 部 图 Km-1im-1,.-.m-1, PRT MRA m 一 1 TH 
点 构成 . 因而 , 不 存在 蓝 Kn. 由 于 该 红 - Ree m 阶 的 红 树 和 蓝 Ka 的 出 
现 , 故 

r(Tm, Kn) 2 (m —1)(n—1)+1. 

下 面 , 我 们 证 明 r(Tm, Kn) S (m-1)(n-1)+1. 我 们 对 完全 图 Kn 阶 数 进行 归 

纳 . 当 n = 2 时 , 证 明 

r(Tm, K2) <(m—-1)(2-1)+1l=m. 
给 定 Km 的 一 个 红 一 蓝 染 色 , E Km 的 某 一 条 边 为 蓝 色 , BISA Ko; 否则 , Km 
的 每 条 边 均 为 红色 , 此 时 必 可 得 到 红 树 Ti. A, r(Tm, K2) < m. 故 当 n==2 时 , 不 
等 式 
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(Tm, Kn) <(m—1)\(n—1)4+1 
成 立 . 假设 当天 >2 时 , 对 于 任 一 阶 为 m 的 树 , 都 有 
r(Tm, Kp) <(m—1)(k —1) +1. 
这 就 意味 着 , Kim-p-p 的 任意 红 一 蓝 染 色 均 包含 红 Tm RE Ke. 我 们 将 证 明 
r(Tn, Kes) < (m — 1)k +1. 
给 定 Kim- 的 一 个 红 一 ERE, 我 们 考虑 如 下 两 种 情形 . 
情形 1 & Km- 中 ,存在 一 个 顶点 人 与 (一 LE 一 1I) 二 1 条 蓝 边 关联 
不 妨 设 vivi(2 <i (m 一 1)(k — 1) + 2) 为 蓝 边 . 考虑 子 图 
H = (fvi :2 <i < (m= 1)(k — 1) + 2}) Km De Dr 
由 归纳 假设 , 五 包含 一 个 红 Tm 或 一 个 蓝 Kk. 大 是 包含 红 Tm, 则 Kim-it 同样 
包含 Tm. 否则 五 包含 蓝 Ke. 此 时 , ({v1} UV(Ke)) 即 可 构成 天 mn-Dk+i BYP 
Krai. | : 
情形 2 Km- 的 每 个 顶点 均 至 多 与 (mm 一 1)(k 一 1) 条 蓝 边 关联 ， 此 时 ， 
Kim- 的 每 个 顶点 均 至 少 关联 m 一 1 条 红 边 . 因而 , Kini 的 红色 子 图 的 
最 小 度 至 少 为 m 一 1. 由 定理 4.9, 该 红色 子 图 包含 红 Tm. W Kim-it 包含 红 Tm 


由 定理 11.8, 对 于 任意 正 整数 s M t2, 
r(Ky.., Ky) = s(t-1) +1. 


下 面 的 例子 针对 于 Ramsey $t r(Fi, Fo), 其 中 F Al Fo 都 不 是 完全 图 . 

例 11.9 r(Ki3,C4) = 6. 

证 ”如 图 11.7 所 示 , 可 见 Ks 的 该 红 一 蓝 染 色 既 不 包含 红 Ki 3, LRH 
C4, 因此 r(Ki,3, C4) È 6. 


图 11.7 Ks 的 一 个 红 一 蓝 染 色 , 它 可 避免 红 Kis 和 蓝 C4 的 出 现 


顶点 为 V1, 172 *"' ,Ve. 由 于 r(K3, K3) 一 6, 则 Ke 的 任 一 红 一 蓝 染 色 均 包含 红 K3 
或 此 Ka. 我 们 考虑 如 下 两 种 情形 . 
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情形 1 存在 一 个 红 K3. 不妨 假设 v1, v2, vs WA Ks 的 三 个 顶点 . FRA 一 
鉴 染色 不 包含 红 Kis, 则 连接 {v1,v2,v3} 和 {v4,v5,v6} 之 间 的 每 条 边 均 为 蓝 边 . 此 
Ay, 即 可 得 到 赣 C4. 
情形 2 存在 一 个 蓝 Ks. 不 妨 假设 办, v2, v3 AK Ks 的 三 个 顶点 . 若 {v4, us, ve} 
中 的 某 个 顶点 与 {v1,v2,v3} 中 某 两 个 顶点 之 间 由 蓝 边 连接 , 则 可 得 到 一 个 蓝 Ca. 若 
{v4, Us, Ve} 中 的 某 个 顶点 与 {v1,v2,v3} 中 所 有 顶点 之 间 均 由 红 边 连接 , 则 可 得 到 一 
个 红 Kis. 因此 , 我 们 可 以 假设 ; {v4,v5,ve} 中 的 每 个 顶点 与 {v1,22,v3} 中 某 一 个 
MAJELE, 而 与 其 余 两 个 顶点 以 红 边 连接 . 若 vvs, vave, vsve 中 有 一 条 边 是 
红 边 , 则 可 得 到 一 个 红 Kis. 因此 , 我 们 可 以 假设 va, us, ve 是 蓝 Ks 的 顶点 . 此 时 ， 
连接 {v1,v2,v3} 和 {v4,v5,ve} 之 间 的 任意 两 条 蓝 边 均 位 于 一 个 蓝 C, E. 0 
习题 
11.1 BAA SoA, Fo At BA, ERA: r(Fi, F2) <r(Ks, Ke). 
11.2 BA r(K4, Ks) = 25, WEH: Æ G 为 25 阶 图 且 G AS Ks 作为 子 图 , 则 G 包含 5 个 
AA EAN SBE TS. 
11.3 ”证 明 : r(Ka, Ka) < 18. 
11.4 MÆ r(P3, Ps). 
11.5 ”确定 r(2K2, Ps). 
11.6 BAS r(K13, Ps). 
11.7 WARE r(2K2,2K2). 
11.8 ”确定 r(2K2,3K2). 
11.9 ”确定 (Ki 3, K183). 
11.10 ”确定 r(Pa, Ps U P2). 
11.11 MÆ r(Kia, Kia). 
11.12 ”确定 (Pa, Ps). 
11.13 ”确定 (C4, C2). 
11.14 GER: 利用 不 同 于 例 11.9 的 如 下 方法 , 证 明 : "(Ki,s, C4) = 6. 该 方法 为 : (1) B 
设 Ke 的 一 个 红 一 蓝 染 色 不 含 红 Ki,s, (2) 利用 事实 : 6 阶 3 正则 图 仅 有 Ks,s 和 
K3 x K2. 
11.15 8 G A r(K:, K) 一 1 阶 完全 图 , 其 中 st > 2. WH: G 的 任 一 红 一 蓝 染 色 包 含 红 
K-11 RA Kii. 
11.16 ”证 明 , 对 于 任 一 整数 n > 2, r(Ka, Kn) < ("1!) = ÉH. 提示 : (t) = (2) +n] 
11.17 根据 习题 11.16, ("2 ) 阶 完全 图 的 任 一 红 一 蓝 染 色 中 均 可 产生 一 个 红 Ks 或 一 个 
蓝 Kn. 利用 这 一 事实 和 组 合 便 等 式 ("3 ) + Ct) = Ct) 给 出 一 个 涉及 Ramsey 
数 的 结论 ，[ 注 : 对 于 整数 kA n (O< k <n), G) = ap BE n < k, 定义 
(z) = 0). 
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对 于 整数 st > 2, Æ r(Ks, Ke) = n, 则 任 一 ?2 阶 图 包含 一 个 s 个 顶点 的 独立 
集 或 一 个 t 阶 完全 子 图 . 因而 , 每 个 阶 至 少 为 n 的 图 , 若 它 不 包含 s 个 顶点 的 独立 
集 , 则 必 包 含 一 个 同 构 于 Ki 的 子 图 . 事实 上 , 要 求 一 个 给 定 阶 数 的 图 包含 一 个 指定 
阶 数 的 完全 图 作为 子 图 , 有 一 个 更 为 自然 的 充分 条 件 . 

假设 图 G 的 阶 为 偶数 n > 4, 即 对 于 某 个 整数 之 2, n= 2k. 设 m 为 G 的 边 
数 , 则 0 < m< (3) = F. MA, Æ m = (3), W G Kn. 此 时 , 对 于 任意 n HA 
H, 图 G 包含 一 个 同 构 于 五 的 子 图 . 因而 , 4 G 的 边 数 足够 多 , 则 G 包含 一 个 同 构 
于 H ATE. 特别 地 , 若 G 的 边 数 足够 多 , 则 G 包含 一 个 三 角形 . Rin, 上 述 的 “是 
Wee” FESR? 当 n = 4 时 , 我 们 对 该 问题 作出 回答 . 

注意 到 , 4 Cs 不 包含 三 角形 , 事实 上 , Ca 是 唯一 的 边 数 为 4 日 不 包含 三 角形 
的 4 阶 图 . 因而 , 4 4 BY G 含有 4 条 边 , 则 该 条 件 不 能 保证 G 包含 三 角形 . AE 
EM, 含有 5 条 边 的 4 阶 图 是 唯一 的 , 记 该 图 为 Gi, 如 图 11.8 所 示 . 由 于 G1 包含 
三 角形 , 则 每 个 阶 为 4, 边 数 至 少 为 5 的 图 均 包 含 三 角形 . 对 于 6 NA, RNS RA 
样 的 问题 . 易 见 , 图 11.8 所 示 的 图 H S Ks 是 边 数 为 9 且 不 包含 二 角形 的 6 阶 图 . 
那么 , 边 数 为 10 的 6 阶 图 又 将 怎样 呢 ? 尽管 验证 所 有 边 数 为 10 的 6 阶 图 并 不 是 
很 容易 , 但 我 们 可 以 证 明 每 个 这 样 的 图 都 至 少 包含 一 个 三 角形 . 注意 到 5 = 27 +1, 
10 = 3? +1. 因而 , 对 于 n= 2k, EF k= 2 或 上 = 3, 每 个 边 数 为 及 十 1 的 nn 阶 图 
均 包 含 三 角形 , 但 也 存在 一 个 边 数 为 k* 上 且 不 包含 三 角形 的 n 阶 图 . 下 面 我 们 将 证 
HA, 对 于 每 个 整数 大 > 2, 上 述 论断 是 正确 的 . 


Oe Be <8 
图 11.8 图 Ca, Gi, H 


定理 11.10 Hn=2k (k22) 为 偶数 . 若 边 数 为 mRNA nre A 
个 三 角形 , 则 满足 该 性 质 的 最 小 正 整数 m 为 k+l. 

证 [最 小 反例 证 法 | 首先 , 注意 到 完全 二 部 图 Krr (k > 2) 的 阶 为 2k, 边 数 为 
k*, 但 Kin 不 包含 三 角形 . 因此 , 我 们 只 需 证 明 任 意 阶 为 2k, 边 数 为 十 1 (k> 2) 
的 图 均 包 含 三 角形 即 可 . 假设 该 论断 不 成 立 , 则 存在 一 个 最 小 整数 上 > 2, 以 及 一 个 
BIA 2k 且 边 数 为 所 十 1 的 图 G, G 不 包含 三 角形 . 这 就 意味 着 , BIA 2(k 一 1) Bi 
数 为 (k 一 1)? 十 1 的 每 个 图 均 包 含 三 角形 . 我 们 已 经 知道 , 阶 为 4 且 边 数 为 5 的 每 个 
图 都 包含 三 角形 ; OA 6 BRA 10 的 每 个 图 也 包含 三 角形 , 故 k 上 4. 设 ww 是 G 
的 一 条 边 . G 中 不 同 于 wo 的 顶点 有 2k 一 2 个 , 由 于 G 不 包含 三 角形 , 则 这 2k 一 2 
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个 顶点 中 任 一 个 均 至 多 与 u,v 中 的 一 个 邻接 . 因而 , G 中 至 多 有 2k 一 2 条 边 与 uv 邻 
接 . 从 而 , 图 H=G-u-v 至 少 包含 (k? 4+1)- (Qk 1) =k? —-2k42 条 边 . 由 于 
H 的 阶 为 nn 一 2 = 2(k 一 1), 边 数 至 少 为 太一 2k 十 2== (Kk 一 1 十 1, 故 五 包含 二 角 
形 . HA H ÆGTE, 所 以 G 同样 包含 三 角形 , 导致 矛盾 . m 


前 面 已 经 提 到 , Kien (k 22) 的 阶 为 2k, 边 数 为 局, A Keke 不 包含 二 角形. 下 
m, 用 类 似 于 定理 11.10 的 证 明 方 式 , 我 们 将 证 明 , Kh 是 唯一 满足 上 述 性 质 的 图 . 

定理 11.11 对 每 个 整数 上 2, Kek 是 唯一 的 阶 为 2k, WAA k, EREA 
三 角形 的 图 . 

证 [最 小 反例 证 法 ] 假设 该 定理 不 成 立 , 则 存在 一 个 最 小 整数 有 > 2, 以 及 一 个 
BTA 2k HURA k? AGS Kin, G 不 包含 三 角形 . 由 于 Koo 是 唯一 的 阶 为 4, 边 
RAN 4, 且 不 包含 三 角形 的 图 , Bk > 3. 

设 uv 是 G 的 一 条 边 . G 中 不 同 于 uv 的 顶点 有 2k 一 2 个, 由 于 G 不 包含 三 
FAIZ, 则 这 2k 一 2 个 顶点 中 任 一 个 均 至 多 与 u,v 中 的 一 个 邻接 . 因而 , G 中 至 多 有 
2k 一 2 条 边 与 uv 邻接 . Mi, BA =G -u-v EDE k? — (2k -— 1) = (k — 1)? 
RA. 4 H ESNEA (k 一 1)* 十 1 条 边 , 由 定理 11.10, 则 五 包含 三 角形 , 进而 G 包 
AG, SRT IG. 因此 , H 恰好 包含 (k 一 1)*? BW. 由 于 A 不 包含 三 角形 , 故 
H = Kpr- k-1. BU, AV, Æ H 的 两 个 部 集 , 从 而 Y( 百 ) = U U 中 的 任 一 顶点 
RES u, v 中 的 一 个 顶点 邻接 . 大 4( 或 v) 同时 邻接 于 U 的 某 个 顶点 和 Vv 的 某 个 
顶点 , WG 包含 三 角形 , SETS. 因此 , u 仅 邻 接 于 UL 中 的 顶点 或 V 中 的 顶点 ， 
而 wv teeta. 不 妨 设 u 邻接 于 VM 中 的 顶点 , v 邻接 于 U 中 的 顶点 .此 时 
G S Krk, 其 中 两 个 部 和 集 分 别 为 Uf{u} VU {o}. = 


结合 定理 11.10 和 定理 11.11, 我 们 得 到 下 面 结论 


定理 11.12 GG 人 2k > 4 的 图 . HG 的 边 数 至 少 为 [2 十 1 或 者 G 的 
WKAR AGS Ker, WG 三 角形 . 

应 用 EARE 我 们 可 以 证 明 下 面 定 理 . 

定理 11.13 设 G 是 阶 为 2k 十 1 之 3 的 图 . # G 的 边 数 至 少 为 及 十 上 十 1, 或 
者 G 的 边 数 为 有 十 kh 且 G 学 Keni, WG 包含 三 角形 . 

可 以 把 定理 11.12 和 定理 11.13 组 合成 一 个 定理 , 如 下 所 示 . 

推论 11.14 设 G 是 阶 为 n 之 3 的 图 . 若 G HARKESH |F| 二 1, 或 G 的 
aA || GFK a) re MG 包含 三 角形 

例如 , 根据 推论 11.14, 若 7 阶 图 CG ee 13, 或 其 边 数 为 12 H G S Ks,4， 
则 G 包含 三 角形 . : 

前 面 已 经 讨论 一 个 n > 3 阶 图 G 所 需 的 边 数 ， 以 保证 G 包含 一 个 同 构 于 
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Ka WFR. 下面, 我 们 将 该 问题 推广 到 更 为 一 般 的 情形 . 例如 , 对 于 整数 上 和 7n 
(2 < k <n), 确定 最 小 的 正 整数 m, 以 使 得 每 个 边 数 为 m 的 n 阶 图 都 包含 一 个 同 
构 于 Keyi 的 子 图 . 

该 问题 的 起 源 可 退 溯 到 Paul Turán, 我 们 在 前 面 曾 遇 到 的 这 位 数学 家 . Paul 
Turán 于 1910 年 8 H 28 日 出 生 于 匈牙利 布达佩斯 .在 学 生 时 期 , (ea Paul 
Erdős, Tibor Gallai, George Szekeres, Esther Klein 成 为 朋友 . 尽管 Turán 最 为 人 们 
涡 知 是 因为 他 在 概率 和 解析 数论 方面 的 贡献 , 但 是 他 在 图 论 上 的 页 献 导 致 了 极 值 图 
论 的 诞生 . 

1911 年 , George Szekeres (该 为 sack-er-ash) 同样 也 出 生 于 布达佩斯 , 他 比 Turán 
小 一 岁 ，Szekeres 在 布达佩斯 技术 大 学 学 习 化 学 工程 . 大 家 知道 , 学 生 在 大 学 期 间 ， 
经 常会 参加 一 些 兴 趣 小 组 ， 上面 我 们 提 到 的 也 是 如 此 , 他 们 在 一 起 讨论 数学 问题 . 
1937 Œ, Szekeres 与 Esther Klein 结婚 , MIRE. 

在 20 世纪 30 年 代 后 期 , Szekeres, Klein 以 及 其 他 一 些 在 匈牙利 的 犹太 人 的 生 
活 变 得 日 益 艰 难 . 为 此 , 他 们 决定 前 往 上 海 . 1948 Æ, Szekeres 成 为 澳大利亚 阿 德 莱 
德 大 学 的 一 名 教员 . 1963 年 , 他 成 为 悉尼 新 南 威 尔 斯 士 大 学 纯粹 数学 的 主 遍 . 里 然 
他 于 1976 年 退休 , 但 他 仍然 继续 工作 在 数学 领域 . 2001 E, 澳大利亚 数学 会 创立 了 
George Szekeres 奖 , 以 表达 对 他 的 敬意 . 

1940 Œ, Szekeres 采 在 上 海 , 在 此 期 间 他 曾 写 信 给 Paul Turán, 讲述 了 他 在 证 
明 William Burnside 的 一 个 猜想 过 程 中 所 做 的 一 些 不 成 功 的 符 试 . 在 收 到 这 封 信 后 ， 
Turán 仔细 思考 了 该 问题 , 并 提出 了 下 面 问题 : 

-ARE k MRA T Ai n 阶 图 所 能 有 的 最 大 边 数 是 多 少 ? 

虽然 Turán 发 现 这 个 问题 十 分 有 趣 , 但 当时 他 主要 关心 的 是 解析 数论 问题 . 
1940 年 9 H, 他 首次 被 送 到 集中 营 ， 一 天 , 他 在 集中 营 的 一 名 同伴 喊 了 Turán 的 
名 字 . 这 恰好 被 集中 营 的 一 名 军官 听见 , 他 知道 Turán 是 一 位 数学 家 的 名 字 . 这 名 军 
官 于 是 就 安排 Turán 从 事 一 些 非 体 力 的 任务 , 并 且 可 以 在 户外 活动 . 这 段 时 期 , 他 
又 重新 考虑 了 这 个 问题 . 遗憾 的 是 , Turén 没有 纸张 去 探究 这 些 想法 的 细节 . 尽管 如 
此 , 因为 考虑 这 个 不 寻常 而 又 优美 的 问题, 他 仍然 感到 无 比 的 快乐 . 最 终 , Turd 完 
全 地 解决 了 该 问题 , 他 对 这 个 结果 十 分 满意 . 二 战 期 间 , Turán 在 和 集中营 里 度 过 了 大 
约 32 个 月 . H 1949 年 , 他 成 为 布达佩斯 大 学 的 一 名 教授 . Turán 于 1976 年 9 月 26 
日 去 世 . 

我 们 通过 如 下 形式 考虑 Turán 提出 的 问题 对 于 整数 上 和 nn (2 ck <n), Œ 
所 有 不 含 Kk+i 作为 子 图 的 n 阶 图 中 , 其 最 多 的 边 数 是 多 少 ? 首先 我 们 证 明 , 对 于 
任意 两 个 整数 和 nn (Q<k <n), 在 所 有 不 包含 Ki 作为 子 图 的 n 阶 图 中 ,上 部 
图 是 具有 最 大 边 数 的 图 之 一 . 回顾 到 , 一 个 图 GC 称 为 是 上 部 的 , E VG) 可 划分 为 
k 个 独立 子 集 . 在 给 出 主要 结论 之 前 , 我 们 先 回顾 一 些 基 本 事实 . 
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若 G 是 阶 为 n, 边 数 为 mm 的 图 , 图 论 第 一 定理 告诉 我 们 
2 ,vo, deg v = 2m. 
Vi 是 V(G) 的 非 空 真子 集 , Gi = (Vi). 假设 Gi 的 边 数 为 m1, 连接 六 中 顶点 和 


V(G) -V 中 顶点 的 边 有 m 条 . 因此 , 和 数 Den degcv 对 Gi 的 每 条 边 计 数 两 
次 , 对 连接 页 的 顶点 到 V(G) — Vi 的 顶点 的 每 条 边 计数 一 次 , 即 


Dev, degg v = 2m1 + m2. 


上 述 过 程 可 如 图 11.9 Bras. 


mid 





Vi V(G) -Vi 


图 11.9 ” 子 图 的 顶点 度 求 和 


定理 11.15 i kfn AANER, 且 满 足 2 二 <n. 则 在 所 有 不 包含 Kes 
作为 子 图 的 n 阶 图 中 , 具有 最 大 边 数 的 图 至 少 有 一 个 为 大 部 图 . 

证 ”| 反 证 法 | 假设 结论 不 成 立 , 则 存在 一 个 最 小 整数 > 2 MMEA n > k, 
使 得 在 所 有 不 包含 Kry 的 n 图 中 , 具有 最 大 边 数 m 的 图 都 不 是 上 部 图 . 由 推论 
11.14, k > 3. | 

设 G 是 阶 为 n, 边 数 为 m 的 图 , 上 且 不 包含 Keir 作为 子 图 . 由 假设 , G 不 是 
部 图 . 设 v 是 G 中 具有 最 大 度 的 顶点 , 即 degwv = A, F Eh v 在 G 中 的 令 域 所 
诱导 的 子 图 , HF = (Nw). 因而 , FORA A. Ba FWA s 由 于 G 不 包 
含 Kr ERTE, v 邻接 于 F 的 每 个 顶点 , 故 下 不 包含 Kx 作为 子 图 . 由 假设 , 在 
所 有 不 包含 Kx 作为 子 图 的 A 阶 图 中 , 具有 最 大 边 数 A s) 的 图 至 少 有 一 个 是 
(k 一 1) 部 图 , WA PF’. 显然 , s' 之 s. 

设 

H S F’+ Ky_a. 

因此 H 是 阶 为 n, 边 数 为 s + A(n — A) 的 上 部 图 , 且 不 包含 Ki 作为 子 图 . 故 ， 
m > s' 十 A(n — A). 注意 到 


mast S deggv <s+A(n—A)<s'+A(n-A)<™m, 
vEV(G)—V(F) 
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从 而 导致 蔬 盾 . 


设 n > 3 为 整数 , TENERS k< n, W titz ti 是 上 个 整数 , AE 
n = ti +t +e ttik, 1 Sti St? See Stk, te til1. 

对 于 任意 两 个 整数 和 nn (1< k< n), 整数 石 ,t2,… ,tk 是 唯一 的 . 例如 , Æ n = 11, 
k = 3, WI ty,to,t3 X 3,4,4; Æ n = 14, k = 6, Ml ty, te,---, te 为 2,2,2,2,3,3. 完全 
k 部 图 Kiita ta 称 为 是 Turan 图 Thnk- 因而 ， Turan 图 Ink 是 n 阶 k 部 图 ， 其 每 
个 部 集 的 基数 最 多 相差 1. Th 的 每 个 部 集 的 基数 或 为 [nf/k], 或 为 [In/kl. Æ n/k 
是 整数 , 则 [n/k] = [n/k]; Æ n/k 不 是 整数 , 设 7 是 nn 除 以 上 的 余数 , 则 > 恰好 是 
Tnk 其 有 基数 为 [n/k| 的 部 集 的 个 数 . 

定理 11.16 kien Ate, 且 满 足 1 上 忒 n,n 之 3. AMA noe k SA 
P, Turán 图 Tnk 有 是 唯一 具有 最 大 边 数 的 图 . 

证 ”|[ 反 证 法 ] 在 所 有 n BY k WEF, eG 是 一 个 具有 最 大 边 数 的 图 ix G W 
部 集 为 Vi, Vzeti, Vk, 其 中 Vi 的 基数 为 ni (1 <i <k), 1 Sn Sno <… < ng. M 

GS Kay nome: 

假设 nk —ny > 2. W H S Kay sine, nr- Bl A DAA AA G 通过 把 其 最 大 部 
EV, 中 的 一 个 顶点 v 移 至 最 小 部 集 Vi 后 所 得 到 的 n 阶 完 全 部 图 . 这 种 移动 可 
导致 与 v 关联 的 G 中 ni 条 边 的 损失 , 和 五 中 nx 一 1 条 新 边 的 获得 , 上 且 无 其 他 改 
变 . 由 于 nk- n È 2, W HARET G. 该 牙 盾 可 推出 nk 一 ni < 1, 即 G 同 构 


F Turán 图 Tnk- B 


结合 定理 11.15 和 定理 11.16, 我 们 可 得 到 如 下 结 

定理 11.17(Turan 定理 ) Kk fen 为 整数 ， ae 2<k<n. AMARA 
& Kea 作为 子 图 的 n(n 之 3) 阶 图 中 , Turán 图 Tnk 是 唯一 的 具有 最 大 边 数 的 图 . 

前 面 已 经 提 到 , 对 于 一 个 给 定 的 正 整数 n 和 一 个 阶 至 多 为 n 的 图 F, 存在 一 个 
最 小 正 整数 m, 使 得 任意 阶 为 n 有 旦 边 数 为 m 的 图 均 包 合同 构 于 FATE. 对 于 每 
对 整数 kyn (2 <k <n), 4 F= Keys WY, Turán 定理 确定 了 m 的 精确 值 . 

下 面 看 该 类 问题 的 另外 一 个 特例 , 即 F S= Cy, (n > 3). 所 考虑 问题 就 是 ， -个 
n (n > 3) 阶 图 至 少 有 多少 条 边 才 能 保证 它 是 Hamilton 的 . Æ n = 3, 唯一 的 3 阶 
Hamilton 图 是 K3. 对 于 n= 4 从 图 11.10 中 的 图 G1 可 以 看 出 , 4 条 边 并 不 是 足 
Wi. 大 家 知道 , 边 数 为 5 的 4 阶 图 是 了 唯一 的 (如 图 11.10 中 图 Ge Bras), 该 图 是 
Hamilton 的 . 对 于 n = 5, 讨论 变 得 有 些 复 末 . 不 难 发 现 , 边 数 为 ?的 5 阶 图 G3 不 
是 Hamilton AY. 这 表明 : 要 保证 5 阶 图 G 是 Hamilton 的 , 其 边 数 至 少 为 8. 事实 
E, 我 们 可 以 证 明 8 就 是 答案 . SEAR, SA GNA n (3 <n <5), 边 数 至 少 为 
m (m = ("5") +2), Wl G 是 Hamilton 的 . 上述 结论 对 每 个 整数 n > 3 都 成 立 . 在 证 
明 这 一 结论 之 前 , 我 们 先 回顾 一 些 结论 . 首先 , 由 定理 6.6, GAG An>3 阶 的 图 ， 
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HXT G 的 每 对 不 邻接 的 顶点 u,v, degu + deg > n, M) G 是 Hamilton 的 . 此 外 , 对 
于 任意 整数 >> 2, 


(2) =1424---+(k—1). 


Aa Ne S 


图 1110 ”考察 非 Hamilton 图 的 最 大 边 数 


定理 11.18 #0 A n3 且 边 数 至 少 为 ("> ) 十 2 的 图 是 Hamilton 的 . 

证 [最 小 反例 证 法 ] 假设 上 述 结论 不 正确 , 则 存在 一 个 最 小 的 正 整数 n, 以 及 
一 个 n 阶 图 G, G 的 边 数 为 (">) +2, 但 G 不 是 Hamilton 的 . 因为 结论 对 3,4,5 阶 
图 成 立 , 所 以 上 述 n > 6. 由 于 G AE Hamilton 图 , 显然 G 不 是 完全 图 . 

wu flv 是 G 的 任 两 个 不 邻接 的 顶点 , 则 五 = G 一 4 一 v 的 边 数 为 ("> ) 十 
2 一 degu 一 degv. 由 于 五 的 阶 为 n 一 2, W H 的 边 数 不 可 能 超过 ("2 ). Am, 


("5 ) +2- degu — degv < (2) 


故 
degu+degv> ("> ') 一 ("2 ) 十 2 
=[14+2+---+(n—2)}-[14+2+---4(n-3)]|4+2=n. 
由 定理 6.6, 图 G 是 Hamilton 的 , BEF JE. = 
习题 


11.18 ”证 明定 理 11.13: 设 GW 2k+1S>3 MH. # G 的 边 数 至 少 为 12 十 天 二 1 或 G 的 
RAR +k AGS Krey, MG 包含 三 角形 . 
11.19 (a) 在 所 有 不 包含 Ka 的 10 阶 图 中 , 具有 最 大 边 数 的 图 是 唯一 的 , 记 为 G. 确定 G 


(b) MEWE PDA ERY Be IER m, 使 得 每 个 阶 为 10 EARO m 的 图 均 包 含 
Kı 作为 子 图 . 
11.20 WEH: 每 个 阶 为 n> 4, 边 数 至 少 为 2n 一 3 的 图 均 包 含 Ka 一 e 或 者 Ka 一 e 的 一 个 
细 分 . 


11.21 ”确定 Turán 图 Thk, 其 中 
(a) n= 5,k=1; 
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(b) n= 7, k= 2; 
(c) n = 6, k = 3; 
(d) n=6,k=4; 
(e) n=k=5. 

11.22 B n > 3 为 整数 . 确定 满足 下 述 条 件 的 最 小 正 整 数 m, 使 得 每 个 阶 为 n, 边 数 为 m 
的 图 G ty 
(a) 包含 Ps 作为 子 图 . 
(b) 包含 Ps 作为 诱导 子 图 . 

11.23 R n > 2 为 整数 . 确定 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 m, 使 得 每 个 阶 为 n, 边 数 为 m 
的 图 G 均 包 含 一 个 度 至 少 为 上 的 顶点 FP 1 <k <n). 

11.24 设 n>z2 为 偶数 . 确定 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 m, 使 得 每 个 阶 为 n BRA m 
的 图 G 均 包 含 1 AF. | 

1125 设 m > 2 为 整数 . 确定 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 m, 使 得 每 个 阶 为 n 且 边 数 为 m 
的 图 G 均 包 含 一 条 Hamilton 路 .| 提示: 利用 定理 11.18) 

11.26 Kn2>4 HEM. 确定 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 m, 使 得 每 个 阶 为 n, 边 数 为 m 
的 图 G 均 包 含 长 度 为 3,4,…,n WA. [提示 : 考虑 习题 11.25.) 

11.27 ”利用 数学 归纳 法 证 明定 理 11.18: 每 个 阶 为 n > 3, 边 数 至 少 为 ("3 ) 十 2 的 图 是 
Hamilton 49. 


11.3 专题 探索 : 彩色 Ramsey 数 


我 们 已 经 知道 ，Ramsey 数 起 源 于 整数 子 集 的 染色 问题 ， 下 面 将 介绍 一 个 与 
Ramsey 数 密 切 相 关 的 概念 ， 它 涉及 对 某 个 整数 序列 里 的 整数 染色 问题 .一 个 有 
限 序 列 的 长 度 (length) 是 指 该 序列 里 的 元 素 个 数 .， 一 个 整数 序列 称 为 是 单 色 的 
(monochromatic), 大 该 序列 中 的 每 个 整数 都 染 成 相同 颜色 ; 一 个 整数 序列 称 为 是 
彩色 的 (rainbow), 知 该 序列 中 任意 两 个 整数 都 染 成 不 同 的 颜色 . 一 个 正 整 数 序 列 
称 为 是 等 差 序列 (arithmetic sequence), 右 该 序列 可 表示 成 a,a+b,a+2b,---,a+ 
(n—1)b, EP a,b, n ASL ESR. 1927 年 , Bartel Leendert van der Waerden 证 明 
了 下 面 定 理 . 

定理 11.19 对 于 任意 两 个 正 整 数 n Fk, 存在 正 整 数 N, 使 得 下 面 命题 成 立 ， 
若 1,2, N 中 每 个 整数 都 染 成 颜色 1,2,- k 中 的 一 种 颜色 , 则 存在 长 度 为 见 的 
单 色 等 差 序列 ， 

Bartel van der Waerden (1903-1996) 是 一 名 多 产 的 数学 家 , 他 对 数学 的 许多 分 
支 都 有 兴趣 , 包括 代数 几何 、 抽 和 象 代数 、 数 学 史 等 . 他 还 是 四 十 多 名 博士 的 导师 . 对 
于 给 定 的 正 整 数 n M k, 定理 11.19 中 N 的 最 小 值 称 为 是 van der Waerden 数 
(van der Waerden number). 1975 年 , Endre Szemerédi 给 出 定理 11.19 的 推广 
结 来 : 
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每 个 具有 正 密 度 的 正 整数 序列 都 包含 任意 长 度 的 等 差 序 列 . 
(对 于 正 整 数 序 列 s, 设 An(s) 为 s 的 位 于 区 间 [0,n] (n e N) 上 元 素 项 的 个 数 . Æ 
limnm_,oo An(s)/n FETE, 则 称 该 极限 为 s 的 密度 (density).) Szemerédi 定理 曾经 是 
Paul Erdős 和 Paul Turan 于 1936 年 提出 的 一 个 猜想 . Klaus Roth, 1958 年 Fields 奖 
(相当 于 数学 界 的 诺 贝 尔 奖 ) 获得 者 , 于 1953 年 验证 了 该 定理 在 = 3 时 的 情形 . W. 
Timothy Gowers, 1998 年 Fields 奖 获 得 者 , 给 出 了 定理 的 一 个 新 证 明 以 及 当 k= 二 4 
时 的 一 个 更 好 的 界 . 

van der Waerden 工作 的 启发 , Paul Erdős 和 Ronald Graham 定义 : 对 于 正 
整数 n, 整数 A(n) 是 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整数 N: Æ 1,2,---,N 中 每 个 整数 染 
成 颜色 1,2,---,k 中 任 一 种 颜色 , 则 存在 一 个 长 度 为 n 的 或 者 为 单 色 的 或 着 为 彩色 
的 等 差 序 列 . 针对 于 图 的 一 个 关联 定理 要 归功 于 Paul Erdős 和 Richard Rado. 

a F 是 所 有 边 都 染 成 相同 颜色 的 图 , 则 称 F ASE (monochromatic)F. 4 
F 的 所 有 边 都 染 成 不 同 的 颜色 , 则 称 FF 为 彩色 (rainbow)F. Kae Kn 的 顶 
点 集 为 由 n 个 正 整 数 构 成 的 集合 . Ky, 的 一 个 边 染 色 称 为 是 最 小 染色 (minimum 
coloring), 大 两 条 边 ij 和 ke 染 成 相同 颜色 当 且 仅 当 min{i,j} = min{k, l}; Kn 的 
一 个 边 染色 称 为 是 最 大 染色 (maximum coloring), AWARIA ij 和 kl 染 成 相同 颜 
色 当 目 仅 当 max{i,7} = max{k, £}. 

顶点 集 为 {1,2,3,4,5} 的 Ks 的 一 个 边 染 色 可 如 图 11.11 所 示 . 该 图 包含 一 个 
单 色 三 角形 , 一 个 彩色 三 角形 , 一 个 最 小 染色 三 角形 和 一 个 最 大 染色 三 角形 . 





图 11.11 Ks 的 染色 


Erdős 和 Rado 证 明了 , 若 一 个 充分 大 完全 图 的 边 被 一 个 无 限 集合 染色 , 则 必 存 
在 给 定 阶 数 的 完全 子 图 , 它 或 是 单 色 的 , 或 是 彩色 的 , 或 有 最 小 染色 , 或 有 最 大 染色 . 
定理 11.20 对 于 每 个 正 整 数 〖, PEERK NRT RPMS: SHAK 
为 {1,2,---,n} 的 Kn 的 每 条 边 被 任 一 正 整 数 染 名 , 则 在 在 尺 阶 完全 子 图 , 它 或 十 单 
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名 的 , 或 是 彩色 的 , RAR DRA, 或 有 最 大 染色 

Arie Bialostocki 和 William Voxman 定义 : 对 于 一 个 非 空 图 F, 彩色 Ramsey 
数 (rainbow Ramsey number) RR(F) 定义 为 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整 数 n, 使 
得 : Bee K, 的 每 条 边 被 任 一 种 颜色 染色 , 则 或 产生 一 个 单 色 F, 或 产生 一 个 
彩色 F. 然而 , 并 不 是 所 有 的 图 都 可 以 定义 彩色 Ramsey 数 . 

定理 11.21 设 玖 为 一 个 非 空 图 . 则 彩色 Ramsey 数 RR(F)AKXBARS 
F 是 一 个 森林 . 

证 ”| 道 否 证 法 , 直接 证 法 ] 首先 , 假设 FORE, WF 包 仿 一 个 长 度 为 上 之 3 
WC. 设 ”为 一 个 整数 , n > k 设 完全 图 Kn 的 顶点 集 为 {1 2,---, n} 对 于 
l<i<j<n, 将 颜色 ;分 配给 边 ij, 这 显然 是 Kn 的 最 小 染色 . 我 们 可 以 假设 
C:v1,Va,°°° eo, HH fvi, v2,°-°, ug} C f{1,2,---,n}, A 

min{vi, U2, , Uk} = U1. 
因而 , 边 vive 和 vives 的 颜色 是 v, 而 边 v2v3 WAE DE v. BY, 在 Kn 的 这 种 边 染 
色 下 , 没有 单 色 图 或 彩色 图 . 因此 , 若 F 是 一 个 含 圈 的 图 , 则 RRP) 没有 定义 . 

下 面 证 明 充 分 性 . 设 F 是 一 个 天 阶 的 森林 . 由 定理 11.20, 则 存在 正 整 数 n, 使 
得 下 面 命题 成 立 : A Kn 的 边 被 正 整数 集 (无 论 以 何 种 方式 ) 染色 , 则 存在 k 阶 完全 
FA G, 使 得 它 或 是 单 色 的 , 或 是 彩色 的 , 或 有 最 小 染色 , 或 有 最 大 染色 . 由 于 GE 
SAAT FTA, 符 存 在 一 个 单 色 G 或 一 个 彩色 G, 则 必 存 在 一 个 单 色 F 或 一 
个 彩色 F. 

假设 G 或 有 最 小 染色 , 或 有 最 大 染色 .不 失 一 般 性 , 假设 G 有 最 小 染色 . 我 
们 将 证 明 , 在 此 情形 下 G 含有 一 个 彩色 F. A F 是 不 连通 的 , 则 通过 在 上 添加 
边 , 可 构造 一 个 阶 为 的 树 T. 选择 工 的 某 个 顶点 了 作为 工 的 根 . 假设 V(G) = 
{v1, va, vt Uk}, 其 中 

V1 < Ug S +t < Vk. 
按照 到 r 的 距离 , T 中 每 个 顶点 按 顺 序 wuk-Dvk-2 ,V1 标号 . 也 就 是 说 , 根 
7 标号 为 vk 某 个 与 7 邻接 的 顶点 标号 为 vei, KEX, 直到 了 中 距离 7 最 还 的 
顶点 , 将 该 顶点 标号 为 wi. (k= 8 时 的 标号 可 如 图 11.12 所 示 .) 


~ 
= 


图 11.12 M 11.21 GAA PE TAR 
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由 此 , G 的 最 小 染色 把 颜色 1,v2,… ,vk-_1 分 配给 T 的 每 条 边 ， 此 时 , 我 们 
可 得 到 一 个 彩色 了 ,从 而 得 到 一 个 彩色 F. WI, 在 任何 情形 下 都 可 以 定义 彩色 
Ramsey 数 . 

下 面 考 虑 一 个 例子 . 

例 11.22 确定 RR(K1 3). 

fe ”因为 图 11.13 中 K; 的 红 一 BRARAS HE Kig, 也 不 人 台 彩 色 天 13, 所 
H RR(Kı3) > 6. 下面 只 需 证 明 RR(Ki3) < 6. SE Ke 的 一 个 不 含 单 色 Ki, 的 
边 染 色 , 考虑 Ke 的 一 个 顶点 v. 由 于 wv 关联 5 条 边 , 则 这 5 条 边 中 至 多 有 两 条 馈 染 


成 相同 颜色 . 因此 , 与 v 关联 的 5 条 边 中 有 三 条 边 被 染 成 了 不 同 颜 色 , 从 而 产生 一 
个 彩色 Ki1 3. © 


前 面 考 虑 的 是 对 于 单个 图 (森林 ) 的 彩色 Ramsey 数 , Linda Eroh 将 这 一 概念 按 
下 述 方式 推广 到 两 个 图 的 彩色 Ramsey 数 . 对 于 两 个 非 空 图 A 和 Fo, 彩色 Ramsey 
# (rainbow Ramsey number) RR(F), Fo) 定义 为 满足 下 面条 件 的 最 小 正 整 数 n: 
E Kn 的 每 条 边 被 任 一 颜色 (BO 染色 , 则 或 存在 一 个 音色 OP, 或 存在 一 个 彩色 Fo. 
考虑 到 定理 11.21, BETA GES RR(F, Fo) 对 每 对 非 空 图 Fi, Fo WAEN SEK 
E, Eroh 确定 了 RR(Fi, Fo) 有 定义 的 充 要 条 件 . 

定理 11.23 8 Ah fe Fo AKANZA. 则 彩色 Ramsey 数 RR(F, Fo) 存在 
SARS 下 是 星 图 或 Fo RRM. 

it Fi A Fo PSA ni BA no 阶 的 非 空 图 , 且 使 得 RR, FL) 有 定义, W 


RR(F\, Fo) > max{ni, n2}. 


下 面 我 们 考虑 两 个 例子 , 这 两 个 例子 均 涉 及 3 阶 路 Ps 和 图 F (如 图 11.14 Bras) 的 
彩色 Ramsey $. 


V5 UD 
VA v3 
图 11.13 Ks 的 红 一 蓝 染 色 K| 11.14 A FAP; 


例 11.24 RR(F,P3) = 4. 
解 ” 由 于 Ps 为 森林 , 由 定理 11.23 知 , RR(F, Ps) 存在 . AA F 的 阶 为 4 所 以 
RR(F,P3) > 4. 首先 , 我 们 将 Ks 的 每 条 边 用 任 一 颜色 BO RE. 假设 不 存在 彩色 
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Ps, 则 Ks 的 任意 两 条 邻接 的 边 均 被 染 成 了 相同 的 颜色 . 进而 , Ka BY By A 
成 了 相同 的 颜色 . BO TER F, Br RR(F, P3) = 4. > 

下 面 我 们 交换 FA Ps 的 次 序 . 

例 11.25 RR(P3,F)=5. 

解 ” 由 于 已 宇 Ki2 是 星 图 , 由 定理 11.23 Al, RR(F, Ps) 存在 . 考虑 如 图 11.15 
所 示 的 Ka 的 边 染色 . 在 该 边 染 色 中 , 我 们 使 用 了 颜色 1, 2,3. 不 难 发 现 , 该 边 染 色 
既 不 包含 单 色 Pi 也 不 包 念 彩色 F, 故 RR(P3, FF) > 5. 


图 11.15 Ka 的 一 个 边 染 色 , ERG EE Ps 也 不 售 彩 色 下 


给 定 Ks 的 一 个 边 染 色 ,， 并 假设 该 边 染色 不 包含 单 色 Ps. KS 的 顶点 为 
U, U1, U2, U3, U4. 由 于 不 包含 单 色 P3, EE BROSA vU; 染色 ,为 ut 一 1,2,3, 4), 如 图 
11.16 所 示 . 


vi v4 


图 11.16 Ks 中 边 vv; 的 染色 (i = 1,2,3,4) 


由 于 Ks 不 含 单 色 已 , 故 边 vive 不 可 能 被 1 或 2 染色 . ME vive 是 被 3 或 4, 
或 其 他 颜色 染色 , 我 们 均 可 得 到 一 个 彩色 F. 因而 , RR(P3, F) = 5. 0 

例 11.24 和 例 11.25 RIH: 尽管 RRP, Fo) Al RR(Fo, Fi) HARM, 但 它们 未 
必 相 等 . 这 一 点 不 同 于 Ramsey 数 . 

i F 和 Fo 为 两 个 非 空 图 , 其 中 Fo 的 边 数 为 m 受 限 彩 色 Ramsey 数 (re- 
stricted rainbow Ramsey number) rr(F, Fo) 定义 为 满足 下 面条 人 和 件 的 最 小 正 整 
Bon, 使 得 : E Kn 的 每 条 边 被 (至 多 )m 种 颜色 中 的 任 一 种 颜色 染色 , 则 或 存在 单 
色 于 ,或 存在 彩色 Po. 

下 面 通过 计算 rr(2K2, K3) 来 说 明 受 限 彩 色 Ramsey 数 . 注意 到 , GHA F 
不 包含 2Kz, WEN ER AA abe Meee, 即 F REER, 或 是 Ka. 
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11.26 确定 rr(2Ko, K3). 

WE ”如 图 11.17 所 示 , Ks 的 三 种 颜色 ( 红 、 监 和 绿 ) 的 染色 不 包含 单 色 2 其 
中 男 成 粗 体 的 边 表 示 红 边 , 画 成 标准 的 边 表 示 蓝 边 , 画 成 虚线 的 边 表 示 绿 边 . 考虑 
到 任 一 彩色 Ks 必 包 含 红 边 , 因此 包含 v. 然而 , v 仅 关 联 红 边 , 所 以 包含 v 的 任 
一 K 均 有 两 条 红 边 . 因此 , 该 染色 不 存在 彩色 K3, 故 rr(2K2, K3) > 6. 





红色 了 于 图 WE TE 绿色 子 图 
图 11.17 K; 的 一 个 红 一 H 一 绿 染 色 


为 了 证 明 rr(2K2, Ks) < 6, 考虑 给 定 Ke 的 至 多 三 种 颜色 ( 红 、 监 和 绿 ) 的 一 个 
染色 . 由 于 Ke 有 15 条 边 , 则 其 中 至 少 5 条 边 被 染 成 了 相同 的 颜色 . 4 Ke 中 有 6 
条 或 6 条 以 上 颜色 相同 的 边 , 则 必 存 在 两 条 不 邻接 且 颜 色相 同 的 边 , 从 而 得 到 了 一 
个 单 色 2K2. 因而 , 我 们 可 以 假设 Ke 中 每 种 颜色 的 边 各 有 5 条 , HX 5 条 边关 联 于 
一 个 共同 的 顶点 . 假设 5 条 红 边 关联 于 顶点 v, 5 条 监 边 关联 于 顶点 u 由 于 边 wv 
不 可 能 同时 为 红色 和 蓝 色 , 从 而 导致 巴 盾 . > 


>) 
11.28 ”确定 RR(Kı,). 
11.29 “对 于 图 11.18 中 的 树 T, 确定 RR(T). 


i y 
图 11.18 “习题 11.29 的 树 工 


11.30 (a) 确定 RR(Ps, 2K2). 
(b) 确定 RR(2K2, P3). 

11.31 ”确定 RR(Ko,mK2). 

11.32 ”确定 RR(Ch, P2). 
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11.33 ”确定 RR(Cn, P3). 

11.34 ”确定 RR(Kin, Ps). 

11.35 BRAM 为 图 Gi 的 子 图 , 图 mh 为 图 G: 的 子 图 , A RR(F, FL) 和 RR(Gi, G2) 都 
存在 . 证 明 : RR(Fi, Fr) < RR(Gi, G2). 

11.36 WEAR: RR(K13,3K2) > 7. 

11.37 给 出 rr(K3, K3) 的 上 界 和 下 界 . 

11.38 ”考虑 下 面 问题 : 对 于 哪些 类 型 的 非 空 图 玉 和 Fo, BY EAE rr(Fi, Fe) 有 定义 ? 

11.39 ”一 个 边 已 被 染色 的 非 空 图 F 称 为 是 星 染 色 的 (star-colored), 若 F 的 任意 两 条 不 
邻接 的 边 都 染 成 不 同 的 颜色 . JEZER F 的 galaxy Ramsey 数 GR(F) 定义 为 满足 
下 面条 件 的 最 小 正 整数 n, 使 得 : 若 Kn 的 每 条 边 被 任 一 种 颜色 染色 , 则 或 存在 单 色 
,或 存在 彩色 F, 或 存在 星 染 色 的 F. 对 于 图 11.14 中 的 图 F, 确定 GR(F). 

11.40 ”对 于 哪些 非 空 图 F, galaxy Ramsey 数 有 定义 ? (参见 上 题 中 galaxy Ramsey 数 的 
定义 .) 


11.4 ”延伸 阅读 : Erdos 


在 1996 年 9 月 20 日 之 后 的 一 两 天 内 ,一 条 消息 出 现在 全 世界 数学 家 的 电脑 屏 
ae: 在 波兰 华沙 的 Banach 中 心 召开 的 图 论 研讨 会 上 , 参加 会 议 的 Paul Erdős 不 
SPAT. 从 此 数学 界 损失 了 一 位 独一无二 的 非 几 的 数学 家 , 无 论 在 哪个 方面 他 都 被 
认为 是 成 就 持 关 的 . 

1913 年 3 月 26 H, Paul Erd6s( 读 为 AIR-dish) 出 生 在 匈牙利 布达佩斯 的 一 个 
犹太 人 家 寿 . Paul Erdős 出 生前 不 久 , 他 的 两 个 姐姐 都 被 猩红热 夺 去 了 生命 . 1914 
年 , 欧 训 爆发 第 一 次 世界 大 战 , Paul Erdős 的 父亲 被 俄国 人 俘虏 , 作为 战俘 送 到 西伯 
MOEH T 6 年 . Paul Erdős 是 公认 的 数学 神童 . 在 4 岁 时 , 他 在 数字 方面 表现 出 
极 大 兴趣 和 令 人 惊叹 的 才能 , 他 独立 地 发 现 了 负数 . Paul Erdős 还 可 以 心算 出 四 位 
数 的 乘积 

Paul Erdős 的 父母 都 是 数学 教师 , 他 们 对 和 孩子 进行 了 良好 的 早期 教育 . 在 Erdős 
16 SAY, 父亲 给 他 讲解 无 穷 级 数 、 集 合 论 以 及 一 些 他 一 生 都 热爱 的 课题 . 

高 中 时 期 , Paul Erdős 酷爱 解决 难题 ， 作 为 全 国 数学 竞赛 的 冠军 , 他 (和 Paul 
Turan, Tibor Gallai 一 起 ) 被 送 到 布达佩斯 的 Pázmány 大 学 深造 .Erdés 和 朋友 们 
经 营 在 布达佩斯 的 小 山上 散步 , 谈论 很 多 的 话题 , 但 数学 始终 是 他 们 谈论 的 中 心 . 

19 岁 时 , Erdős 在 Leopold Fejér 的 指导 下 拿 到 了 数论 方面 的 博士 学 位 (尽管 
Fejér 是 因 分 析 方 面 的 工作 而 闻名 )，Erd6s 对 Pafnuty Lvovich Chebyshev 的 定理 
给 出 了 优美 的 证 明 , 该 定理 为 : HER BRK nS 2, 在 n 与 2n 之 间 存 在 一 个 素数 . 
Chebyshev 是 一 位 在 数论 、 概 率 论 及 逼近 论 方面 作出 重要 贡献 的 俄国 数学 家 . 事实 
E, Erdős 证 明了 : Æ n Al 2n 之 间 存 在 一 个 属于 某 个 确定 等 差 数 列 的 素数 . 


286 #112 Ramsey & 


我 们 已 经 数 次 提 到 匈牙利 数学 家 对 图 论 的 深远 影响 . 事实 上 , 态 出 的 难题 解答 
者 及 数学 教育 家 George Pólya (1887—1985) th iH AA iL. Polya EA # How 
to Solve Ht( 如 何 解 决 问题 ) 的 作者 , 该 书 销量 超过 一 百 万 册 (此 书 最 初 葛 然 难以 找到 
英文 语种 的 出 厂商). 

Polya 给 出 以 下 几 点 理由 , 以 说 明 为 何 匈牙利 人 在 数学 方面 产生 重大 影响 : (1) 许 
多 针对 高 中 生 的 数学 期 刊 激 发 了 学 生 对 数学 的 兴趣 , (2) 开展 针对 学 生 的 数学 元 赛 ， 
(3) Leopold Fejér 使 很 多 年 轻 人 迷 上 了 数学 . 

当 Erdős 于 1934 年 毕业 时 , 他 已 被 认为 是 一 流 的 数论 学 家 . 依 徘 四 年 的 奖学金 ， 
他 来 到 英国 的 曼彻斯特 . 在 那里 , 他 频繁 访问 各 个 大 学 , 从 事 研 究 工 作 . 随 着 第 二 次 
世界 大 战 在 欧洲 境内 爆发 , 他 离开 欧洲 前 往 美 国 , 随后 的 十 年 再 也 没有 回 到 过 欧洲 |. 
1938 到 1939 年 间 , Erdős 在 高 等 研究 院 (the Institute for Advanced Study) 设立 了 
-一 个 奖学金 . 他 认为 这 是 自己 在 数学 上 最 有 价值 的 一 年 . 就 是 在 这 一 年 概率 数论 省 
ET. 在 此 期 间 , Erdős 还 解决 了 维 数理 论 中 一 个 著名 的 未 解 之 题 . 尽管 如 此 ,Erd6s 
奖学金 仍然 没有 得 到 维持 . Erdős 仅 靠 同 事 们 的 接济 维持 生计 . 

1943 年 , Erd6s 获得 普度 大 学 的 研究 讲师 职位 , 1945 年 再 一 次 失业 . ER 
有 阻碍 Erdés 研究 的 脚步 . 1946 Æ, Erdős 与 他 人 合作 , 开创 了 极 图 理论 的 研究 . 

与 此 同时 , 二 战 也 愈演愈烈 . Erdős 为 父母 和 朋友 的 命运 忧心 虱 钟 . 因为 , Erd6s 
的 父亲 于 1942 年 因 心 脏 病 发 作 而 去 世 , 他 的 母亲 沉浸 在 悲伤 之 中 . 他 的 母亲 , 以 及 
他 的 密友 Paul Turán, Tibor Gallai FEARS Hz PSE. Vera Sos, Gallai 的 一 名 学 
生 , 也 在 二 战 中 幸存 了 下 来 . 后 来 她 嫁 给 了 Turán, 成 为 了 Erdős 的 合作 研究 者 . 

1948 年 , Erdős 在 高 等 研究 院 结识 了 年 轻 数 学 家 Atle Selberg. 他 们 合作 证 明了 
素数 定理 : 对 于 任意 正 整 数 n, 设 rn) 为 小 于 的 素数 的 个 数 . 则 


n(n) ~ o Bl, lim 


TL 一 一 


mn) a, 
Inn 

著名 数学 家 Carl Friedrich Gauss 于 1791 年 曾 猜 想 该 定理 是 正确 的 , 但 下 到 
1896 年 才 由 Jacques Hadamard 和 Charles de la Vallke Poussin 给 出 独立 的 证 明 (应 
用 复 分 析 理 论 ). 1949 年 , Erdős 和 Selberg 独立 地 给 出 了 该 定理 的 初等 证 明 (也 就 
是 说 , 没有 用 现代 复 分 析 方法 ). 1950 年 , Selberg 3k19 Fields X. 

尽管 大 部 分 数学 家 都 会 有 一 个 固定 的 工作 和 生活 的 地 方 ,但 Erdős 在 其 一 生 的 
大 部 分 时 间 里 都 没有 工作 和 家 庭 . 他 从 一 个 大 学 到 男 一 个 大 学 , 一 个 国家 到 为 一 个 
国家 , 一 个 洲 到 另 一 个 洲 , 拜访 了 一 位 又 一 位 数学 家 , 不 断 讨论 , 提出 问题 , 并 解决 
问题 . 和 他 合作 过 的 人 有 的 知名 , 有 的 不 知名 , 有 的 是 已 成 名 的 数学 冢 , 有 的 是 学 生 . 
在 其 一 生 的 大 部 分 旅途 中 , Erdős 与 母亲 相伴 . 1971 F, 91 岁 的 母亲 去 世 , Erdős F 
始 独自 旅行 . 由 于 他 对 物质 上 的 事情 不 感 兴趣 , 数学 界 的 许多 朋友 经 稼 照顾 他 , 或 在 
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日 常生 活 中 援助 他 , 送 他 衣服 、 食 物 或 钱 . 

Erdős 是 解决 难题 的 高 手 , 经 第 同 时 研究 几 个 极 具 挑战 性 的 难题 . 虽然 他 不 是 
直接 发 展 理论 的 人 , 但 他 所 研究 的 问题 经 常 促使 他 人 建立 或 发 展 一 些 理论 ， 这 些 问 
题 主 要 来 源 于 组 合 学 、 图 论 , 以 及 数论 领域 . 然而 , Erdés 并 不 满足 于 单纯 的 解决 难 
题 . 他 经 销 在 证 明 里 寻找 那些 导致 结论 正确 的 关键 性 视角 . 尽管 个 人 经 济 能 力 有 限 ， 
Erdős 仍 乐意 提供 金钱 激励 列 人 解决 难题 . 对 某 些 问题 的 解答 , Erdős 不 异 出 价 数 干 
美元 . 他 对 数学 上 的 发 现 并 不 保守 . 一 旦 发 现 有 趣 的 问题 , Erd6s 就 会 告诉 他 刚 认 识 
的 一 些 人 . 1980 年 , 在 西 密 歇 根 大 学 就 有 这 样 一 段 轶 于. 在 Erdős 赶 去 参加 一 个 学 
术 讨 论 会 的 前 儿 分 钟 , 他 提出 了 一 个 猜想 . 随后, Erdős 癌 昕 众 提 及 这 个 猜想 并 出 资 
5 美元 寻求 它 的 证 明 或 反例 . 

Erdős 目 己 创作 或 与 他 人 合作 的 论文 大 约 有 1500 篇 , 超过 任何 一 位 数学 家 . 由 
于 他 访问 了 太 多 的 地 方 , BET KSA, 所 以 他 有 很 多 的 合作 者 超过 500 
A 这 与 很 多 数学 家 , 尤其 是 早期 数学 家 的 工作 方式 相反 , 他 们 通常 进行 独立 研究 . 
对 Erdős Kin, 科学 研究 工作 是 一 项 社会 活动 , 需要 与 他 人 合作 ， 有 超过 4600 人 
从 未 和 Erdős 合作 过 论文 , 但 他 们 都 和 Erdős 的 合作 者 合作 过 论文 . 这 种 现象 促使 
了 Erd6s 数 (Erdős number) 定 义 的 产生 . 仅 有 Paul Erdés 拥有 Erdős 数 0. 与 
Erdés 合作 过 的 任 一 位 数学 家 拥有 Erd6s 数 为 1. 那些 不 拥有 Erdés 数 1, 但 与 拥有 
Erdős 数 1 的 数学 家 合作 过 的 数学 家 , 则 拥有 Erdős 数 2. 更 一 般 地 , 对 整数 > 3, 
右 一 名 数学 家 没有 小 于 大 的 Erdős 数 , 但 与 拥有 Erdős 数 为 上 一 1 的 数学 家 合作 过 ， 
则 这 名 数学 家 拥有 Erdős 3X k. 

Erdős 数 可 以 从 另 一 个 角度 来 考虑 . 一 个 合作 图 (collaboration graph) G Æ 
把 所 有 数学 家 构成 的 集合 作为 顶点 集 , 两 个 顶点 (数学 家 ) 是 邻接 的 , 大 他 们 合作 过 
论文 (该 论文 可 能 还 有 其 他 合作 者 ). 一 个 数学 家 (顶点 ) 的 Erdős 数 就 是 在 合作 图 
中 该 顶点 与 Erdls 顶点 之 间 的 距离 . 合作 图 的 一 个 小 子 图 可 如 图 11.19 所 示 . Erdős 
数 是 一 个 动态 概念 (其 值 随 时 间 变 化 而 变化 ), 合作 图 也 是 如 此 . 

例如 , 数学 家 Ernst Straus 与 Erdős 和 Albert Einstein WAEI, 故 Straus 有 
Erdős 数 1. 由 于 Einstein 从 未 和 Erdős 合作 过 , 则 他 的 Erdős 数 为 2. S L, Erdős 
和 Einstein 仅见 过 一 次 , 那 一 次 他 们 讨论 的 内 容 是 宗教 信仰, 而 不 是 数学 或 物理 学 . 
直到 本 书 的 写作 之 际 , 由 奥克兰 大 学 的 Jerrold Grossman FAW MRS KBR 
Erdős BAAR, 其 网 址 为 : http://www.oakland.edu/~grossman/erdos. 

Augustin-Louis Cauchy, Leonhard Euler, Arthur Cayley, Paul Erdős 是 独白 创 
作 或 与 他 人 合作 数学 论文 数量 最 多 的 四 位 数学 家 . 有 趣 的 是 , 后 三 位 数学 家 都 与 图 
论 有 联系 , 前 面 我 们 已 经 看 到 .事实 上 , 他 们 都 对 图 论 这 门 学 科 作 出 了 大 基 重 要 的 
TURK. 

与 合作 图 和 Erdős 数 相 关 的 , 还 有 一 些 从 事 其 他 职业 的 人 . 或 许 , 最 知名 的 是 以 
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图 11.19 ”合作 图 的 一 个 子 图 


电影 演员 Kevin Bacon 命名 的 Kevin Bacon 游戏 . 在 此 情形 下 , 对 应 的 图 是 以 电影 
演员 作为 顶点 , 两 个 演员 (顶点 ) 是 邻接 的 , 车 他 们 在 同一 部 电影 里 合作 过 . 一 个 演 
员 的 Kevin Bacon 数 定义 为 图 中 该 演员 (顶点 ) 与 Kevin Bacon 顶点 之 间 的 距离 . 
因而 , 仅 有 Kevin Bacon 有 Kevin Bacon 数 0. Tom Hanks 有 Kevin Bacon 数 1, 因为 
他 与 Kevin Bacon 在 电影 4polio 13 中 合作 过 : Sarah Jessica Parker 有 Kevin Bacon 
数 1, 因为 她 和 Kevin Bacon 在 电影 footloose 中 合作 过 . Cary Grant 有 Kevin Bacon 
数 2, 因为 他 从 没有 和 Kevin Bacon 在 同一 部 电影 中 合作 过 , HA Walter Matthau 
合作 过 电影 Cjarade, 而 Walter Matthau 在 电影 JFK 中 与 Kevin Bacon 有 过 合作 . 吉 
到 本 书 的 写作 之 际 , 我 们 可 以 浏览 网 站 http: //oracleofbacon.org 以 了 解 许 多 电 
影 演员 的 Kevin Bacon 数 . 

Erdős 数 和 Kevin Bacon 数 来 源 于 心理 学 家 Stanley Milgram(1933-1984) 于 
1967 年 的 一 个 实验 . Milgram 研究 美国 的 人 与 人 之 间 的 相识 关系 链 . 因为 每 个 人 都 
有 自己 的 熟人 , 而 熟人 又 有 熟人 , 所 以 Milgram 断言 : 就 平均 而 言 , 任意 两 个 人 可 通 
过 长 度 为 6 的 路 相连 , 这 就 导致 了 习 语 六 度 分 离 的 产生 . 

也 有 一 部 以 六 度 分 离 为 名 的 剧本 和 电影 , 它 是 由 John Guare 创作 , 并 由 Will 
Smith 主演 . 故事 改编 于 David Hampton 的 现实 生活 , Hampton 是 一 个 骗子 , 他 曾 
使 许多 80 年 代 的 人 确信 他 是 电影 演员 Sidney Poitier 的 儿子 . 

par E, 近年 来 Erdős 数 和 Kevin Bacon 数 已 经 被 推广 为 Erd6s-Bacon 数 . 
那些 在 电影 里 出 演 角 色 且 与 他 人 合作 过 数学 论文 的 人 都 可 能 拥有 Erdős-Bacon 数 ， 
即 他 们 的 Erdős 数 与 Kevin Bacon MZ AM. 例如 , 物理 学 家 Brian Greene 与 John 
Di Benedetto 在 电影 frequency 中 合作 过 , 而 John Di Benedetto 则 在 电影 Sleepers 中 
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与 Kevin Bacon 合作 过 男 一 方面 Greene 曾 与 瓜 成 桐 合作 过 一 篇 论文 , Ate 
与 Ronald Graham 合作 过 , 而 Ronald Graham 有 Erdős 数 1， 因 而 ，Greene 的 
Erdés-Bacon 数 为 2 十 3 一 5. 

前 面 已 经 介绍 , Ronald Graham 与 Ramsey 数 、 彩 色 Ramsey W, WR Paul 
Erdős 都 有 联系 . 事实 上 , Graham 对 图 论 的 许多 领域 , 数学 的 众多 学 科 , 以 及 数学 
团体 都 作出 了 重要 的 贡献 . Ronald Graham 在 芝加哥 大 学 攻读 过 电子 工程 本 科 , 在 
阿拉 斯 加 大 学 费 尔 班 克 斯 分 校 攻 读 过 物理 本 科 . 作为 一 名 本 科 生 , Graham 依靠 马 
戏 团 表演 和 为 太阳 马戏 团 打工 谋生 . 1962 年 , 在 Derrick Lehmer 的 指导 下 ,Graham 
获得 加 州 大 学 们 克利 分 校 的 博士 学 位 . 然后 , Graham 来 到 贝尔 实验 室 , 并 在 此 工作 
了 37 年 . 1999 Œ, 他 成 为 了 加 州 大 学 竺 戈 分 校 的 计算 机 科学 和 工程 的 Twin-Joan 
Jacobs 教授 . 

2003 Æ, Ronald Graham 成 为 美国 数学 协会 的 第 六 任 主席 .1993-1995 年 期 间 ， 
他 还 担任 过 美国 数学 会 的 主席 . 

在 数学 领域 之 外 ,Graham 还 是 一 位 熟练 的 杀机 人 , 曾 担 任国 际 玉 要 人 协会 的 
主席 . Graham 经 常 到 各 地 演讲 , 包括 在 迪斯尼 世界 的 迪斯尼 研究 所 . 
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12.1 的 中 


在 前 面 我 们 已 经 多 次 提 到 如 何 用 图 为 城镇 的 街道 建 模 . 当然 , RA r 
扩张 , 对 应 图 的 顶点 数 或 (和 ) 边 数 也 要 增多 . 首先 回顾 一 下 , 图 12.1 给 出 某 城镇 的 
街道 系统 工 和 对 应 的 图 模型 Gr. 





城镇 T 


图 12.1 ERA T 和 它 的 图 模型 


随 着 一 个 城镇 发 展 成 为 城市 , 将 会 面临 许多 新 的 问题 . 比如 , 当 城 镇 的 规模 较 
小 时 , 它 的 消防 基本 可 以 通过 付费 的 方式 依赖 于 相 邻 城市 . 然而 , 当 城 镇 达到 一 定 规 
模 , 已 经 具备 了 一 定 的 经 济 能 力 , 就 很 有 必要 拥有 上 自己 的 消防 部 门 . 假设 该 城镇 决定 
建立 自己 的 消防 站 , 那么 接 下 来 的 问题 就 是 : 该 消防 站 应 该 建立 在 什么 地 方 ? 假设 
我 们 决定 把 消防 站 建立 在 某 街道 的 交叉 路 口 (当然 这 并 没有 回答 我 们 的 问题 )， 显 
BR, 建立 消防 站 的 主要 原因 是 为 了 使 该 城市 所 有 市 民 在 遇 到 火灾 时 都 能 得 到 保护 . 
因此 , 城镇 里 的 每 个 地 方 都 不 能 离 消 防 站 太 远 . 我 们 已 经 发 现 , 该 问题 的 回答 涉及 
到 城镇 工 中 的 距离 , 也 即 图 Gr 中 的 距离 . 

我 们 重新 回顾 一 下 图 中 距离 的 定义 . 对 于 图 G NATO u Av, Ku Bll ov 
距离 d(u,v) 是 指 G 中 一 条 最 短 的 4 一 v 路 的 长 度 . 一 条 长 为 dw4,v) 的 4 一 v 路 称 
为 是 一 条 u—v 测 地 线 (geodesic). 为 了 使 d(u,v) 对 G 中 所 有 顶点 对 u,v 都 有 和 是 
X, 图 G 必须 是 连通 的 . 因此 在 讨论 与 距离 有 关 的 问题 时 , 总 假定 G 是 连通 的 . 对 
任 一 连通 图 G, 上 面 所 定义 的 距离 均 满 足下 面 性 质 . 

1. 对 任意 u,v € V(G), d(u,v) > 0. 
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2. 对 任意 u,v EV(G), d(u,v) = 0 4AM u=v. 

3. 对 任意 u,v € V(G), d(u,v) = d(v, u) [对称 性 (the symmetric property)]. 

4. 对 任意 u,v,w € V(G), d(u,w) < d(u,v)+d(v, w) [三 角 不 等 式 (the triangle 
inequality )|. 

除 性 质 4 (三 角 不 等 式 ) 之 外 , 其 他 性 质 很 容易 验证 ， 下 面 验证 性 质 4. 在 图 G 
H, 设 P 是 一 条 u-v WA, Po 是 一 条 ov- w WA. P 连接 P, 即 可 产生 
一 条 长 度 为 d(u,v) + d(v,w) 的 u- w B. 根据 定理 1.6, G 含有 一 条 长 度 至 多 为 
d(u,v) +d(v,w) H u — w K. 故 d(u,w) < d(u,v) + d(v,w). 因为 距离 d 满足 性 质 
2( 对 称 性 ), 所 以 我 们 可 以 说 两 顶点 之 间 的 距离 , 而 不 必 说 从 一 个 顶点 到 另 一 个 顶 操 
的 距离 . 

EXE, 满足 性 质 1-4 的 距离 d 是 一 个 度量 (metric), 因此 (V(G),q) 形成 一 
个 度量 空间 (metric space). 一 般 而 言 , 当 距 离 为 一 个 度量 时 , MASSER AAS, 
因为 该 概念 已 得 到 广泛 的 研究 . 对 连通 图 来 说 , 有 很 多 概念 是 依据 距离 而 定义 的 , E 
们 可 以 提供 很 多 有 价值 的 图 结构 信息 . 

对 连通 图 G 中 的 一 个 顶点 v, v 的 离心 率 (eccentricity) e(v) EXX G P vF 
所 有 顶点 的 最 远 距 离 . 在 G 的 所 有 顶点 中 , 最 小 离心 率 定义 为 G 的 半径 (radius), 
最 大 离心 率 定义 为 G 的 直径 (diameter), 分 别 记 为 rad(G) 和 diam(G). G P TULA 
v 称 为 是 G 的 一 个 中 心 顶 点 (central vertex), 如 果 e(v) = rad(G). H G 的 所 有 中 
心 顶点 诱导 的 子 图 称 为 是 G 的 中 心 (center), 记 为 Cen(G). WR G 的 每 个 顶点 均 
为 G 的 一 个 中 心 顶点 , W Cen(G) = G, 此 时 G RAE H POMI (self-centered). 
例如 , MR G S Cn (n > 3), WG 是 自 中 心 的 . 

为 了 进一步 阐明 刚才 所 给 出 的 这 些 概念 ， 我们 考虑 图 12.2 中 的 图 H, RP 
每 个 顶点 都 是 以 它 的 离心 率 标号 . 由 于 最 小 离心 率 为 2, 最 大 离心 率 为 4 所 以 有 
rad(H) = 2, diam(H) = 4. 闻 时 , A 的 中 心 也 在 图 12.2 中 给 出 . 


4 


Cen( H) 





rad(H) = 2, diam(H) = 4 


图 12.2 ”一 个 图 的 所 有 顶点 的 离心 率 


观察 图 12.2 中 的 图 五 , 我 们 可 以 得 到 很 多 启发 ， 前 面 已 经 提 到 rad(H) = 2 
和 diam(H) = 4. 术语 “CK” Al “AA” MARTE AS, 我 们 首先 会 想到 图 
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周 , 它 的 直径 始终 是 半径 的 两 倍 . 基于 这 个 事实 以 及 图 12.2 的 图 H 的 性 质 (满足 
diam(H) = 2rad(H)), 我 们 会 认为 , 对 每 个 连通 图 G, 都 成 立 diam(G) = 2rad(G). 然 
而 , 事实 并 非 如 此 . 图 12.3 列 出 的 三 个 图 Go, Gs, Ga 的 半径 均 为 2, 可 是 当 k = 2,3,4, 
却 有 diam(G,) = k. 因此 , 对 图 而 言 , 直径 和 半径 之 间 没 有 一 个 确定 的 关系 . 当 半径 
为 2 时 , 图 12.3 列 出 了 所 有 可 能 出 现 的 直径 . 


G2 <> G3 < >— Ga < > 
图 12.3 ”三 个 半径 为 2 的 图 
定理 12.1 ”对 每 个 非 平 凡 连 通 图 @G， 


rad(G) < diam(G) < 2 rad(G). 


证 ”| 直接 证 法 ] 显然 , 不 等 式 rad(G) < diam(G) 成 立 , 因为 最 小 离心 率 不 会 超 
过 最 大 离心 率 . ou 和 vw 是 满足 d(u,v) = diam(G) 的 两 个 顶点 , w 是 G 的 一 个 中 
TLR. 因此 e(w) = rad(G), 并 且 w 5 G 中 其 他 顶点 的 距离 至 多 为 rad(G). 根据 
三 角 不 等 式 , 我 们 有 


diam(G) = d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) < rad(G) + rad(G) = 2rad(G). E 


从 图 12.2 中 的 图 H, 我 们 还 可 以 发 现 : 任意 两 邻接 顶点 的 离心 率 至 多 相差 1. 
该 性 质 对 所 有 连通 图 都 成 立 . 
定理 12.2 对 连通 图 的 任意 两 个 邻接 顶点 以 和 vw, 均 有 


je( — e(v)| <1. 


WE [直接 证 法 | 不 失 一 般 性 , 假设 elu) > e(v), 并 设 > 是 与 距离 最 远 的 一 个 
顶点 , 因此 , d(u, x) = e(u). 根据 三 角 不 等 式 , 有 


e(u) = d(u, x) < d(u,v) + d(v, x) < 1+ e(v). 


故 e(u) <1 +e(v), 这 就 推出 0 < e(u) — e(v) <1. 从 而 , lelu) — ew) < 1. u 


类 似 地 , 可 证 明 下 面 结论 (见习 题 12.10). 
定理 12.3 R u fev ZAR G 的 两 个 邻接 顶点 ， 则 对 G 的 任意 顶点 2, HA 


id(u,x) —d(v,x)| < 1. 
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再 次 回 到 图 12.2 PA H, 注意 到 Cen(H)= Ko. 这 自然 引出 下 面 的 问题 ， 哪 
些 图 可 以 作为 其 他 某 个 图 的 中 心 呢 ? Stephen Hedetniemi 证 明了 “每 个 图 ”都 可 以 
是 这 个 问题 的 答案 . 

定理 12.4 每 个 图 都 是 茶 个 图 的 中 心 . 

证 [直接 证 法 ] 设 G 是 一 个 图 , 我 们 证 明 G 可 以 作为 某 个 图 的 中 心 . 首先 , 在 
G 中 添加 两 个 新 顶点 u 和 wv, 并 分 别 连接 u,v 到 G 的 每 个 项 扣 , 但 不 连接 u Al v. 
接 下 来 , 添加 另外 两 个 顶点 u 和 ,并 连接 M u AR vi 和 和 wv. 所 得 到 的 图 记 为 
F, 见 图 12.4. 


图 12.4 ”定理 12.4 证 明 中 的 图 H 


因为 elui) = e(v1) = 4, elu) = e(v) = 3, 并 且 对 G 的 每 个 顶点 x, 均 有 elz) = 2， 
所 以 V(G) Æ F 的 中 心 顶 点 集合 , 从 而 Cen(F) = G. m 


Stephen Hedetniemi F 1939 Œ 2 H 7 H HÆFTER. Hedetniemi 的 父亲 曾经 
工作 于 美国 墨 菲 弗兰克 高 级 法 院 , 他 极力 鼓励 他 的 四 个 儿女 接受 高 等 教育 . Hedet- 
niemi 成 为 密 吹 根 大 学 的 本 科 生 , 主 修 数 学 专业 , 但 他 却 对 计算 机 科学 这 一 新 兴 领 域 
非常 感 兴趣 . 在 密歇根 大 学 期 间 , Hedetniemi 选修 了 Frank Harary 教授 首次 开设 的 
图 论 课 程 . 1966 年 , 在 Frank Harary 和 John Holland 的 共同 指导 下 , Hedetniemi $k 
得 博士 学 位 . Holland 是 一 名 计算 机 科学 家 , 后 来 成 为 遗传 算法 领域 的 贷 基 人 . 

在 1982 年 去 克 莱 姆 森 大 学 之 前 , Hedetniemi BER MKS. AAAS 
和 俄 勤 四 大 学 的 计算 机 科学 系 工作 . Hedetniemi 不 仅 在 图 论 方面 有 所 页 献 , 在 算法 、 
计算 理论 、 组 合 优 化 和 并 行 处 理 等 方面 也 都 有 贡献 . 尽管 Hedetniemi AAA PTA 
因为 提出 了 图 论 里 的 很 多 研究 专题 , 但 他 最 著名 的 贡献 应 该 是 下 一 章 我 们 要 介绍 的 
专题 . 

尽管 每 个 图 均 可 以 作为 某 个 连通 图 的 中 心 , 但 是 图 G 的 中 心 在 G 中 的 位 置 是 
有 所 限制 的 . 

定理 12.5 每 个 连通 图 G 的 中 心 是 G 的 茶 个 块 的 子 锅 . 

证 ”|[ 反 证 法 ] 假设 G 是 一 个 连通 图 , 但 G 的 中 心 Cen(G) 不 是 G 的 某 个 块 的 
子 图 . 因此 , 存在 G 的 一 个 割 点 v, 使 得 G 一 v 含有 连通 分 文 G1 和 G, BETRE 
有 Cen(G) 的 顶点 . ud G 中 满足 d(w,v) = el(v) 的 项 点, FKP G 的 一 条 
u—v 测 地 线 . 显然 , 在 连通 块 Gi 和 Go 中 , 至 少 有 一 个 (不 妨 设 为 G2) HE P 的 
顶点 . i w 是 属于 Go 的 G 的 中 心 顶点 , 并 设 忆 BH — w 测 地 线 . 则 连接 Po 
和 Pi, EMH u- w 测 地 线 , 其 长 度 大 于 已 的 长 度 . 因此 , e(w) > elw), BF w 
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图 12.1 中 的 图 Gr (作为 城市 T 的 模型 ) 再 次 在 图 12.5 PH, FFA ET 
都 是 以 它 的 离心 率 标号 . 在 本 节 的 开始 , 我 们 曾经 提出 这 样 的 问题 : 该 在 何 处 建立 
消防 站 , 以 使 得 该 城镇 的 每 个 位 置 离 消防 站 都 不 太 远 ? 通过 上 面 分 析 , 我 们 现在 知 
道 了 一 个 合适 的 答案 , 即 应 建立 在 图 Gz 的 三 个 中 心 顶 后 (它们 的 离心 率 均 为 5) 所 
对 应 的 三 个 交叉 路 口 之 一 . 





图 12.5 Gr 的 顶点 离心 率 


习题 
12.1 ”确定 图 12.6 所 示 的 图 G 的 半径 和 直径 , 并 给 出 G 的 中 心 ， 


图 12.6 习题 12.1 的 图 


12.2 (a) 对 n 2 3, 确定 Cn 的 半径 和 直径 . 
(b) 对 n > 3, 确定 Ph 的 半径 和 直径 , 并 给 出 Pn 的 中 心 . 
(c) 对 n > 2, 确定 Qn 的 半径 和 直径. 
12.3 Xkl<s<t, We Ks: 的 半径 和 直径 , 并 给 出 Kee 的 中 心 . 
12.4 ”确定 Petersen 图 PG WERA AI, 并 给 出 PG 的 中 心 . 
12.5 ”列举 一 个 连通 图 G, 使 得 Cen(G) 是 不 连通 的 . 
12.6 WEH: mR G 是 不 连通 的 , 则 diam(G) < 2. 
12.7 (a) WEAR: 如 果 G 是 连通 的 , H diam(G) > 3, 则 diam(G) < 3. 


(b) 列举 一 个 连通 图 G, 使 得 diam(G) = diam(G) = 3. 
12.8 证明: 对 每 对 整数 a,b (a < b < 29), 均 存在 一 个 图 G, 使 得 rad(G) = a, diam(G) = b. 
12.9 证 明和 定理 12.2 的 一 个 推广 : 对 连通 图 的 任意 两 个 顶点 4 M ov, 均 有 lelu) 一 e(v)| < 
d(u, v). 
12.10 (a) 证 明年 理 12.3: Ru fev KEW G 的 两 个 邻接 顶点 ， 则 对 G 的 每 个 顶点 oz, 
有 |d(u,x) — d(v,x)| < 1. 
(b) 设 G 是 一 个 连通 图 , 日 对 某 个 顶点 对 u, e V(G), 有 dz) =k. 证 明 : 如 果 
v 是 4 的 一 个 令 域 , 则 d(v,z) 是 上 一 1, k, Mk +1. 
12.11 iG 是 一 个 连通 图 ,上 为 满足 rad(G) < k < diam(G) 的 一 个 整数 . 应 用 定理 12.2, 
HEAR: 存在 G 的 顶点 v, 使 得 e(v) = k. 
12.12 WEH: WR T ARNA n 2 3 的 树 , 则 A(T) + diam(T) < n +1. 
12.13 (a) 设 了 是 一 个 阶 为 于 > 3 的 树 , T 是 由 了 工 通过 删除 其 所 有 庙 点 而 获得 的 树 . 证 
HA: Cen(T) = Cen(T"). 
(b) WEA: 树 工 的 中 心 同 构 于 Ki 或 Ko. 
(c) WEBA: 如 果树 T 的 中 心 同 构 于 Ki, 则 diam(T) = 2rad(T). 
12.14 ”讨论 连通 正则 图 的 半径 和 直径 . 


12.2 we = 


假设 我 们 站 在 城市 (比如 图 12.1 中 的 城市 T) 的 某 处 , 想 知道 这 座 城市 中 哪个 
位 置 离 我 们 所 在 的 位 置 最 远 , 这 个 问题 等 同 于 : 在 连通 图 G 中 , 对 于 给 定 的 顶点 u, 
BATA v 离 Bee? 显然 , 我 们 所 要 找 的 顶点 ov 就 是 满足 dlu, v) = elu) 的 顶点 . 
根据 u 在 G 中 的 位 置 , Al v 之 间 的 距离 可 能 为 rad(G), 也 可 能 为 diam(G), 或 者 
为 这 两 者 之 间 的 某 个 数 . 

连通 图 G 的 一 个 顶点 v 称 为 是 一 个 外 围 点 (peripheral vertex), 如 果 e(v) = 
diam(G). 因此 , 从 菜 种 意义 上 说 , 外 围 点 与 中 心 顶 点 相对 立 . 由 G 的 所 有 外 围 点 诱 
+H G 的 于 图 称 为 是 G 的 外 围 (periphery), 记 为 Per(G). 对 于 图 12.2 中 的 图 H, 
把 它 重 画 为 图 12.7 中 的 图 , 并 给 出 了 H 的 外 围 . 

图 12.7 中 的 图 H 的 外 围 同 构 于 2K ( 即 由 两 个 孤立 顶点 组 成 ), 因而 是 不 连通 
WY. 是 不 是 每 个 图 的 外 围 剖 是 不 连通 的 呢 ? 答案 是 否定 的 , 例如 图 12.8 中 的 图 F, F 
的 每 个 顶点 是 以 其 离心 率 来 标号 . 因为 diam(F’) = 3, 从 而 Per(F) S Ce, 是 一 个 连 
通 图 . 事实 上 , 对 于 n > 3, 如 果 G Cna, Wl Per(G) S Ch， 是 否 每 个 图 都 可 以 是 
某 个 图 的 外 围 呢 ? Halina Bielak 和 Maciej Syslo 已 经 证 明了 : 上述 问 题 的 答案 是 否 
定 的 . 

定理 12.6 ”一 个 非 平 凡 图 G 是 某 个 图 的 外 围 当 且 仅 当 G 的 每 个 顶点 都 有 离 


z 


图 12.8 “外围 为 Per(F) = Ce 的 图 F 





证 [直接 证 法 , 反 证 法 | 首先 , 假设 G 的 每 个 顶点 的 离心 率 均 为 1 或 者 G 没 
有 离心 率 为 LNT. ME G 的 每 个 顶点 的 离心 率 均 为 1, M G 是 完全 图 , 从 而 
Per(G) = G. WE G 没有 离心 率 为 1 的 顶点 , 这 就 意味 着 , 对 于 G 的 每 个 顶点 u, 
均 存 在 一 个 与 4 不 邻接 的 顶点 v. 设 万 是 由 G 通过 添加 一 个 新 顶点 w 并 连接 w 
与 G 的 每 个 顶点 而 得 到 的 图 , W eylw) = 1. 对 于 G 中 每 个 顶点 x, er(z) = 2, 故 
G 的 每 个 顶点 都 是 A 的 外 围 点 , 从 而 Per(H) = G. 

下 面 来 证 必要 性 . 设 图 G 既 含 有 离心 率 为 1 的 顶点 也 含有 离心 率 不 为 1 的 顶 
点 . 假设 存在 一 个 图 H, (844 Per(H) = G. 显然 , G 是 H 的 一 个 真 诱导 子 图 , 从 而 
存在 一 个 整数 k > 2, 使 得 : 对 G 的 每 个 顶点 v, ep(v) = k; 而 对 H 的 每 个 不 属于 
G 的 顶点 ww eg(v) < k. Ra Æ GPE ecele) = 1 的 一 个 顶点 , w eH 中 满足 
d(x, w) = ey (x) = k > 2 的 一 个 顶点 . AA w 与 xz 不 邻接 , 所 以 w 不 在 G 中 . 然而 ， 
d(w, x) =k, Mil ep(w) > k, X5 w ART H WIET JE. m 


由 定理 12.6 知 , 阶 为 3 或 3 以 上 的 星 图 不 可 能 为 某 个 图 的 外 围 . 对 于 连通 图 G 
的 给 定 顶 点 u, 我 们 已 经 讨论 如 何 去 寻 找 一 个 顶点 v, 使 得 dlu, v) = elu), 即 寻 找 一 
个 离 最 远 的 项 点 v 这 样 的 顶点 vv RAS u 的 离心 点 (eccentric vertex). 如 末 
vee G 中 某 个 顶点 的 离心 点 , UALS vo 是 G WED (eccentric vertex). 换 言 
Z, 顶点 "是 G 的 一 个 离心 点 , WR v G 的 茶 个 顶点 最 远 . 

我 们 来 看 图 12.9 中 的 图 G, 其 中 G 的 每 个 顶点 是 以 其 离心 率 来 标号 , 例如 ， 
e(u) 二 3. 因为 d(w,v) = 3, 所 以 bv 是 4 的 一 个 离心 点 . 由 于 G 中 有 一 条 长 度 为 3 的 
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u—v 路, 当然 也 就 有 一 条 长 度 为 3 v — u BR. 然而 , 这 并 非 意味 着 u 是 顶点 v 的 
一 个 离心 点 , 因为 可 能 会 有 一 个 顶点 , 该 顶点 与 的 距离 大 于 wv 与 v 的 距离 . A, 
这 只 能 说 明 e(v) > 3. WEE, eu) =4, Wu RA v 的 离心 点 , 而 w 是 wv 的 一 个 离 
心 点 . 更 一 般 地 , 在 一 个 连通 图 中 , 如 果 y 是 顶点 2 的 一 个 离心 点 , 则 e(y) > elx). 


SE 
wW 5 9 4 O 3 
| 图 12.9 ”GG 的 一 个 离心 点 


我 们 已 经 知道 , 如 果 连 通 图 G 中 的 顶点 x 是 G 的 一 个 外 围 点 , 则 e(x) = 
diam(G). 从而, 必然 存在 一 个 顶点 y, 使 得 d(x,y) = elz) = diam(G)， 这 也 意味 
着 , d(x,y) = e(y) = diam(G), 因此 y 也 是 G 的 一 个 外 围 点 . 所 以 , G 的 每 个 外 围 点 
都 是 G 的 一 个 离心 点 . 然而 它 的 道 并 不 成 立 ; 例如 , v 是 图 12.9 中 G 的 一 个 离心 点 ， 
但 ”不 是 G 的 外 围 点 . 

我 们 再 来 看 图 12.10 所 示 的 图 H, 其 中 rad(H) = 2, diam(H) = 4. 因为 g 和 7 
是 外 围 点 (H 的 仅 有 外 围 点 ), 所 以 它们 也 都 是 的 离心 点 . 男 一 方面 , 顶点 Xz 和 > 
也 互 为 彼此 的 离心 点 , Bt Alu 都 是 xz 和 zz 的 离心 点 . 进一步 地 , w Aly 互 为 彼此 
的 离心 点 , E s 和 w 都 是 w Aly 的 离心 点 . RA 的 每 个 顶点 都 是 离心 点 . 

如 果 某 个 图 G 的 每 个 顶点 都 有 相同 的 离心 率 (因而 是 外 围 点 ), 那么 当然 G 的 
每 个 顶点 都 是 一 个 离心 点 . 然而 , 图 12.10 中 的 图 五 说 明了 如 下 图 的 存在 性 Bt 
的 每 个 顶点 都 是 一 个 离心 点 , 但 它们 并 非 有 相同 的 离心 率 . 

连通 图 G 称 为 是 一 个 离心 图 (eccentric graph), WR G 的 每 个 顶点 都 是 一 
个 离心 点 . 因此, 图 12.10 中 的 图 H 是 一 个 离心 图 , 当然 每 个 顶点 都 有 相同 的 离心 
率 的 图 也 是 离心 图 . 一 般 而 言 , 一 个 图 只 有 部 分 顶点 是 离心 的 . 





图 12.10 BT RRA ORNATE 


it G 是 一 个 连通 图 . G 的 离心 子 图 (eccentric subgraph) Ecc(G) 是 指 由 G 
的 所 有 离心 点 诱导 的 子 图 . 例如 , 图 12.11 给 出 了 连通 图 rF 和 它 的 离心 子 图 . 如果 
图 G 的 每 个 顶点 都 是 一 个 离心 点 , 则 Ecc(G) = 
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图 12.11 图 与 它 的 离心 子 图 


对 图 12.11 中 的 图 Ff, 有 Ece(F) = 2P3. 这 日 然 引 出 这 梓 的 一 个 问题 : 哪些 图 
可 以 是 某 个 图 的 离心 子 图 ? 也 许 你 会 觉得 奇怪 , 这 个 问题 的 答案 与 剖面 所 提 的 问题 
(中 哪些 图 可 以 是 某 个 图 的 外 围 ?) 有 完全 相同 的 答案 . 

定理 12.7 ”一 个 非 平 凡 图 G 有 是 某 个 图 的 离心 子 图 当 且 仅 当 G 的 每 个 顶点 都 


证 [直接 证 法 , 有 反 证 法 ] 首先 , 假设 G WET RBA RDA 1 或 者 G 没有 
离心 率 为 LHD. WR G 的 每 个 顶点 的 离心 率 均 为 1, 则 G 是 元 全 图 , BG 3 
一 个 离心 图 , 从 而 Ecc(G) = G. 接 下 来 , 假设 G 没有 离心 率 为 1 的 顶点 . A ze 
由 G 通过 添加 一 个 新 项 点 w 并 连接 w 与 G 的 每 个 顶 操 而 得 到 的 图 . 因为 五 中 属 
于 G 的 每 个 顶点 v 都 是 w 的 离心 点 , (hw 不 是 H 的 任 一 个 顶点 的 离心 点 , 从 而 
Ecc(H) =G. 

下 面 来 证 必要 性 . 设 图 G 含有 一 些 离心 率 为 1 的 顶点 , 也 含有 一 些 离心 率 不 为 
1 的 顶点 . 显然 G 是 连通 的 . 假设 存在 一 个 图 H, 使 得 Ecc(H) =G. 设 忆 是 G 的 一 
个 顶点 , 它 邻 接 于 G 的 其 他 所 有 顶点 ; 并 设 v H PMA un PRR. 因为 
H 的 所 有 离心 点 都 在 G 中 , 所 以 v 属于 G. 然而 wv BF u, 所 以 enlu) = 1 这 就 
推出 , u 与 的 其 他 所 有 顶点 邻接 , H 中 所 有 不 属于 G 的 顶 后 也 在 Ecc( 1) 中 , 导 
AI J. n 


在 连通 图 G 中 , WR vi u BAAGA, 则 在 G 中 不 存在 这 样 的 顶点 , 使 得 它 
Subba tts 与 4 的 距离 大 . 特别 地 , 如 果 w 是 wv 的 一 个 邻 点 ,; 则 dlu, w) 和 dlu, v). 
当然 , 上 述 性 质 对 u 的 非 离 心 点 也 有 可 能 成 并 . 

在 连通 图 GH, 顶点 v 称 为 是 项 点 4 HAAR (boundary vertex), 如 
果 对 于 v 的 每 个 邻 点 w, A d(u,w) 和 dqu, v); 顶点 v KALA G 的 一 个 边 务 点 
(boundary vertex), WR v 是 G 的 某 个 顶点 的 边界 点. . 

前 面 已 经 提 到 , 对 连通 图 而 言 , 每 个 外 围 点 都 是 一 个 离心 点 , HR SSA. 
类 似 地 , 我 们 也 有 下 面 的 结论 : 每 个 离心 点 都 是 一 个 边界 点 , 但 每 个 边界 点 未 必 是 
一 个 离心 点 . 考虑 图 12.12 中 的 图 G, 顶点 z 是 w 的 一 个 离心 点 , 同时 它 也 是 s 的 
一 个 边界 点 . 但 z 并 不 是 G 的 一 个 外 围 点 , w 也 不 是 G 的 一 个 离心 所 

在 连通 图 G P, 顶点 4 到 它 的 离心 点 v 的 距离 可 以 达到 绝对 的 最 大 值 maxwev(G) 
{d(u,w)}, 而 顶点 u 到 它 的 边界 点 v 的 距离 则 可 以 达到 局 部 的 最 大 值 maxwcNm] 


图 12.12 ”一 个 图 的 外 围 ， 离心 以 及 边界 后 


{d(u,w)}. 等 价 地 , 如 果 任 一 4 一 v MARA A BY] ETE v 延伸 为 更 长 的 一 条 测 地 线 ， 
Nv dé u 的 一 个 边界 点 . 直观 地 ,4 的 一 个 边界 点 就 是 从 顶点 4 出 发 (局 部 地 ) 不 能 
再 继续 延长 的 那个 顶点 . 

在 一 个 非 平 几 连通 图 中 , 有 些 顶 点 不 可 能 为 边界 点 . 

定理 12.8 连通 图 G HEB SMA G HRS. 

证 ”|[ 反 证 法 ] 假设 存在 一 个 连通 图 G MENTE ou, 使 得 v 是 G 中 某 个 
顶点 4% 的 边界 点 . 设 G1 是 G -uv 的 包含 顶点 u 的 连通 分 文 , G2 是 G 一 v 的 男 一 个 
连通 分 支 . WE w E o 的 一 个 属于 G 的 邻 点 , W d(w,u) = d(u,v) +1, 与 假设 v 是 
u HUA a. 国 


因为 割 点 不 可 能 是 边界 点 , 所 以 制 操 也 不 可 能 是 离心 点 或 者 外 围 点 . 当然 图 中 
会 存在 某 些 顶 点 , 它们 必定 是 边界 点 . 

图 G 中 的 一 个 顶点 v 称 为 是 一 个 完备 点 (complete vertex) GRA (ex- 
treme vertex), 或 者 单 形 点 (simplicial vertex)), MEH v 的 所 有 邻 点 诱导 的 G 
的 子 图 是 完全 的 . 特别 地 , 每 个 端点 都 是 完备 的 . 因此 , 如 采 v at PSE ou et 
v 的 一 个 邻 点 , 则 对 每 个 we N(v), 有 d(w,4) = d(w, v) = 1, W v Æ u WTR 
点 . 完备 点 2 不 仅 是 的 每 个 邻 点 的 边界 点 , 而 且 是 不 同 于 wv 的 每 个 顶点 的 边界 点 . 

定理 12.9 设 G 是 一 个 连通 图 . G 的 顶点 v 是 不 同 于 vv 的 每 个 顶点 的 边界 点 
当 且 仅 当 是 G 的 一 个 完备 点 . 

证 [直接 证 法 , 道 否 证 法 | B35, 设 v 是 G 的 一 个 完备 点 , FAR u 是 不 同 于 
v 的 一 个 顶点 . Bu = vov, ,vk = U 是 一 条 4 一 0 测 地 线 , 并 设 ww 是 vv 的 一 个 
邻 点 . 如 果 w = ver, MW d(u, w) < d(u, v). 故 可 假设 w £ vk-1. 因为 v 是 完备 的 ， 
上 wuk- E€ E(G), FFA u = v0, 01,°--, vk- w 是 G 中 的 一 条 4 一 ww 路, 从 而 可 推出 
d(u,w) < d(u, v). 因此 wv 是 4 的 一 个 边界 点 . 

下 面 证 明 必 要 性 , 设 v 是 G 的 一 个 顶点 , BREA. WEA METS 
u,w E N(v). 因为 d(u,w) > d(u,v), Pr v AH uA AS. m 


下 面 的 结论 将 讨论 定理 12.9 中 所 考虑 问题 的 一 个 对 苹 的 问题 . 
定理 12.10 i G 是 一 个 非 平 凡 连 通 图 ,4 是 G 的 一 个 顶点 . WG PRET 
u 的 每 个 顶点 部 是 4 的 边界 点 当 且 仅 当 e(u) = 1 
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证 [直接 证 法 , 反 证 法 ] 首先 , 假设 elu) = 1, 并 设 v 是 G PART u 的 一 个 
顶点 . Hew Æ v 的 一 个 邻 点 , W d(u,w) <1, ad(wu,v) =1. 因此 vv 是 久 的 一 个 边界 点 . 
再 证 必要 性 , 假设 不 同 于 u 的 G 的 每 个 顶点 都 是 4 的 边界 点 , 但 是 e(u) 41. 则 在 
G 中 , 存在 一 个 顶点 z, 使 得 d(z,u) = 2. 设 x,y, u 是 G 的 一 条 路 , 则 u 是 y 的 邻 
A, A d(x,4) = 2, d(y,4) = 1. 所 以 y PE u HAR, PR. 


在 连通 图 中 , 还 有 其 他 一 些 与 边界 点 有 紧密 联系 的 顶点 . 设 z 和 :是 G 中 两 个 
不 同 顶 点 . 不 间 于 zz 和 z 的 一 个 顶点 y 称 为 z 和 zz 的 一 个 中 间 各 (vertex between 
x and z), aR 
d(x,z) = d(x,y) + dy, z), 


Bl, 三 角 不 等 式 以 等 式 成 立 . TR v 称 为 是 G 的 一 个 内 部 点 (interior vertex), 如 
果 对 不 同 于 v 的 每 个 顶点 u, 存在 顶点 w, 使 得 v 是 4 和 w HR. G 的 内 部 
(interior) Int(G) 是 指 由 G 的 所 有 内 部 点 诱导 的 子 图 . 例如 , 对 于 图 12.13 中 的 图 
G (也 见 图 12.12), 顶点 s,v 和 zx 是 G 的 内 部 点 , 因此 Int(G) S Ps, 如 图 12.13 所 示 . 


图 12.13 ”一 个 图 的 内 部 


我 们 将 发 现 , 图 的 内 部 点 恰好 是 那些 非 边 界 点 的 顶点 . 

定理 12.11 设 G 是 一 个 连通 图 . 顶点 是 G 的 边界 点 当 且 仅 当 VV 不 四 GG 的 
内 部 点 . 

证 ”|[ 反 证 法 , 直接 证 法 | 设 v 是 G 的 一 个 边界 点 , 不 妨 设 是 顶点 4 的 边界 后 . 
假设 v 是 G 的 一 个 内 部 点 , 则 存在 一 个 不 同 于 u 和 vw 的 顶点 w, 使 得 v eu Aw 
的 一 个 中 间 点 . 设 

Pi:iu=v,vV, VU = Uj, Ujit Uk Z W 
B—Bu—v 路 ,其 中 1< 7 了 <k. RM, vj E N(v), d(u,vj+1) = dlu, v) +1, By 
A JA. 

反 过 来 , 设 v 是 G 的 非 内 部 点 的 一 个 顶点 , 则 存在 某 个 顶点 u, 使 得 对 每 个 不 

Atul v 的 顶点 w, v PRE uM w OPA. 设 ze N(v), 则 


d(u,x) < d(u,v) + d(v, x) = d(u,v) + 1. 


因为 v 不 是 u A zx 的 中 间 点 , 所 以 上 述 不 等 式 严格 成 立 , 故 d(u,x) < d(u,v), Bi v 
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在 习题 12.1 P, 图 12.6 中 G 的 外 围 是 什么 ? 

XT n > 2, Pa 的 外 围 是 什么 ? 

对 于 1 <s<t, Kee 的 外 围 是 什么 ? 

Petersen 图 的 外 围 是 什么 ? 

列举 一 个 连通 图 G 及 其 一 个 顶点 v, 使 得 (1) v 不 属于 G 的 中 心 , (2) v 不 属于 OG 
的 外 围 , (3) v 不 与 G 的 中 心 顶点 邻接 , 也 不 与 G 的 外 围 点 邻接 . 

列举 一 个 连通 图 G, 使 得 其 中 心 和 外 围 不 同 , 且 有 非 空 的 交集 ; 或 者 解释 为 什么 不 存 
在 这 样 的 图 . 

设 G 是 一 个 连通 图 , 是 人 的 部 分 项 点 (不 是 全 部 顶点 ) 的 离心 率 为 1. 问 : 是 否 存 在 
连通 图 H, 使 得 Per(H) = G, 其 中 H 的 每 个 顶点 都 有 离心 率 2 或 3? 

KG 是 一 个 阶 为 n zz 3 的 连通 非 完全 图 ， 证 明 : G 是 某 个 图 的 外 围 当 且 仅 当 
A(G)<n—2. 

WEH: 一 个 直径 为 2 的 连通 图 G 是 某 个 图 的 外 围 当 且 仅 当 G 是 自 中 心 的 . 

WEAR: 对 每 个 整数 n > 3, 恰 有 一 个 不 为 某 个 图 外 围 的 n 阶 树 . 

WREE G 是 图 H 的 离心 子 图 , 是 否 可 推出 G 是 H 的 外 围 ? 

对 于 图 12.14 中 的 图 G, 确定 

(a) G 的 外 围 点 集合 ， 

(b) G 的 离心 点 集合 ， 

(c) G 的 边界 点 集合 ， 

(d) G 的 外 围 , 离心 子 图 和 边界 . 


z Yy x wW 
G 
P S 
u T 
t v 
图 12.14 “习题 12.26 的 图 


列举 一 个 连通 图 G 及 其 顶点 的 一 个 集合 9 = {v1, v2, v3, va}, 使 得 对 每 个 i = 1, 2,3, 
vidi 是 vi 的 一 个 离心 点 , 但 5 的 每 个 顶点 都 不 是 S 中 任意 其 他 顶点 的 离心 点 . 

设 玉 是 一 个 非 平 几 连 通 图 , 日 没有 离心 率 为 1 的 顶点 . 设 G = F+K,, HP k = 1,2. 
(a) 证 明 : WÈ k= 1, 则 G 的 边界 是 成 

(b) 证 明 : WR k= 2, 则 G 的 边界 是 G AS. 

对 于 图 12.15 中 的 每 个 图 Gi, 其 中 = 1,2. 证 明 : MF i= 1,2, Gi 的 边界 都 是 Gi. 
证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 &, 存在 一 个 连通 图 G 和 它 的 一 个 离心 点 v, 使 得 diam(G) — 
e(v) > k. 


证 明 : 对 于 每 个 图 G, 存在 一 个 连通 图 五, 使 得 Cen(H) = Int(H) = G. 
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图 12.15 “习题 12.29 的 图 


12.3 PERIZ: 定位 数 


假设 某 个 设施 由 五 间 房 子 Ri, Ro, Rs, Ra 和 Rs 组 成 (如 图 12.16). 房子 Ri 和 
Rs 的 距离 为 2, Ro 和 Ra 的 距离 也 为 2, 其 余 任 意 两 间 房 子 的 距离 均 为 1, 而 每 个 房 
子 与 其 自身 的 距离 均 为 0. 在 某 间 房子 里 安装 一 个 (红色 ) 传感器 . 如 果菜 间 房 子 发 
EKK, 则 该 传感器 可 以 监测 到 发 生火 灾 的 房子 到 传 感 锋 所 在 的 房子 的 距离 . 举例 
来 说 , 假设 传感器 被 安装 在 R1, 如 果 火 灾 发 生 在 Rs, 则 传感器 警告 我 们 : 发 生火 灾 
的 房间 到 Ri 的 距离 为 2. 显然 , 火灾 发 生 在 Rs, 因为 只 有 Rs 与 Ri 的 距离 为 2. 如 
果 火 灾 发 生 在 Ri, 则 传感器 显示 发 生火 灾 的 房间 到 Ri 的 距离 为 0, 即 火 灾 发 生 在 
Ri. 如 果 火 灾 发 生 在 任何 其 他 房间 , 则 传 感 句 告诉 我 们 : 发 生火 灾 的 房间 到 Ri 的 
距离 都 是 1. 因此 , 根据 这 个 信息 , 我 们 无 法 精确 认定 哪个 房间 发 生火 灾 . 事实 上 , 并 
没有 这 样 的 房间 , 使 得 把 (红色 ) 传感器 安装 在 该 房间 , 即 可 保证 在 任何 情形 下 都 可 
以 识别 火灾 的 精确 位 置 . 

男 一 方面 , 如 果 我 们 在 Ri 安装 一 个 红色 传 感 融 , 在 Ro BRP a. 
此 时 , 比方 说 房间 Rs REKK, 则 红色 传感器 告诉 我 们 发 生火 灾 的 房 回 到 Ri 的 中 
离 为 1, 而 蓝 色 传感器 告诉 我 们 发 生火 灾 的 房间 到 Ro 的 距离 为 1, 即 有 序 对 (1,1) 
确定 了 Rs. 因为 (所 有 ) 这 些 房 间 的 有 序 对 是 不 同 的 , 所 以 为 了 能 侦查 每 次 火灾 的 
精确 位 置 , 需要 安装 传感器 的 最 小 个 数 为 2. 值得 注意 的 是 , XS Ra E 
位 置 有 关 . 例如 , 我 们 不 能 把 传感器 分 别 安装 在 Ri 和 Rs, 因为 此 时 房间 Ro, Ra 和 
Rs 所 对 应 的 有 序 对 均 为 (1,1), 从 而 无 法 判断 发 生火 灾 的 精确 位 置 . 

对 我 们 刚刚 描述 的 设施 , 可 以 用 图 12.17 中 的 图 建立 模型 , 其 中 顶点 表示 房间 ， 
旦 两 个 顶点 是 邻接 的 , 如 果 所 对 应 的 两 个 房间 是 相 邻 的 . 这 就 提出 了 一 个 与 图 相关 
的 问题 . 


图 12.16 ”由 五 间 房 子 构成 的 一 个 设施 图 12.17 ”五 个 房间 的 图 模型 


12.3 延伸 阅读 :; 定位 数 303 


设 G 是 一 个 连通 图 . 对 于 G 的 顶点 的 一 个 有 序 集 W = {w w, we} 以 及 
G 的 一 个 顶点 v, v 关于 W 的 定位 代码 (locating code) (或 简称 代码 ( code)) 是 
ts k [a 
cw (v) = (d(v, wi), d(v, we),---, d(v, we)). 


集合 W 称 为 是 G 的 一 个 定位 集 (locating set), WR G 的 不 同 顶 点 有 不 同 的 代 
码 . 含有 最 少 顶 点 的 定位 和 集 称 为 是 G 的 一 个 最 小 定位 集 (minimum locating set). 
定位 数 (location number) loc(G) 是 G 的 最 小 定位 集中 的 顶点 数 . 例如 , 考虑 图 
12.18 所 示 的 图 G, 它 同 构 于 图 12.17 中 的 图 . Qe Wi = {v1,v3) 不 是 G 的 -个 
EME, 这 是 因为 cw, (v2) = (1,1) = ew, (va), BY G 有 两 个 项 点 , 它们 天 于 Wi 的 代 
码 是 相同 的 . 男 一 方面 , We = {v1,v2,v5} 是 G 的 一 个 定位 集 , 这 是 因为 G 中 每 个 顶 
点 关于 We 的 代码 分 别 是 : 
ew,(v1) = (0,1,1), cw.(ve) = (1,0,1), ew.(v3) = (2,1,1), 
cw, (va) = (1,2,1), cw,(vs) = (1,1,0). 
然而 , Wo 不 是 G 的 最 小 定位 集 , 因为 Ws = {01,02} 也 是 G 的 一 个 定位 集 , AG 中 
每 个 顶点 关于 Ws 的 代码 分 别 是 : 
cw;(v1) = (0,1), cwe(v2) = (1,0), cw,({v3) = (2,1), 
cw,(v4) = (1,2), cws(vs) = (1,1). 
因为 任 一 顶点 者 不 能 构成 G 的 定位 集 , 所 以 W 是 G 的 一 个 最 小 定位 集 ， 从 而 


loc(G) = 2. 


va Q 


图 12.18 BIG 


Peter Slater 给 出 了 上 述 思 想 在 美国 声 纳 与 海岸 防卫 导航 系统 (指导 远 距 离 航 
海 ) 中 的 应 用 . 对 于 一 个 连通 图 G, 我 们 可 以 把 G 的 定位 集 认 为 是 满足 下 列 条 件 的 
顶点 集合 W, 使 得 G 的 每 个 顶点 是 由 该 顶点 到 W 中 顶点 的 距离 所 唯一 确定 . 

MMA n> 2 的 连通 图 G 及 其 顶点 的 一 个 有 序 集 W = {ww ok G 
中 满足 下 面条 件 的 顶点 是 唯一 的 , 即 该 顶点 关于 W 的 代码 的 第 i 个 分 量 为 0; 显然 ， 
该 项 点 就 是 wi. 因此 , W 中 顶点 必然 有 不 同 的 代码 . 由 于 只 有 不 属于 W 的 顶点 关 
于 W 的 代码 分 其 全 是 正 数 , 所 以 只 有 这 些 顶 点 才 需 要 验证 它们 的 代码 是 否 互 不 相 
fA]. 这 就 推出 , G 的 定位 数 至 多 为 n 一 1. 事实 上 , 对 于 阶 为 nS 2 的 每 个 连通 图 G, 


l <loc(G) <n-1. 


具有 定位 数 1 的 n (> 2) 阶 的 连通 图 仅仅 有 一 个 . 
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定理 12.12 n 阶 和 连通 图 G 的 定位 数 为 工 当 且 仅 当 GE P. 

让 [下 接 证 法 | 设 Pr: ov，……,wnm AA FRSA 1 <i<n, WA dlv v) = 
i—1, 所 以 to 是 已 的 一 个 最 小 定位 集 , 从 而 loc(P,) = 1. 反 过 来 , 设 G 是 一 个 
定位 数 为 1 的 n 阶 连通 图 , 并 设 W = {w} 是 G 的 一 个 最 小 定位 集 . 对 G 的 每 个 
顶点 v, cw(v) = d(v,w) 是 一 个 小 于 的 非 负 整数 . 因为 G 的 顶点 关于 W 的 代码 
互 不 相同 , 则 存在 一 个 顶点 u, 使 得 d(u,w) = n 一 1. 因此 , G 的 直径 是 n - 1, 从 而 
G = Ph. E 


作为 男 一 种 极端 情形 , 仅 有 一 个 阶 为 n zz 2 的 连通 图 具有 定位 数 n 一 1. 

定理 12.13 MAnS 2 的 连通 图 G 的 定位 数 为 n 一 1 当 且 仅 当 GS Ka. 

证 [直接 证 法 , 道 否 证 法 |] 首先 假设 G S Kn, 并 设 W 是 G 的 一 个 最 小 定位 
R. 如 果 ug W, 则 cw(w) 的 每 个 分 量 均 为 1. 因而 , G 的 每 个 最 小 定位 集 必 须 含 
An — 1 PTR, 从 而 loc(G) =n-1. KEX, 假设 GSK, M G 含有 两 个 顶点 4 
和 v, 使 得 d(u,v) = 2. 设 u, x,u 是 G 中 一 条 长 度 为 2 的 路 , AW = V(G) — {2,0}. 
因为 d(u,v) = 2, d(u,x) = 1, 所 以 有 cw(x) # eww), 从 而 W 是 一 个 定位 集 . 因此 


loc(G) <n — 2. m 


前 文 已 经 提 到 , 如 果 G 是 一 个 阶 为 n > 2 的 连通 图 , 则 1 < loc(G) <n-1. 更 
进一步 地 , 我 们 已 经 获得 了 两 个 极端 值 可 达到 的 图 . 如 果 , 除了 G 的 阶 之 外 , 我 们 还 
知道 图 G 的 直径 和 最 大 度 , 则 G 的 定位 数 的 界 可 以 进一步 改良 . 

定理 12.14 KGA-PMA n2 HaHa A, 且 G 的 直径 为 d, 最 大 
FLA A. 则 


logs (A + 1)] < loc(G) < n—-d. (12.1) 


让 [EREA] 首先 , 我 们 建立 上 界 . B uf oE GHE dlu, v) = d 的 两 个 

顶点 , HEIR u = vv ud =v 是 一 条 4 一 v WA, 以 及 
W = V(G) ~ {v1, ve,---, va}. 

因为 , u eW, HIES 1 <i<d, dlu, vi) =i, UW E GWTER n-d 的 
定位 集 . 因此 loc(G) < n-d. 

接 下 来 我 们 考虑 下 界 . 设 loc(G) =k, UR ve VG), 满足 degu = A. 设 N(v) 
te v 的 邻 域 ， W = {W1, We, an , Wr} 是 GG 的 一 个 定位 集 . 注意 到 如 果 u € N (v), 则 
根据 定理 12.3, 对 每 个 1 (1 <i <k), E du, w) 一 定 为 dv,2wi), dv, w:) +1 3X 
d(v,wi) 一 1 中 的 一 个 值 . 而 且 , AAW 是 G 的 一 个 定位 集 , 故 对 每 个 ue Nw), 
cw(u) A cw(v). 因此 , cw (u) 的 & 个 分 量 中 的 每 一 个 均 有 三 种 可 能 . 另 一 方面 , 对 
每 个 i (1 <i<k), 不 可 能 有 d(u, wi) = d(v, wi); 这 就 推出 : N(v) 的 顶点 关于 W 至 
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多 有 3* 一 1 种 不 同 的 代码 , 因此 Nw) = A < 3*-1. 故 
loc(G) = k > log, (A + 1). 


又 因为 loc(G) 是 一 个 整数 , 所 以 有 loc(G) > flog; (A + 1)]. m 


由 于 路 Pa (n > 2) 有 最 大 度 A= 2 和 直径 d=n—1, 根据 (12.1) 中 的 不 等 式 ， 
我 们 有 
[loga (2 + 1)| =1<loc(P,) S1 =n —(n-—1). 


所 以 , 上 述 的 两 个 界 对 于 路 Pa 都 是 紧 的 . 更 进一步 , 完全 图 的 直径 为 1, 定位 数 为 
n 一 1, 所 以 在 此 情形 下 , 上 界 是 可 以 达到 的 . 上 面 两 个 界 对 其 他 图 也 可 能 是 紧 的 ， 
设 G 是 一 个 阶 为 n > 2 的 连通 图 . G 中 两 个 顶点 uw 和 ww 称 为 是 距离 相似 的 
(distance similar), 如 果 对 每 个 XEV(G) 一 人 4,Vv}, 均 有 dlu, x) = d(u, x). 因此 ,对 
两 个 不 同 顶 点 4 和 vw, 如 果 
(1) w ¢ E(G) H N(u) = Nw) 或 
(2) uv € E(G) H. Nul] = No 
则 它们 是 距离 相似 的 . 距离 相似 是 定义 在 V(G) 上 的 一 个 等 价 关系 , (习题 12.36 要 
求 读者 目 己 验证 ). 因此 , MA V(G) 可 以 被 划分 成 下 个 不 同 的 距离 相似 等 价 类 , E 
Ti tbs Vi, V2，,…, Vr. 对 每 个 整数 i (1 <i <k), G 的 集合 Vi 或 者 是 一 个 独立 集 , 或 
者 诱导 出 一 个 完全 子 图 ; 而 且 G 的 每 个 定位 集 都 包含 每 个 V 中 除 至 多 一 个 顶点 以 
外 的 所 有 顶点 , 所 以 
loc(G) =n —k. 
考虑 图 12.19 中 的 阶 为 n= 11 的 图 G. 三 个 距离 相似 等 价 类 是 Vi = {u1, wy}, 

Vo = {u2, w2}, V3 二 {u3, w3}, 其 余 五 个 距离 相似 等 价 类 都 是 由 单个 顶点 构成 . 因此 ， 
G 有 上 = 8 个 距离 相似 等 价 类 , 放 loc(G) >n-k=3. 我 们 可 以 假设 , G 的 任意 是 
位 集 痢 包含 顶点 wi, w, ws. 事实 上 , W = {w, w, w} 本 身 就 是 一 个 定位 集 , 因而 
也 是 一 个 最 小 定位 集 . 故 loc(G) =n—k. V(G) 一 W 中 顶点 天 于 W 的 代码 分 别 为 ; 

cw (u1) = (1,3,4), ew(ue) = (3,2,3), cw(us) = (4,3,1), 

cw(ua) = (1,2,3), cw(us) = (1,3,3), cw(ue) = (2,1,2), 

cw (u7) = (2,2,2), cw(ug) = (3, 2,1). 


w2 U2 
WI Ud W3 T1 y3 ys x2 
U6 YT 
G H 
UB 
wl u5 UT US yı YA Ys Y2 


K| 12.19 K GĦ H 


306 第 12 章 JE 离 


接 下 来 , 考虑 图 12.19 中 的 那个 阶 为 n = 9 的 图 H. 在 这 个 图 中 , Vi = {21,91} 
和 Vo = {x2,y2} 是 两 个 距离 相似 等 价 类 , 其 余 的 距离 相似 等 价 类 仅 由 单个 顶点 构 
成 . 因此 , HA k= 7 个 距离 相似 等 价 类 , 所 以 loc(H) > n-k = 2. 8 W = {21,22}. 
NW VC) -W 中 顶点 关于 W 的 代码 分 别 为 : 
cw (y1) 一 (1,4), cw (y2) 一 (4, 2), cw (Y3) 一 (1,3), cw (Ya) 一 (1,3), 
cw (ys) = (2,2), cw(ye) = (2,2), cw(y7) = (3, 1). 
因为 cw (ys) = cw (ya), cw (ys) = cw (ys), 所 以 W 不 是 五 的 定位 集 . 另 一 方面 , 如 
R W' = {24,22,y3}, M W 是 一 个 定位 集 , 所 以 loc(H) = 3. 因此 , loc(H) > n—k. 
aa 
12.32 XIF n > 3, 确定 loc(C,). 
12.33 ”对 于 1 << s< t, MÆ loc(Ks,). 
12.34 (a) 列举 一 个 阶 为 n > 3 和 且 直径 为 a 的 连通 图 (除了 Ph W Kn), 使 得 loc(G) = n-d. 
(b) 列举 一 个 阶 为 n > 3 且 极 大 度 为 A 的 连通 图 (除了 Pa 和 Kn), 使 得 loc(G) = 
[logs (A + 1)|. 
12.35 WEH: 对 于 每 对 整数 (k,n), 其 中 1 < < n 一 1, 都 存在 一 个 n 阶 连通 图 G, 使 得 
loc(G) = k. 
12.36 it G 是 一 个 连通 图 . 证 明 : 距离 相似 是 定义 在 V(G) 上 的 一 个 等 价 天 系 . 
12.37 ”确定 图 12.20 中 图 G 的 定位 数 . 给 出 G 的 一 个 最 小 定位 集 W, 并 写 出 G 的 每 个 顶 
点 关于 W 的 代码 . 





图 12.20 “习题 12.37 中 的 图 G 


12.4 延伸 阅读 : 绕 路 距离 和 有 同 距 离 


回顾 一 下 , 连通 图 G 中 顶点 4 到 顶点 vv 的 距离 d(w,v) ts G 中 一 条 最 短 4 一 v 
路 的 长 度 . 尽管 这 是 图 中 顶点 之 间距 离 的 标准 定义 , 但 这 并 非 是 仅 有 的 距离 定义 . 

对 于 n 阶 连 通 图 G 中 的 两 个 顶点 u Mv, Mu 到 wv 的 绕 路 距离 (detour 
distance) D(u,v) 定义 为 G 中 的 一 条 最 长 u-v BAKE. RA D(u, v) 的 一 条 一 v 
BS PK ASE — 2 uv BB (detour). 例如 , 对 于 图 12.21 所 示 的 图 G, d(u,v) 二 3, 而 
D(u, v) = 8, 有 是 一 条 4 一 v 的 统 路 也 在 图 中 以 粗 体 标 出 . 
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图 12.21 ”图 解 线路 距 高 


和 标准 距离 一 样 , 绕 路 距离 也 是 定义 在 每 个 连通 图 顶点 集 上 的 一 个 度量 . 

定理 12.15 绕 路 距离 是 定义 在 每 个 连通 图 顶点 集 上 的 一 个 度量 ， 

证 [直接 证 法 ] 设 G 是 一 个 连通 图 . 因为 (1) D(u,v) > 0, (2) Dlu, v) =0 4 
HA u =v, 以 及 (3) 对 G 的 每 对 顶点 (u,v), 均 满足 Du, v) = D(v, u), PAR F 
只 需 证 明 绕 路 距离 满足 三 角 不 等 式 即 可 . 

设 u,v, w 是 G 中 任意 三 个 顶点 . 如 果 这 三 个 顶点 中 有 两 个 是 相同 的 , 则 不 等 
式 D(u,w) < D(u,v) + D(v,w) RA. 因此 , 我 们 假设 u,v 和 w 互 不 相同 . 设 P 是 
G 中 一 个 长 为 k= D(w,w) H u- w 绕 路 .下面 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 v éP L. iR P E PHZ u-v, Ph 是 PP 的 一 条 v 一 W 子 路 . 
假设 P 的 长 度 为 s, Po 的 长 度 为 t. 则 s+t= k, AI, 


D(u,w) = k = s +t < Du,v) + D(v, w). 
情形 2 v 不 在 P 上 .因为 G 是 连通 的 , 所 以 存在 一 条 从 wv 到 P ETAHI 


短路 Q. 设 @ 是 一 条 v 一 x 路 . 因此 >z 位 于 已 上 ,但 @ 上 没有 其 他 顶点 位 于 PE. 
设 @ 的 长 度 为 则 7 > 0 ( 见 图 12.22). 


图 12.22 ”情形 2 证 明 中 的 一 步 


B PWu-c TR P 的 长 度 为 a, PP 的 x 一 ww 子路 P” DRED b, R a> o, 
b >20. 因此 , D(u,v) > a+r, D(v,w) 之 0 十 7. 所 以 


D(u,w)=k=a+b< (a+r)+(b+r)< Du,v) + D(v, w), 
因 些 三角 不 等 式 成 芯 . 四 


接 下 来 , 我 们 效仿 前 面 来 定义 绕 路 离心 率 , 绕 路 半径 和 绕 路 直径 . 设 G 是 一 个 
连通 图 , v 是 G 的 一 个 顶点 .bv 的 绕 路 离心 率 (detour eccentricity) ep(v) 定义 为 
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v 到 G 的 所 有 顶点 的 最 大 绕 路 距离 . 在 G 的 所 有 顶点 中 , 最 小 绕 路 离心 率 称 为 是 
G 的 绕 路 半径 (detour radius), 最 大 绕 路 离心 率 称 为 是 G HSUEH (detour 
diameter), 分 别 记 为 radp(G) 和 diamp(G). 我 们 也 可 给 出 diamp(G) 的 上 下 界 ， 
该 结论 (包括 其 证 明 ) 非 浓 类似 于 定理 12.1. 

定理 12.16 ”对 每 个 非 平 凡 连 通 图 G， 


radp(G) < diamp(G) < 2radp(G). 


证 ” [直接 证 法 ] 根据 radp(G) 和 diamp(G) 的 定义 , 立即 有 不 等 式 radp(G) < 
diamp(G). 现在 设 u flv 是 G 的 两 个 顶点 , 满足 D(u, v) = diamp(G); 也 是 G 的 
顶点 , 满足 ep(w) = radp(G). 因为 绕 路 距离 是 V(G) 上 的 一 个 度量 , 所 以 


diamp(G) = D(u,v) < D(u,w) + D(w, v) < 2radp(G), 


从 而 结论 成 立 . . 

等 对 正 整 数 a,b PAYW MAGE MEA SPE See, 其 中 a < 
b < 2a. 

定理 12.17 “对 每 对 正 整 数 a,b (a <b < 2a), 都 存在 一 个 连通 图 G, 使 得 

radp(G) = a, H. diamp(G) =b. 

证 [直接 证 法 | 如 果 a = b= k > 1, WSS Kr 即 为 所 需 . 如 果 a < b < 2a, 
设 G 是 通过 把 完全 图 Koy 的 一 个 顶点 v 与 完全 图 Kyo 的 一 个 顶点 重合 而 得 
到 的 5 十 1 阶 图 ( 当 a= 3, b = 5 Af, 见 图 12.23). AA b < 2a, Pre b—-a+1<a+l1, 
从 而 ep(v) = a. 对 每 个 x € V(G) — {v}, G 有 一 条 从 z 出 发 的 Hamilton 路 , 所 以 
ep(z) =b. 因此 radp(G) =a H. diamp(G) =b. = 


2 > = vU q] 
图 12.23 M 12.17 证 明 中 的 图 G, EF a=3,b=5 


对 于 整数 a Alb (a <b < 2a), 定理 12.17 的 证 明 中 的 图 G 的 每 个 顶点 的 高 
心率 或 者 为 a, 或 者 为 56， 这 有 别 于 一 般 的 离心 率 ; 如 果 上 为 满足 radp(G) <k < 
diamp(G) 的 一 个 整数 , 则 G 中 可 能 不 存在 顶点 z, 使 得 ep(x) = k. 

我 们 已 经 在 连通 图 中 定义 了 两 种 距离 , 而 且 它 们 都 是 图 的 顶点 集 上 的 度量 . 我 
IRER AHA HE. 

设 D 是 一 个 连通 有 向 图 ， 对 于 D 的 两 个 顶点 u Av 有 向 距离 (directed 
distance) d(u,v) 定义 为 D 中 一 条 最 短 有 向 u-v 路 的 长 度 . 注意 到 , 当 在 有 向 图 
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D 中 讨论 u — v 路 时 , 我 们 所 指 的 是 有 向 u- o 路 , BE D 中 讨论 从 顶点 4 到 顶点 
v 的 距离 时 , 我 们 所 指 的 也 是 从 4% 到 wv 的 有 向 距离 . 一 条 长 为 dlu, v) 的 4 一 v 路 称 
为 是 一 条 4 一 v 测 地 线 (geodesic). 事实 上 , D 是 连通 的 并 不 能 保证 D 中 一 定 存 在 
u—v 路 . 鉴于 此 原因 , 在 讨论 有 向 图 的 距离 时 , 我 们 通常 都 假设 D 是 强 连通 的 . 特 
别 地 , 我 们 假设 D 是 一 个 强 连 通 的 定向 图 . 例如 , 对 图 12.24 所 示 的 34 = W 强 连 
通 竞 赛 图 T, d(u,v) = 1. 然而 , dl = 2, 所 以 d(u,v) 关 d(v, u); 此 时 , 距离 不 是 对 
称 的 . 因此 , 距离 不 再 是 非 平凡 强 连通 定向 图 项 点 集 上 的 一 种 度量 . 


Ww 


T oN. 


图 12.24 RA Te Pe 


然而 , 有 向 图 中 的 距离 却 满足 三 角 不 等 式 . 设 u,v 和 w 是 连通 有 向 图 D 的 三 
个 顶点 , HP, 是 一 条 一 v 测 地 线 , Po 是 一 条 v — w WAR. WP, 连接 PL 便 形成 
一 条 长 为 dlu, v) +d(v,w) W u- w 链 . 则 根据 定理 7.2, D 含有 一 条 4 一 w 路 , BE 
的 长 度 至 多 为 W 的 长 度 , 因此 


— 


dlu, w) < dlu, v) + d(v,w). 


对 于 有 向 图 中 的 距离 , RAEE AERA RAMAR GCR. 设 D 是 一 个 强 
有 向 图 , v 是 D 的 一 个 顶点 . v 的 离心 率 (eccentricity) e(v) EXX v 到 DD 顶点 
的 最 长 测 地 线 的 长 度 . 在 D 的 所 有 顶点 中 , 最 小 离心 率 称 为 是 D 的 半径 (radius), 
ROAR DAP Ate DNB (diameter), 分 别 记 为 rad(D) 和 diam(D). 

为 了 阐述 上 面 的 概念 , ir 和 a 是 两 个 正 整数 , HAr <d. 设 Cry 2AM (7 十 1) 
圈 , MIR Cri: U, U2; Urpi, U1. 注意 到 , 对 1 了 i&r+1,e(w) =r. 设 
Py: V1, V2, ud 是 一 条 d 阶 路 . 下 面 由 Cr+ 和 Pa 构造 一 个 有 癌 图 D: 连接 Crp 
的 每 个 顶点 到 vi (1 <i<d-r+1), BER va 2) Cr 的 每 个 顶点 OLA 12.25). 
因此 


elu) =r, He i<i<r4l,; 
e(v1) = d, 

efv) =d—-i+2, #P2<i<d-r+l1; 
elvi) =r, EPH d-r+2<i<d. 


特别 地 , 这 说 明了 D 的 直径 可 以 大 于 其 半径 的 两 倍 , 因此 对 有 问 距离 来 说 , 没有 类 
似 于 定理 12.1 和 12.2 的 结论 . 


习题 
12.38 
12.39 
12.40 
12.41 
12.42 


12.43 
12.44 


12.45 


12.46 


12.47 


12.48 
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图 12.25 MÆ rad(D) =r 和 diam(D) = 4 的 一 个 有 问 图 D 


(a) 列举 一 个 阶 大 于 或 等 于 5 的 连通 图 G, 使 得 对 G 的 每 对 顶点 (u,v), BA 

D(u,v) = d(u, v). 
(b) 刻画 连通 图 G, 使 得 对 G 的 每 对 顶点 (u,v), BA D(u,v) = d(u,v). 
列举 一 个 连通 图 G 和 一 个 正常 数 K, 使 得 对 G 的 每 对 顶点 (u,v) (u 4 v), 都 有 
D(u,v) = d(u,v) + K. 
列举 一 个 满足 下 面 性 质 的 连通 图 G, 使 得 对 G 的 每 对 不 同 顶点 u,v, BEAR u — v 测 
地 线 与 每 条 4 一 v RRA u Al 两 个 公共 顶点 . 
对 G = Kn,Cn, Qn (n >3) 以 及 G = Krs (2 <r < 8), 分 别 确 定 radp(G) 和 
diam p(G)). 
wu 和 w 是 连通 图 的 两 个 顶点 . 证 明 : lep(u) — ep(v)| < D(u,v). 
证 明 ; 每 个 连通 图 G 的 绕 路 中 心 都 位 于 G 的 某 个 块 上 . 
设 G 是 一 个 连通 图 , 定义 

d(u,v) = d(u,v) + D(u,v). 


A]; d 是 V(G) 上 的 一 个 度量 吗 ? 并 给 了 解释 

设 G 是 一 个 连通 图 , 并 且 d 是 Y(G) 上 的 一 个 度量. 

(a) 定义 rady (G) Al diamy (G). 

(b) 证 明 或 反驳 : rada (G) < diamg(G) < 2radg(G). 

KG AGA ARO, v, w e V(G). 证 明 或 反 驶 : 

(a) WER ep(v) =radp(G), 则 wv Æ G 的 割 点 . 

(b) 如 来 ep(w) = diamp(G), 则 w 不 是 G 的 割 反 . 

对 于 一 个 给 定 的 整数 n > 3, 找 出 满足 下 面条 件 的 所 有 整数 (1 < kn 一 1), 使 
得 : 存在 一 个 n 阶 的 连通 图 G, AT G 的 每 对 不 同 顶 点 4,v, D(u,v) =k. 
列举 -… 个 整数 n > 4, 使 得 : 和 存在 两 个 n 阶 的 不 同 构图 Gi 和 Go, HXT Gi 和 G2 的 
每 对 不 同 顶 点 u,v, d(u,v) + D(u,v) =n. 


12.5 专题 探索 : 频道 分 配 311 


12.49 证明 : 对 每 对 整数 a,b (1 < a < bd), 

(a) 存在 一 个 连通 图 F, 使 得 rad(F) = a, radp(F) = b; 

(b) 存在 一 个 连通 图 H, 使 得 diam(H) = a, diamp(H) = b. 
12.50 PRAIA D KAAM u Mv, 定义 

ds(u, v) = d(u, v) 十 d(v,u). 

(a) 该 距离 是 V(D) 上 的 一 个 度量 吗 ? 并 给 予 解释 . 

(b) 你 目 己 提出 一 个 回 题 , 并 回答 之 . 
12.51 ”对 于 强 有 向 图 D 的 两 个 顶点 u Al v, 定义 


dp(u, v) 一 d(u,v) d(v, u). 


该 距离 是 V(D) 上 的 一 个 度量 吗 ? 并 给 予 解释 . 


12.5 GARR: 频道 分 配 


无 线 电 波 是 一 种 通过 天 线 传播 的 电磁 波 , 它 有 知 干 不 同 的 频率 . 当 一 个 无 线 电 
接收 器 调谐 到 某 个 特定 的 频率 时 , 就 可 以 接受 一 些 给 定 的 信号 . 在 美国 , 由 联邦 通讯 
Bh (FCC) 决定 哪些 频率 可 被 用 于 哪些 用 途 . 当然 , 也 是 由 FCC 许可 一 些 特定 
的 频率 用 于 无 线 电 台 的 发 射 和 接收 信和 号 . 调幅 (AM) 广播 是 指 从 550kHz( 干 赫 ) 到 
1700kHz 之 间 的 频段 , 即 调幅 广播 可 以 在 550 000 周 / 秒 到 1 700 000 周 / 秒 之 间 的 频 
段 内 广播 . 第 一 台 无 线 广播 出 现 于 1906 年 左右 . 在 上 个 世纪 二 十 年 代 , 针对 于 调幅 
广播 , 开始 考虑 到 频率 分 配 , 因为 在 那 时 候 无 线 电 技术 发 展 缓慢 , 所 以 低频 就 可 以 应 
付 当 时 的 调幅 广播 了 . 

对 于 早期 的 无 线 电 广 播 , 主要 的 发 明 者 可 能 是 Edwin Armstrong (1890—1954). 
1933 年 ，Armstrong 开发 出 了 完整 的 调频 (FM) 系统 所 有 的 调频 电台 都 在 88 
MHz( 百 万 赫兹 ) 到 108 MHz 之 间 的 频段 传输 信息 ， 即 调频 电台 的 发 射 机 是 在 
88 000 000 到 108 000 000 周 / 秒 之 间 的 某 个 频率 振荡 . 只 有 调频 电台 才 人 允许 使 
用 这 些 波段 . 当然 , 上 面 频段 之 上 和 之 下 的 一 些 频 段 是 为 电视 台 保 留 的 . 例如 , 从 54 
MHz 到 88 MHz 之 间 的 频段 给 2 到 6 频道 使 用 , 而 从 174 MHz 到 220 MHz 之 间 的 
频段 给 7 到 13 频道 使 用 . 

如 前 所 述 , 调频 电台 的 频段 开始 于 88.0 MHz, 终止 于 108.0 MHz, 被 分 为 100 
个 频道 , 每 个 频道 的 宽度 为 0.2 MHz( 或 200 kHz). 用 以 识别 调频 电台 频率 的 就 是 其 
200 kHz 频道 的 中 点 . 例如 , 在 密 西 根 州 , 调频 电台 WVTI 位 于 逢 兰 市 附近 , 以 96.1 
MHz 的 频率 广播 ; 而 调频 电台 WFAT 位 于 波 蒂 奇 市 , 以 96.5 MHz 的 频率 广播 . 一 
般 地 , 无 线 电 调频 台 都 给 日 己 起 个 名 字 ( 淮 确 地 说 是 上 昵称). 例如 , 电台 WVTI ARE 
己 为 “新 1-96", 电台 WFAT 的 昵称 为 “肥胖 一 号 ”. 依据 一 些 参 数 (如 天 线 的 高 度 ， 
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信号 的 有 效 幅 射 强 度 ), 调频 电台 可 分 为 不 同 的 类 别 . 图 12.26 给 出 了 常见 的 五 类 电 
台 : A, B1, B, Cl 和 C. 对 每 类 电台 , 图 12.26 中 还 标 出 了 信号 的 最 大 有 效 幅 射 强 
BE (ERP)( 以 功率 (kW) 度量 ), 平均 地 形 之 上 的 最 大 天 线 高 度 (HAAT) (以 米 (m) 度 
ft). 图 12.27 列 出 了 电台 WVTI 和 WFAT 所 属 的 类 别 ， 


WVTI WFAT 
ees | mio 
ERP (kW) 
ene | A | B 


调频 | 最 大 值 | EKE 
电台 ERP HAAT 
类 别 | (kW) (m) 
_B | 50 
























oaiool ao 


图 12.26 ”调频 电台 的 分 类 图 12.27 电台 ERP 和 HAAT 


调频 电台 的 频道 分 配 不 仅仅 依赖 于 信号 的 有 效 辐射 强度 和 天 线 的 高 度 , 而 且 还 
依赖 于 电台 之 间 的 距离 . 特别 地 , 如 果 两 个 电台 分 享 相同 的 频道 ( 称 为 共 频 着 电台 )， 
则 它们 之 间 的 距离 至 少 应 该 为 115 公里 (71 海里 ); 当然 , 具体 的 分 割 距离 还 依赖 于 
电台 的 类 型 . 两 个 频道 称 为 是 第 一 相 邻 的 , 或 简称 相 邻 的 , 如 果 它 们 的 频率 相差 200 
kHz, 即 这 两 个 频道 在 调频 广播 的 刻度 表 上 是 连续 的 . 例如 , 105.7 MHz 上 的 调频 电 
台 和 频道 105.9 MHz 上 调频 电台 是 相 邻 的 . 相 邻 频道 的 电台 距离 至 少 为 72 公里 (45 
海里 )， 另 外 , 电台 之 间 的 距离 也 依据 它们 所 属 的 类 型 而 变化 . 例如 , 相差 400 kHz 
或 600 kHz 的 两 个 电台 (所 谓 的 2 相 邻 , 或 3 相 邻 ) 之 间 的 距离 至 少 为 31 SE. 图 
12.28 列 出 了 这 些 频道 上 的 电台 之 间 的 实际 最 小 距离 . 

因为 调频 电台 WFAT 属于 A 类 电台 , 并 以 96.5 MHz 的 频道 广播 , 而 电台 WVTI 
属于 B 类 电台 , 以 96.1 MHz 的 频道 广播 , 因此 它们 是 第 二 相 邻 电台 , 故 它们 之 间 的 
距离 至 少 应 该 为 69 公里 . 这 种 条 件 一 般 要 满足 , 即使 不 满足 , 情形 也 很 少 . 

一 般 而 言 , 彼此 之 间 很 靠近 的 调频 电台 必需 分 配 以 不 同 的 频道 . 两 个 电台 离 得 
BIT, 它们 所 分 配 的 频道 就 应 该 相差 越 大 . 如 何 给 发 射 机 有 效 地 分 配 频道 就 是 所 谓 
的 频道 分 配 问 题 (Channel Assignment Problem). 

应 用 图 理论 研究 频道 分 配 问 题 至 少 可 以 奶 溯 到 1970 年 1980 年 , William Hale 
给 出 了 频道 分 配 问题 的 一 个 模型 . 通常 人 们 把 频道 分 配 问题 转化 为 图 染色 问题 , 其 
中 (1) 发射 器 就 是 图 的 顶点 ,(2) 两 个 顶点 (发 射 器 ) 是 邻接 的 , 如 果 它 们 离 得 足够 近 ， 
(3) 顶点 的 颜色 就 是 分 配给 对 应 发 射 涡 的 频道 ,(4) 满足 极 小 距离 分 割 要 求 , BY, 对 每 
对 颜色 , 在 它们 所 对 应 的 不 同 顶点 之 间 都 有 一 个 最 小 的 可 行距 离 . 

对 于 由 频道 分 配 问 题 所 引发 的 图 模型 , 我 们 考虑 其 中 的 一 个 模型 . 对 于 一 个 n 
MEMAK G 和 一 个 整数 (1 < k < diam(G)), G 的 一 个 广播 染色 (radio k- 
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图 12.28 ”调频 电台 之 间 的 所 必需 的 距离 (公里 ) 


coloring) 定 义 为 满足 如 下 条 件 的 一 个 函数 c: V(G) 一 N, 使 得 对 G 的 任意 两 个 不 
ATi u Al v, 有 
d(u,v) + je(u) — c(v)| 21+k. 


WMA 8 上 =2, 则 广播 2 染色 要 求 : 对 G 的 任意 两 个 不 同 顶点 以 和 wv, 有 
d(u,v) + jelu) — ew) > 3. 


这 就 是 说 ， 

(1) 分 配给 邻接 项 后 的 颜色 必须 至 少 相 差 2， 

(2) 距离 为 2 的 顶点 必须 分 配 以 不 同 的 颜色 ， 

(3) 对 距离 大 于 或 等 于 3 的 顶点 , 没有 染色 限制 . 

图 12.29 所 示 的 是 图 H 的 一 个 广播 2 染色 . 

一 个 连通 图 G 的 广播 染色 c 的 值 (value) rcx(c) 定义 为 分 配给 G 顶点 的 最 
大 颜色 ; G J H k E% (radio k-chromatic number) rcx(G) 定义 为 min{rck(c)} 
MOR G 的 所 有 广播 有 染色 co). G 的 一 个 厂 播 有 染色 c 称 为 是 最 小 广播 k 染色 
(minimum radio k-coloring), 如 果 rcx(c) = rcr(G). 对 连通 图 G 的 任 一 个 最 小 
广播 上 染色 c, 必然 存在 顶点 u 和 v, 使 得 c(w) = 1 和 c(v) = rele). 

对 图 12.29 中 图 A 的 广播 2 染色 , rcz(c) = 7. 但 H 的 厂 播 2 色 数 不 是 7. 图 
12.30 给 出 了 H 的 一 个 信 为 6 的 广播 2 染色 . 事实 上 , ree(H) = 6. 

例 12.18 对 图 12.29 中 的 图 H, reo(H) = 6. 


1 4 
H ° H 1 
1 5 了 1 6 3 5 > 
图 12.29 图 的 广播 2 染色 图 12.30 ”图 的 最 小 广播 2 染色 


解 图 12.30 所 给 出 的 广播 2 染色 具有 值 6, 因此 reo(H) <6. REFE H W 
广播 2 染色 , 它 仅 用 颜色 1, 2, 3, 4,5. 因为 五 中 3 席 的 顶点 形成 一 个 三 角形 , 所 
以 它们 必须 染色 为 1, 3, 5. Ry 是 染色 为 3 的 顶点 ,v 是 H PS y 邻接 的 端点 ( 见 
图 12.31). 由 于 jew) —c(y)| > 2 H. 1 <c(v) <5, 所 以 或 者 c(v) = 1, 或 者 c(v) = 5. 
因为 d(v, x) = d(v,w) = 2, 所 以 上 述 两 种 情形 都 将 导致 译 盾 ; 从 而 推出 c(v) #1 H 
clu) #5. | Q 





图 12.31 ff) 12.18 中 证 明 reo(H) = 6 的 一 步 


对 于 某 些 值 k, 对 应 的 广播 k 染色 非常 具有 研究 价值 . 当 k& = 1 时 , 连通 图 G 
的 广播 1 染色 要 求 : 对 G 中 任意 两 个 不 同 顶 点 4 和 vw, 均 有 


dlu, v) + |c(u) — c(v)| > 2. 


这 就 是 说 , 邻接 的 顶点 必须 着 不 同 的 颜色 , 而 对 距离 大 于 或 等 于 2 的 顶点 染色 没有 
限制 . 显然 , 这 就 是 顶点 染色 的 标准 定义 . 因此 , S RE k 染色 是 标准 顶点 染色 的 推广 . 

广播 2 染色 也 已 经 获得 很 好 研究 , 它 也 称 为 是 距离 2 标号 (labelings at dis- 
tance 2) 或 者 L(2, 1) 标号 (L(2, 1)-labelings). 对 于 直径 为 d 的 连通 图 G MA, 
G 的 一 个 广播 d 染色 也 称 为 是 广播 标号 ( radio labeling). 具体 地 说 , 连通 图 G 的 
一 个 广播 标号 是 一 个 函数 c :V(G) ON, 满足 : 对 G 的 任意 两 个 不 同 顶 点 勾 和 v, 
均 有 | 

d(u,v) + lelu) — c(v)| > 1+ diam(G). 

由 于 对 G RERAMA u fl v, BA d(u,v) < diam(G), 所 以 在 广播 标号 中 , 任 
意 两 个 不 同 顶点 均 以 不 同 颜色 染色 (或 标 导 ). 

对 于 连通 图 G 的 一 个 广播 标号 c c 的 值 (value) rn(c) 定义 为 分 配给 G 顶点 的 
最 大 标号 (或 颜色 ). G 的 广播 数 (radio number) rcr(G) 定义 为 G 的 所 有 广播 标 
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号 的 最 小 值 . 满足 rn(c) = rn(G) 的 一 个 广播 标号 称 为 是 最 小 广播 标号 (minimum 
radio labeling). 为 阐述 上 面 的 概念 , 我 们 来 看 下 面 的 例子 . 
例 12.19 对 图 12.32(a) 中 的 图 G, 确定 rn(G). 


yY 8 
u 4) 1 
G £ 4 3 
wW 6 


(a) (b) 
图 12.32 图 G 的 一 个 广播 标号 


We ”因为 diam(G) = 3, 所 以 在 G 的 每 个 广播 标号 中 , 任意 两 个 邻接 顶点 的 标 
号 必须 至 少 相 差 3, 任意 两 个 距离 为 2 的 顶点 的 标号 必须 至 少 相 差 2. 两 个 顶点 的 
标号 恰好 相差 1 仅 当 它们 的 距离 为 3. 因此 , 图 12.32(b) 所 给 的 标号 是 G 的 一 个 广 
播 标 号 . 从 而 , rn(G) < 8. 男 一 方面 , rn(G) 关 7; 否则 , 假设 存在 G 的 一 个 三 播 标 与 
c, 满足 rn(c) = rn(G) = 7. 因为 在 整数 2, 3, 4, 5, 6 F, 恰好 有 两 个 没有 用 以 标号 ， 
所 以 在 {1, 2,---, ?7} 中 , 或 者 有 三 个 连续 整数 用 以 G 的 顶点 标号 , 或 者 有 两 对 连续 
整数 用 以 G 的 顶点 标号 ; 然而 , 这 两 种 情形 都 不 可 能 发 生 , Ay u 和 w 是 C 中 距离 
为 3 的 仅 有 的 两 个 顶点 . 因此 , rn(G) = 8, 从 而 图 12.32(b) 所 给 的 标号 就 是 一 个 最 
小 广播 标号 . Q 


Ww G 是 一 个 连通 图 ， H V(G) 一 {v1, V2, ue Un}, d = diam(G), C 是 G 的 一 个 广 
播 标号 . c 的 补 标号 (complementary labeling) ¢ € XX: 对 所 有 的 1 (1 <i<n), 
c(vi) = (rn(c) + 1) — ec(v;). 


图 12.33 给 出 图 12.32(b) 中 G 的 广播 标 叶 的 补 标号 . 


> 
5 6 
3 
12.33 ”一 个 补 标号 

因为 对 所 有 的 i,j A <i<j <n), BA leu) — c(v;)| = jeli) 一 clv;) 所 以 我 
们 有 下 面 的 结论 . 

定理 12.20 设 G 且 一 个 连通 图 . 如 果 c 是 G 的 一 个 广播 标号 , 则 5 也 是 G 
的 一 个 广播 标 屯 . 

因此 , 如 果 c 是 连通 图 G 的 一 个 最 小 广播 标号 , 则 也 是 G 的 一 个 最 小 广播 标 
号 , 从 而 rn(€) = rn(c). 
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习题 

12.52 WEH: WREEK G 的 一 个 值 为 上 的 广播 标号 , 则 存在 G 一 个 值 为 上 +1 的 广播 
标号 . 

12.53 ”对 于 n > 3, 确定 rn(K,). 

12.54 ”对 于 天 = 1,2, 确定 rcr (Ks), 其 中 1<rsgs. 

12.55 ”对 于 3<ng<7 以 及 1<k<&<n 一 1, 确定 rcx(P,). 

12.56 XF38<n<T7TWR1l<k< n/2, ME rcx (Cn). 


12.6 GARR: 图 与 图 之 间 的 距离 


显然 , 两 个 图 G Al H BATTAL PY, 或 独 个 同和 构 对 于 两 个 图 G 和 A, 我 们 经 常 提 

H (并 对 答案 很 满意 ): 
G #7 H x% Fl #89 °3? 

右 G 和 互 有 不 同 阶 或 不 同 边 数 时 , 答案 是 显然 的 . 因此 我 们 在 讨论 同 构 时 , 只 对 具 
有 相同 阶 和 相同 边 数 的 两 个 图 感 兴趣 . 一 旦 问题 有 了 答案 , 不 论 用 哪 种 方法 , 我 们 
可 能 会 继续 考虑 一 些 其 他 问题 . 如 有 果 管 案 是 否定 的 , 即 G 和 五 是 不 同 构 的 , 我 们 就 
会 提出 一 些 问 题 . 但 是 , 证 明 G 和 五 是 不 同 构 的 , 可 能 会 相当 容易 ( 当 二 图 有 明显 
的 区 别 ), 也 有 可 能 相当 困难 ( 当 二 图 有 着 惊人 的 相似 ). 这 就 目 然 地 提出 问题 ， 如何 
比较 两 个 图 , 当然 这 两 个 图 至 少 有 相同 阶 和 相同 边 数 , 即 , 两 个 非 同 构图 到 底 有 多 大 
程度 的 接近 ? 回答 该 问题 有 一 些 已 有 的 方法 , 我 们 介绍 其 中 的 一 种 . 

设 G 和 五 是 两 个 阶 为 n 且 边 数 为 m 的 图 , 其 中 nn 和 om 均 为 正 整 数 , 当然 
1 < m (2). 我 们 定义 G 和 五 之 间 的 距离 ( 称 为 旋转 距离 ). WE G S H, 则 定义 
d(G,H)=0, RE G Z H, MR GAARA YL u,v, 和 w, 使 得 uv © E(G), 
uw ¢ E(G), HH S G -— w + uw, 则 称 G 可 以 通过 一 次 边 旋 转 (by an edge 
rotation) 变换 为 (transform into) H, 或 称 G 可 以 旋转 (rotate) AH H. 例如 图 | 
12.34 中 的 图 G 可 以 旋转 为 A, 但 G 不 能 旋转 为 F 


AE 


图 12.34 ” 边 旋 转 


对 具有 相同 阶 和 相同 边 数 的 两 个 图 G 和 H, G 和 H 的 旋转 距离 (rotation 
distance) d(G,H) 定义 为 满足 下 面条 件 的 最 小 非 负 整数 ， 存 在 一 个 图 序列 Go, 
Gi, mes Gr, 使 得 Go = G, Gr = H, 以 及 对 i = 0,1,...,k 1, Gi 可 以 旋转 为 
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Gi+1. 因此 对 于 图 12.34 PA G, H fi F, d(G,H) = 1, d(G, F) = 2. 对 于 图 12.35 
中 的 图 G 和 A’, d(G’, H’) = 3. 


i VAN ， gg 
O O———O 


图 12.35 ”旋转 距离 为 3 的 图 G 和 OH’ 


在 具有 固定 阶 数 和 国定 边 数 的 图 集合 上 , 旋转 距离 是 一 种 度 其 , 它 给 出 了 两 个 
图 接近 同 构 的 程度 一 一 两 个 图 的 距离 越 小 , 它们 越 接近 于 同 构 . | 

在 讨论 旋转 距离 时 , 我 们 很 目 然 地 提出 另 一 个 概念 ， 对 于 两 个 非 空 图 G1 和 
G2( 未 必 有 相同 的 阶 或 相同 的 边 数 ), 图 G 称 为 是 Gi 和 Go 的 一 个 最 大 公共 子 图 
(greatest common subgraph), 如 果 G EEF Ga 的 一 个 边 诱导 子 图 , RAY 
于 Gs 的 一 个 边 刻 导 子 图 , H G 有 最 大 边 数 . 图 12.36 中 的 图 Gi 和 G: 有 三 个 不 同 
的 最 大 公共 了 于 图 G,G” AG”. 


图 12.36 ”最 大 公共 子 图 
借助 于 最 大 公共 子 图 的 边 数 , 我 们 可 以 建立 图 旋转 距离 的 上 窜 . 
定理 12.21 设 G 和 玉 有 是 两 个 阶 为 n ELEXA MHA, 其 中 nn 和 m ALE 
KR KF AGH ORKAHTA, 且 具有 边 数 s. 则 
d(G, H) < 2(m — s). 


证 ”| 直接 证 法 ] 如 果 s = m, WG S A, 从 而 d(G,H) = 0. 因此 我 们 可 假设 
1 <s<m. 设 G* 和 五 * PRAGA A AAAY, BG] H* SF. 进一步 ， 
假设 V(G) = V(A) = {u1, v2,---, Un}, FAFA G* 和 A* 有 完全 相同 的 标号 . 因为 
GHH, MUG 含有 一 条 不 属于 五 的 边 viv;, 日 也 含有 一 条 不 属于 G 的 边 vpra. 
假设 {v u} {vp vg} #0, 不妨 设 vj; = vp. M G 可 以 旋转 为 Gi = G 一 viv; + Ujug, 
从 而 d(G, Gi) = 1. 接 下 来 , 假设 {vi vi} N {Up vg} = b. 

假设 , 在 图 G 中 , v; 和 v; 中 至 少 有 一 个 与 vp 和 vg 中 的 至 少 一 个 不 邻接 , 不 
妨 设 vivo € E(G). M G 可 以 旋转 为 G = G 一 viv; 十 vivp, HHH G' 可 以 旋转 为 
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G” = G" — ViUp + vpvg, 因此 d(G, G”) < 2. 
AA, 如 果 v; Mv 中 的 每 个 顶点 都 与 w 和 w 邻接 , 则 G 可 以 旋转 为 

Gi = G—UjUp + Uptg, FFA G1 可 以 旋转 为 Go = Gi — viv; + viv, 因此 d(G,G2) < 2. 
因此 , 在 任 一 情形 下 G 都 可 以 由 至 多 两 次 旋转 而 变换 为 H' = G — viv; + vpvo， 
因此 d(G, H’) <2. A’ A HA s+1 条 公共 边 , 所 以 继续 上 面 操作 , 我 们 可 以 得 到 
d(G, H) < 2(m — s}. 


对 一 个 具有 相同 阶 和 相同 边 数 的 图 集合 , 可 以 建立 一 个 图 模型 以 描述 该 集合 内 
图 之 间 的 旋转 联系 . BES = {Gi, G2z,… ,Gxk} 就 是 这 样 的 集合 . 则 5 的 旋转 距离 图 
(rotation distance graph) D(S) 是 以 5 为 它 的 顶点 集 , 并 且 顶 点 (图 ) G; M G; 
是 邻接 的 , 如 果 d(Gi, Gj) 二 1. 图 12.37 给 出 了 集合 5 = {G1, G2, G3, Ga} 的 旋转 距 
离 图 DCS). 


Ye beh be 


图 12.37 旋转 距离 图 


— Bl G 称 为 是 旋转 距离 图 (rotation distance graph), 如 果 存 在 某 个 图 集 
aS, 使 得 G = D(S). 所 以 , 图 12.37 中 的 图 G S K4 -— e 就 是 一 个 旋转 距离 图 . 
习题 
12.57 ”对 于 每 个 正 整 数 , 证 明 并 解释 ， 存在 两 个 图 G 和 H, 使 得 d(G, H) =k. 

12.58 ”列举 两 个 图 G 和 A, 使 得 它们 有 唯一 的 最 大 公共 子 图 . 

12.59 “对 于 每 个 正 整数 k, 列举 两 个 图 G 和 H, 使 得 它们 恰 有 k 个 最 大 公共 子 图 . 

12.60 ”证 明 : 定理 12.21 中 的 界 是 紧 的 . 

12.61 ”证 明 : Ks 是 一 个 旋转 距离 图 .， 

12.62 WEH: Ca 是 一 个 旋转 距离 图 . 

12.63 ”对 具有 固定 阶 和 固定 边 数 的 两 个 图 , 定义 另 一 种 距离 d, 并 且 列 举 两 个 图 G 和 H, 
使 得 d (G, H) 不 等 于 这 两 个 图 的 旋转 距离 . 


RISB f rfl 


13.1 图 的 控制 数 


回顾 一 下 , 对 于 图 G 的 一 个 顶点 v, v 的 邻 点 (neighbor) 是 指 G 中 与 v 邻接 的 
一 个 顶点 ;vv 的 邻 域 (neighborhood) (或 开 邻 域 (open neighborhood)) N(v) 是 指 
v 的 邻 点 集合 . v 的 财 邻 域 (closed neighborhood) N[v] 定义 为 Nv| = N(w)U {v}. 
在 图 G 中 , 一 个 顶点 v 控制 (dominate) 它 自身 和 它 的 每 个 邻 点 , 即 v 控制 闭 邻 域 
Nio) 的 每 个 顶点 . 因此 ,w 控制 G 的 1 十 degv TILA. 

图 G 的 一 个 顶点 集合 S 称 为 是 G 的 控制 集 (dominating set), WR G 的 
每 个 顶点 都 被 9 中 的 某 个 顶点 控制 . 等 价 地 , G 的 一 个 顶点 集合 5 是 G 的 控制 集 ， 
如 果 V(G) - S 的 每 个 顶点 都 与 S 的 某 个 顶点 相 邻 . 考虑 图 13.1 中 的 图 G, 集合 
Sı = {u, v, w} 和 So = {u1, us, v1, 04} 都 是 G 的 控制 集 , 其 中 51 和 So 的 顶点 分 别 
以 实心 点 标 出 . 





Sı = {u,v,w} Sq = {ui, ua, V1, V4} 


图 13.1 图 G 的 两 个 控制 集 


图 G 的 最 小 控制 集 (minimum dominating set) 定 义 为 具有 最 小 基数 的 控制 
集 . 最 小 控制 集 的 基数 称 为 是 G 的 控制 数 (domination number), 记 为 7(G). 注 
意 , 图 的 控制 数 记号 和 图 的 亏 格 记 号 是 相同 的 , 它 是 图 的 控制 数 和 亏 格 的 常用 符号 . 
当然 , 只 要 不 在 同一 场合 讨论 图 的 控制 数 和 亏 格 , 这 就 不 会 引起 混淆 . 

图 的 控制 问题 是 由 Claude Berge 于 1958 年 和 Oystein Ore 于 1962 年 提出 并 
进行 研究 的 , Ore 真正 使 用 了 控制 该 术 词 . 然而 , 直到 1977 年 维多利亚 大 学 的 Ernie 
Cockayne Al st sek ERA HY Stephen Hedetniemi 合作 的 一 篇 文章 发 表 , 控制 才 真 正 
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成 为 许多 专家 感 兴趣 的 一 个 研究 专题 . 1998 年 , 东 田 纳西 州立 大 学 的 Teresa Haynes 
和 阿拉 巴 马 大 学 的 Peter Slate 关 计 此 专题 合作 写 了 一 篇 综述 . 有 关 控 制 的 文章 已 
经 超过 了 2000 篇 . 

因为 图 的 顶点 集 总 是 一 个 控制 集 , 所 以 控制 数 对 每 个 图 都 有 定义 . 如 果 G 是 nn 
阶 图 ; 则 1 < y(G) < n. n 阶 的 图 G 具有 控制 数 1 当 且 仅 当 G 含有 一 个 度 为 n 一 1 
的 顶点 v; 此 时 {v} 就 是 一 个 最 小 控制 集 ; yY(G) = n 当 且 仅 当 G S% Ky; 此 时 VG) 
是 唯一 的 最 小 控制 集 . 

我 们 回 到 图 13.1 中 的 图 CG. OH, 集合 S = {u,v,w} 是 G 的 一 个 控制 集 , A 
此 y(G) < 3. 为 证 明 G 的 控制 数 恰好 为 3, 这 就 要 证 明 G 没有 仅 含 两 个 顶点 的 控 
制 集 . 注意 到 , G 的 阶 是 11, 而 G 中 每 个 顶点 的 度 至 多 为 4, 这 就 是 说 , 没有 哪个 顶 
点 可 以 控制 多 于 5 个 的 顶点 . 因此 , 任意 两 个 顶点 至 多 控制 10 个 顶点 , 即 y(G) > 2, 
从 而 7Y(G) = 3. 

我 们 再 看 有 关 控 制 的 一 个 实例 . 图 13.2 所 示 的 是 某 个 城市 的 部 分 示意 图 , CE 
由 三 条 水 平 街 道 和 四 条 垂直 街道 所 划分 的 6 个 街区 构成 . 现在 要 在 街道 的 路 口 设置 
ARES. 假设 每 个 治安 六 亭 不 仅 能 确保 其 所 在 路 口 的 安全 , 而 且 还 能 确保 其 视线 
苑 围 之 内 的 一 个 街区 的 所 有 路 口 的 安全 . 现在 的 问题 是 : 至 少 需要 多 少 个 治安 岗亭 ; 
才能 确保 所 有 的 12 个 街道 的 路 口 的 安全 ? 图 13.2 给 出 了 设 有 治安 岗亭 (RN SG) 
的 四 个 路 口 , 使 得 所 有 的 12 个 路 口 都 在 视线 之 内 . 





图 13.2 Fea Tay dH 


上 面 铺 形 可 以 用 图 13.3 中 的 图 G 建 模 . 显然 , G te She -B ULAR Ps x Pa, 为 
二 部 图 . GE BR Ee G ETO, 两 个 顶点 是 相 邻 的 如 采 这 两 个 项 点 对 应 的 路 口 
位 于 某 街 区 同一 街道 的 两 侧 . 对 图 13.2 中 的 城市 寻求 所 需 设 置 的 最 少 治安 网 学 数 
的 问题 等 同 于 寻求 图 13.3 中 图 G 的 控制 数 的 问题 . 图 13.3 中 的 实心 顶点 对 应 于 图 
13.2 中 的 治安 岗亭 

例 13.1 对 图 13.3 中 的 图 G, 7yY(G) = 4. | 

解 AAA 13.3 中 的 四 个 实心 顶点 形成 G 的 一 个 控制 集 ， 所 以 y(G) <4. 为 
了 验证 Y(G) > 4, 这 就 要 证 明 G RAE 3 个 顶点 的 控制 集 . 

图 G 含有 12 个 顶点 , 其 中 有 两 个 度 为 4 的 顶点 , 六 个 度 为 3 的 顶点 , 而 其 余 4 
个 顶点 的 上 度 均 为 2. 因此 ,在 G 中 ,有 2 个 顶点 分 别 控 制 5 个 顶点 ,有 6 个 项 点 分 别 
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~ h 
图 13.3 “” 某 城市 地 图 的 图 模型 


控制 4 个 顶点 . 故 有 理由 相信 , 存在 一 个 含 3 个 顶点 的 集合 , 它 能 控制 G 的 全 部 12 
个 顶点 . 另 一 方面 , 注意 到 G 是 二 部 的 , 因此 它 的 顶点 可 以 用 两 种 颜色 染色 , 不 妨 设 
为 红色 (R) ARE (B). 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 G 的 顶点 染色 为 图 13.4 的 情形 . 注 
意 到 每 个 顶点 与 它 的 邻 所 有 不 同 的 颜色 


图 13.4 图 P x Pa 


假设 G 中 存在 含有 3 个 顶点 的 控制 集 S, 则 5S 中 至 少 存在 2 个 顶点 的 颜色 
是 一 样 的 . WR 5 的 所 有 3 个 顶点 染 相同 的 颜色 (比方 说 红色 ), 则 6 个 红色 顶点 
HA 3 个 被 5 控制 . 因此 5 中 恰 有 2 个 顶点 染 相 同 的 颜色 (比方 说 红色 ), H 
第 三 个 顶点 染 蓝 色 ， MES 中 蓝 色 顶点 的 度 至 多 为 3, 则 它 至 多 控制 3 个 红色 顶 
点 , 因此 5 至 多 控制 G 的 5 个 红色 顶点 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 5 中 必定 包含 x ( 见 
图 13.4) FARMAN RAILS. HF y 和 z 是 仅 有 的 不 被 x 控制 的 2 个 红色 顶 
点 , 所 以 9 = {x,y,z}. 而 此 时 顶点 u 和 ww 不 能 被 5S 控制 , 因此 这 也 不 可 能 . 所 以 
y(G) = 4. > 


证 明 y(P3 x Ps) = 4 的 过 程 也 前 明了 确定 图 的 控制 数 的 一 般 程序 . 对 于 某 个 
图 G, 为 了 证 明 yG) = k, 我 们 首先 要 寻找 G 的 一 个 含 & 个 顶点 的 控制 集 (这 
说 明 7(G) < k); 另外 我 们 必须 验证 G 的 任 一 控制 集 至 少 含 有 k 个 顶点 (这 说 明 
(G) 2 k). 

前 面 已 经 提 到 , ” 阶 图 G 具有 控制 数 1 当 且 仅 当 G 含有 一 个 度 为 n 一 1 ATR 
v. Alt, 完全 图 和 星 图 都 有 控制 数 1. 下 面 给 出 了 大 家 比较 熟悉 的 一 类 图 的 控制 数 . 

例 13.2 F n 23, A 7(C,) = [n/3]. 

解 ”首先 , 我 们 可 设 n= 3g 十 7, AP O0 <r <2. 因为 Cn 是 2 正则 的 ,因此 Ch 
的 每 个 顶点 恰好 控制 三 个 顶点 , 所 以 Ch 的 任意 q 个 顶点 至 多 控制 Cn 的 39 TH 
点 . 所 以 , WR r= 0, 则 7(Cn) > 9; WR r= 1 Mr = 2, MW (CL) >q4+. 
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首先 假设 7 = 0. 对 于 Co 的 任 一 顶点 v, HR uv ARMA v FRR Cn( 按 同一 方 
向 循环 ) 的 每 隔 两 个 顶点 的 顶点 ; 这 些 点 构成 了 一 个 集合 S. 则 Ch 的 每 个 顶点 均 恰 
好 被 S 中 的 一 个 顶点 控制 . 因为 S 恰好 含 gq 个 顶点 , 所 以 Cn) <a. 接 下 来 假设 
r 二 1 或 r= 2. 类似 地 , 对 于 Cn 的 任 一 顶点 v, 选取 wv 以 及 从 wv 开始 沿 Cn( 按 同一 
方向 循环 ) 的 每 隔 两 个 顶点 的 顶点 , 直到 已 选取 9g 十 1 个 顶点 ( 见 图 13.5); 这 些 点 构 
成 了 一 个 集合 SWC, 中 任 一 顶点 均 被 5 的 至 少 一 个 顶点 控制 . 因此 9 是 Cn 的 
一 个 控制 集 , 所 以 (Cn) < 9 十 1 BM, 在 这 两 种 情形 下 , 均 有 7(Cn) = [n/3]. 0 


VU v U 


C's Cr C's 


图 13.5 46<n<8h, Cn 的 最 小 控制 集 


借助 于 图 的 阶 和 最 大 上 度 , 我 们 可 以 建立 图 的 控制 数 的 上 下 春 . 
定理 13.3 如 果 G 是 一 个 阶 为 兄 的 图 , 则 
IAG < y(G) <S n — A(G). 

证 [直接 证 法 ] 我 们 已 经 提 到 过 , ” 阶 图 G 的 每 个 顶点 v 可 以 控制 1 十 degv 个 
顶点 . 如 果 所 选择 的 v 满足 deguv = A(G), M v LAIR G 的 1+ 人 A(G) 个 顶点 , BE 
v 不 能 控制 的 顶点 数 为 n — (14+ A(G)). 因为 不 能 被 v PRI n — (14+ A(G)) TH 
点 中 的 任 一 个 都 可 被 它 自身 控制 , 所 以 G A —P SE n— (14 A(G)) +1 =n- AG) 
个 顶点 的 控制 集 . 因此 

y(G) <n — A(G). 

接 下 来 , 假设 Y(G) = k. WS = {u,v ob 是 G 的 一 个 最 小 控制 集 . 因为 

vi 控制 G 的 1+degw (1 <i<k) SUA, HE SHH GRA n 个 顶点 , 所 以 


k 
Sa + deg u;) È n. 


t=] 
5AM, XIF 1 cick, 1+degv; <1+A(G). 所 以 


k 
n S Sa + deg vi) < k(1 + A(G)). 


?一 十 
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因此 , k(1 + A(G)) >n. 由 7(G) =k, 可 推出 


y(G) 2 T+ AG)’ 


证 毕 . m 


定理 13.3 中 y(G) 的 两 个 界 都 是 紧 的 . 对 于 正 整数 "和 mn (r< n-2), 8 G Æ 
由 于 一 > 个 连通 分 支 构成 , 其 中 有 一 个 是 星 图 Kir, 而 其 余 每 个 都 是 单个 孤立 顶点 ， 
即 G=K Un 一 TUE W Kir 的 中 心 顶 点 控制 Ki,x 的 所 有 顶点 , 而 每 个 孤 
立 顶 点 只 能 由 其 自身 控制 . 因此 7(G) =n -r= n- AG). 

我 们 用 正则 图 来 说 明 下 界 是 紧 的 . AGS K 是 由 个 孤立 顶点 组 成 的 , 所 以 
G 是 0 正则 的 , 因此 A(G) = 0. 从 而 

n 
NG) =n = IFAC 

对 于 偶数 n, 设 n = 2k, EF k 2 1. i$ G kK, BG 由 个 连通 分 支 构成 , 每 个 
都 闻 构 于 Ko. 因此 G 是 1 正则 的 , 所 以 A(G) = 1. 每 个 连通 分 支 的 两 个 顶点 可 以 
被 两 个 中 的 任 一 个 控制 , 故 


Tt Tt 
UG) =k = 5 = TAG) 
我 们 已 经 知道 , y(Cn) = [n/3], 所 以 , WR n = 3k (k > 1 为 某 个 整数 ), 则 (Ch) = k. 
由 于 Crn Æ 2 正则 的 , A(G) = 2, 所 以 
Th Th 
(Cn) = k = 3 IFA) 
我 们 现在 转 而 考察 图 13.6 中 的 20 NE G. 因为 {uo, ua, vo, va, wo, wa pæ G 
的 一 个 控制 集 , 故 y(G) <6. 接 下 来 , WU = {u, u, us} 并 考虑 G 的 子 图 
F = (U). 由 于 G 的 每 个 顶点 控制 四 个 顶点 , 并 且 |0| = 5, 所 以 ,在 UU {uo} 中 ,全 
少 需 要 两 个 顶点 才能 控制 U 的 顶点 . 应 用 同样 的 方法 , 讨论 G P+ F 的 其 他 
两 个 子 图 , 我 们 得 到 yG) > 3-2=6. 因此 , 对 图 13.6 的 图 G, 
20 n 
1+3 1+A(G) 


设 S 是 G 的 一 个 控制 集 . 显然 , G 的 每 个 顶点 至 少 被 9 的 一 个 顶点 控制 . 可 能 
会 发 生 这 样 的 情形 : BOS 中 某 个 顶点 v 所 控制 的 每 个 顶点 也 同时 被 9 的 其 他 菜 个 
顶点 所 控制 . 此 时 , v 可 以 不 必 作为 G 的 控制 顶点 , 即 9 — {v} 仍然 是 G 的 一 个 控 
制 集 . 换言之 , v 可 以 从 S 中 删除 , 而 剩 下 的 集合 仍然 是 G 的 一 个 控制 集 ， 用 这 种 


y(G) = 6 > 5 = 





图 13.6 “一 个 20 阶 的 3 正则 图 


方法 , 我 们 从 S 中 不 断 地 删除 顶点 , 直到 我 们 获得 S 的 子 集 S, 使 得 3 ze G 的 控 
制 集 , 但 S 的 任 一 真子 集 都 不 是 G 的 控制 集 . 当然 , 这 并 不 说 明 3 是 G 的 最 小 控 
制 集 . 

F S E G 的 一 个 控制 集 , 而 5 的 任 一 真子 集 都 不 是 G 的 控制 集 , WS 称 为 是 
极 小 控制 集 (minimal dominating set). 每 个 最 小 控制 集 必然 是 一 个 极 小 控制 集 ， 
但 一 般 而 言 , 其 逆 不 成 立 . 例如 , 考虑 图 13.7 中 的 图 Cs, 集合 S= {v1,v2,v5,ve} Æ 
一 个 控制 集 , 如 果 我 们 从 S 中 任意 删除 一 个 顶点 , 则 剩 下 的 集合 部 不 是 控制 集 , A 
此 S 是 一 个 极 小 控制 集 . 由 于 (Cs) = [8/3] = 3, 所 以 5 不 是 Cs 的 最 小 控制 集 . 
又 如 , 图 13.1 中 G 的 控制 集 So 是 一 个 极 小 控制 集 , 但 不 是 最 小 控制 集 . 


v1 U2 


Cg 


V7 U4 


U6 V5 
图 13.7 Cs 的 极 小 控制 集 


由 于 图 G 的 每 个 孤立 顶点 只 能 被 其 自身 控制 , 所 以 G 的 每 个 控制 集 必须 包含 
其 所 有 孤立 顶点 . 然而 , 对 不 含 孤 立 顶 点 的 图 , 总 存在 两 个 不 相交 的 控制 集 . 

定理 13.4 设 G 为 不 含 缴 立 顶 点 的 图 . 如 果 5 是 G 的 极 小 控制 集 , 则 V(G) 一 5 
是 G 的 一 个 控制 集 . 

证 |[ 反 证 法 | 我 们 证 明 V(G) -3 是 G 的 一 个 控制 集 ， 设 ve VG), MR 
v EV(G) 一 5, Ws 被 其 自身 控制 . 因此 我 们 可 假设 v4V(G) 一 5, 从 而 ve 5. R 
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们 现在 证 明 v PTR V(G)— 3 的 某 个 顶点 控制 . 假设 v 不 被 V(G) -sS 中 的 任 一 顶 
点 所 控制 , W v 与 Y(G) 一 5 中 任 一 顶点 都 不 相 邻 . 因为 9 是 G 的 一 个 控制 集 , 所 
以 V(G) 一 5 的 每 个 顶点 都 被 9 PER v 以 外 的 某 个 顶点 控制 . 因此 , V(G) - 3 的 每 
个 顶点 都 可 被 5 一 {v} 的 某 个 顶点 控制 . 另 一 方面 , G 没有 孤立 顶点 , 所 以 ， 不 是 G 
的 孤立 顶点 . 由 于 与 V(G) 一 5 的 任 一 顶点 都 不 相 邻 , 所 以 v 必须 与 5 一 {v} 的 某 
PRU, 从 而 可 被 5 一 {v} 的 某 个 顶点 控制 , 故 S 一 {wv} 是 G 的 一 个 控制 集 ， 
XS 为 G 的 极 小 控制 集 矛 盾 . a 


对 于 不 含 孤 立项 点 的 图 , 借助 于 图 的 阶 , 我 们 给 出 图 的 控制 数 的 一 个 上 界 . 
推论 13.5 ”如 采 GATAL Ei n ME, 则 


n 
< —. 


证 [直接 证 法 | 设 5 是 G 的 一 个 最 小 控制 集 . 根据 定理 13.4, V(G) - 8 也 是 
G 一 个 控制 集 . 由 于 [S| + [V(G) -S| =n & |S| < |V(G) - S|, 因此 , (G) = |S] < 
n/2. 省 


我 们 已 经 看 到 : 在 一 个 图 中 如 果 4 二 vv 或 者 v 是 4 的 邻 点 , 则 顶点 4 控制 v. 当 
然 , 还 有 硅 干 其 他 类 型 的 控制 . 我 们 介绍 其 中 最 为 有 名 的 一 个 . 在 该 类 控制 中 , 我 们 
附加 了 一 个 限制 , 即 , 顶点 u 控制 顶点 v 仪 当 wv 是 的 一 个 邻 点 (在 此 情形 下 , 顶 
点 不 能 控制 其 自身 .) 为 了 与 通常 的 控制 区 别 开 来 , 我 们 称 这 种 控制 为 开 控制 (open 
domination), 尽管 有 时 也 称 之 为 总 控制 (total domination). 如 果 w € N(v), 则 
称 v 开 控制 (openly dominates) w, 即 顶 点 v 开 控 制 其 开 邻 域 N(v) 内 的 所 有 
顶点 . 图 G 的 一 个 顶点 集合 3 是 G 的 开 控 制 集 (open dominating set), 如 果 
G 的 每 个 顶点 都 至 少 与 S 的 一 个 顶点 相 邻 . 因此 , 图 G 含有 一 个 开 控 制 集 当 和 且 仅 
当 G 不 含 孤 并 顶点 ， 更 进一步 , 如 果 39 是 G 的 一 个 开 控制 集 , 则 由 S 诱导 的 子 
图 (5) AGATA. 图 G 的 开 控 制 集 的 最 小 基数 称 为 是 G 的 开 控制 数 (open 
domination number), 记 为 7,(G). 基数 为 7,(G) 的 开 控制 集 称 为 是 G 的 最 小 开 
控制 集 (minimum open dominating set). 例如 , 对 图 13.1 中 的 图 G( 在 图 13.8 
中 得 以 重 画 ), 集合 5 = (ur, v, w, v4} 是 G 的 最 小 开 控制 集 , 因此 ye(G) = 4 

当 n 之 3 时 , 例 13.2 已 经 告诉 我 们 Cn) = [n/3]. 现在 我 们 来 确定 Yo(Cn). 

例 13.6 4n23 时， 


2| 如 果 n 关 2 (mod 4) 
On) = | al, 





kto n = 2 (mod 4). 


解 设 Cn - U1, U02,°°°,Un,Un41 = Vi. 因为 Cn 是 2 TE WU ay, 所 以 Cn 的 每 个 顶 


326 第 13 章 控 制 


一 {u1,v,w, va} 


图 13.8 ”图 的 最 小 开 控 制 集 


点 恰好 开 控制 Ch 的 两 个 顶点 , 即 它 的 两 个 邻 点 . 因此 , 7o(Cn) > [n/2]. 我 们 首先 
假设 n #2 (mod 4), 并 分 三 种 情形 讨论 . 

情形 1 n=0 (mod 4). 因此 n= 4k > 4, M) {v1, V2, U5, ve, «++, Var—3, V4k_2} 就 
是 一 个 开 控 制 集 , 并 含有 2k = n/2 个 顶点 . 

情形 2 n=1 (mod 4). 因此 n= 4k +125. Wl {v1, v2, us, v6, ,V4k-3，; 
U4e—2, V4k+1} 是 一 个 开 控 制 集 , 并 含有 2k +1 = [fn/21 个 顶点 . 

情形 3 n=3 (mod 4). WE n = 4k+3 2-3. 则 {v1, ve, U5, v6, +47, V4k+1， 
vsk+2} 是 一 个 开 控 制 集 , 并 含有 2k 十 2 = [n/2] 个 顶点. 

因此 , 如 果 n Æ 2 (mod 4), W yo(Cn) = [n/2]. 剩 下 来 我 们 要 证 明 , 当 n = 
2 (mod 4), Yo(Cn) = (n + 2)/2. 此 时 , 存在 某 个 正 整 数 k, 使 得 nn = 4k 十 2. 因为 
{v1， V2, U5, U6, ,V4k+1; Vakta) 是 一 个 开 控 制 集 , 并 含有 2k 十 2 = (n+ 2)/2 个 
顶点 , 所 以 Yo(Cn) < (n + 2)/2. 因此 ， Yo(Cn) = n/2 或 Yo(Cn) = (n + 2) /2. 假设 
Yo(Cn) = n/2 = 2k +1, 并 设 5 是 Crn 的 一 个 最 小 开 控制 集 . 

我 们 先 对 集合 S 进行 一 些 观察 . 首先 , 设 vi, viti, Vigo, viga A Sign) 是 Cn 
上 连续 出 现 的 四 个 顶点 , 其 中 下 标 取 模 n 运算 . 顶点 vi 仅 可 以 被 vi N w+2 开 控 
fl; 而 vero 仅 可 以 被 w+l 或 vits 开 控 制 . 设 


Si = SM {vi) Vit1; Vit2, Vi43}. 


通过 上 述 观 察 , |5i| > 2, 并 且 存 在 ww € Si, 其 中 7 是 偶数 ,t 是 奇数 . 特别 地 , 存在 
jl <j <n), HE vj, vpi € S. 这 就 推出 ,v0;-2, vj-1, Vitz, Vjt E S. E 
9 = V(G) — {vj—2, ¥j—1, +++, Vj+3}- 


WW |S] = (4k+2)-6= 4(k 一 1). 因此 , S 至 少 含 有 F 的 2(k-1) ARAUAK {v;-2, 
Vii Vi+3} 的 4 个 顶点 . 此 时 我 们 有 151 > 2(k 一 1) 十 4= 2k 十 2, SRA. 所 
V n = 2 (mod 4) 时 , yo(Cn) = (n + 2)/2. 加 
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XIF 6 <n <9, BR| 13.9 DAAH T Cn 的 最 小 开 控 制 集 . 


Vi V} 


Ce C7 





图 13.9” 当 6<<n<9 时, Cn 的 最 小 开 控 制 集 


因为 每 个 图 的 最 小 开 控 制 集 至 少 含 有 两 个 元 素 , 所 以 对 每 个 不 含 狐 立项 点 的 n 
阶 图 G, 


2 S Yo(G) <n. (13.1) 


43 G 是 星 图 或 双星 图 , (13.1) 中 的 下 界 可 以 达到 ; 如 果 GS kK (k ASE TIER RO, 

则 (13.1) 中 的 上 界 也 可 以 达到 . 因此 , (13.1) PR FP aR eA BY. 

另外 , 借助 于 图 的 控制 数 , 我 们 还 可 以 得 到 (不 含 弧 立项 点 的 ) 图 的 开 控制 数 的 

Fr. 
定理 13.7 HAPRRSHRS MB G, 


VG) & Yo(G) < 27(G). 


WE [直接 证 法 ] AA G 的 每 个 开 控制 集 也 是 G 的 一 个 控制 集 , 所 以 yG) < 
Yo(G). 剩 下 来 要 证 明 yo(G) < 27(G). RS = {v1, v2,---, un} 是 G 的 一 个 最 小 控制 
集 , 因此 T(G)- 5 的 顶点 都 被 5 的 顶点 开 控 制 . 由 于 G PREM, 则 每 个 顶 
KA vi 的 开 邻 域 N(wi) 非 空 . 设 wi EN(wi) (1 <i <k), S = {v1,42,… uep 因此 ,5 
的 顶点 被 S 的 顶点 控制 . SUS 是 G 的 一 个 开 控 制 集 . 从 而 yo(GJ) < ISUS'|< 
213| = 2y(G). a 


定理 13.7 中 的 界 都 是 紧 的 . 例如 , 每 个 双星 图 的 控制 数 和 开 控 制 数 都 是 2. 对 


于 图 13.10 中 的 图 G, 设 S = {v1, V2, U3, U4, vs}, S’ 一 {u1, U2, UZ, U4, Us }. 则 S 是 
G 的 一 个 最 小 控制 集 ; 而 SUS! 是 一 个 最 小 开 控制 集 . 因此 ,y(G) = 5, yo(G) = 10. 


Uy ua U3 U4 us 
G Yı vo va v4 v5 
Wy wo w3 wW Wes 


图 13.10 ”满足 yo(G) = 27(G) HAG 


推论 13.5 告诉 我 们 , 不 含 孤立 顶点 的 n 阶 图 G 的 控制 数 至 多 为 n/2. 而 对 于 
开 控 制 数 , Ernie Cockayne, Robyn Dawes 和 Stephen Hedetniemi 已 经 证 明了 其 最 好 
的 上 界 是 2n/3. 

定理 13.8 如果 G 为 一 个 阶 为 n 之 3 的 连通 图 , 则 


2n 
< —., 


图 13.10 中 的 图 G 则 说 明了 定理 13.8 Pay Ae Aw. 
习题 
13.1 ”对 于 图 13.11 的 图 G, 确定 


(a) G 的 控制 数 ， 
(b) G 的 开 控 制 数 . 


图 13.11 “习题 13.1 的 图 G 


13.2 ”对 于 图 13.12 的 图 G, 确定 
(b) G 的 开 控 制 数 . 


,EE 


图 13.12 JÆ 13.2 的 图 G 


13.3 


13.4 


13.5 


13.6 
13.7 
13.8 


13.9 


13.10 


13.11 


13.12 


13.13 
13.14 
13.15 
13.16 
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对 下 面 的 每 个 图 , 确定 它 的 控制 数 和 开 控 制 数 : 
(1) Kn, n> 2, (2) Pa, n > 2, (3) Ks, (4) Qs, (5) Petersen 图 . 


对 于 每 个 正 整 数 n, 证 明 : 
(a) 存在 一 个 n 阶 连通 图 G, 使 得 7(G) =n- A(G). 
(b) 存在 一 个 n 阶 连通 图 G, 使 得 y(G) = n/(1 + A(G)). 
列举 | 
(a) 一 个 阶 为 某 个 正 整 数 n 的 图 G, 它 不 含 孤 立 顶 点 , 满足 AG) <n-2, 且 有 一 个 
最 小 控制 集 S, 使 得 : 对 于 5 的 每 个 顶点 v, 都 不 存在 V(G) - S 的 某 个 顶点 w, 
满足 N(w) 5S = {v}. 
(b) 一 个 阶 为 某 个 奇数 n > 9 的 图 G, 它 不 含 孤 立 顶点 , 并 有 最 大 可 能 的 控制 数 . 
证 明 : 对 于 每 对 整数 k,n (1 <k <n), 存在 一 个 n 阶 图 G, 使 得 7(G) = k. 
WEAR: 对 于 每 对 整数 k,n (1 <k < n/2), 存在 一 个 n 阶 连通 图 G, 使 得 7Y(G) = k. 
在 下 列 各 图 中 , 列举 一 个 极 小 控制 集 , 并 要 求 该 集合 不 是 最 小 控制 集 . (a) Po,(b) 习题 
13.1 的 图 G. 
证 明 : MRA G 的 某 个 控制 集 5 的 任意 两 个 顶点 都 不 相 邻 , 则 S 必然 是 极 小 控制 集 ， 
但 未 必 是 最 小 控制 集 . 
证 明 : 存在 图 G 及 其 极 小 控制 集 S, 使 得 [S| — yG) > 2. 
(a) HERR: 如 果 G 是 一 个 阶 为 n > 2 的 图 , 则 3 入 7(G) +7(G) < n+l. 
(b) 证 明 : 对 每 个 整数 n > 2, 存在 一 个 图 G, 使 得 Y(G) + yG) = 3. 
(c) TERA: 对 每 个 整数 n > 2, 存在 一 个 n WE G, 使 得 Y(G) 十 Y(G) = n++1. 
证 明 : 如 果 G 是 一 个 图 , 满足 Y(G) > 3 和 yG) > 3, 则 diam G = 2. [提示 : 首先 
证 明 G 是 连通 的 .] 
对 每 个 整数 k> 2, 列举 一 个 连通 图 G, 使 得 Y(G) = 7.(G) =k. 
对 每 个 正 整数 k, 列举 一 个 连通 图 G, 使 得 y(G) = k 以 及 Yo(G) = 2k. 
列举 一 个 连通 图 G, 使 得 yo(G) = 1.59(G). 
对 每 个 整数 n > 3 H n= 0 (mod 3), 列举 一 个 n 阶 图 G, 使 得 yo(G) = 2n/3. 


13.2 FORE: OE 


我 们 已 经 见 过 很 多 这 样 的 例子 : THETA REL AR Ma FT 


”类 . 最 常见 的 有 , 顶点 被 分 成 奇 点 和 侦 点 , 或 者 被 分 成 割 点 和 非 审 点 .当然 , 最 为 有 
名 的 例子 应 该 算是 图 的 染色 , 即 把 图 的 顶点 集 按 某 种 方式 分 成 若干 个 独立 集 . 


EE G 的 顶点 集 以 某 种 方式 实现 了 划分 , 则 称 G 是 一 个 分 层 图 (stratified 


graph). WR V(G) 被 划分 成 PPR, WH Vi, Ve, Ve, WK G 为 分 
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BE (k-stratified graph), 并 称 这 些 子 集 为 G HE (strata) 或 者 颜色 类 (color 
classes). 注意 到 , 我 们 对 子 集 Vd <i <k) 没有 附加 任何 限制 . 这 一 点 与 顶点 桨 
色 不 同 . WR G 是 2 分 层 的 , 则 我 们 通常 给 其 中 一 个 颜色 类 数 红 色 , 而 给 男 一 个 颜 
色 类 染 蓝 色 . 对 于 一 个 给 定 的 图 G, G 顶点 的 一 个 划分 (EE, G 顶点 的 一 种 染色 方 
R) 称 为 是 G 的 一 个 分 层 (stratification) (或 者 分 层 (k-stratification), 如 有 果 该 
划分 由 k 个 子 集 组 成 ). 例如 , 对 于 图 13.13 的 图 G, 我 们 给 出 了 CH 2 分 层 G1 和 和 
Go, 其 中 实心 顶点 代表 红色 顶点 , 空心 顶点 代表 荔 色 顶点 . 


图 13.13 ”图 的 2 分 层 


两 个 分 层 图 G 和 H 称 为 是 同 构 的 (isomorphic), 如 果 存 在 一 个 双 射 函数 
b: V(G) > V(A), 使 得 

(1) TOR u Al ov Æ G 中 是 邻接 的 当 且 仅 当 9(w) 和 Wo) Æ H 中 是 邻接 的 ， 

(2) 对 所 有 x € V(G), x 和 O(c) 都 染 相同 的 颜色 . 
此 时 , 函数 o 称 为 是 保 色 同 构 (color-preserving isomorphism). 

图 G 的 一 个 红 一 RRE (red-blue coloring) 指 的 是 给 G 的 顶点 分 配 红 蓝 两 
种 颜色 , 且 每 个 预 点 分 配 一 种 颜色 . 对 于 G 的 一 个 红 ~ 蓝 染 色 , 可 能 每 个 顶点 都 染 
红色 , 或 者 每 个 顶点 都 染 蓝 色 . 如 果 每 种 颜色 的 顶点 都 存在 , 则 该 红 一 RRR 
成 G 的 一 个 2 分 层 . 

分 层 图 的 研究 是 由 Reza Rashidi 和 Naveed Sherwani 于 1990 年 代 提 出 的 . 当 
我 们 想 把 晶体 管 安置 在 超大 规模 集成 (VLSD 的 电路 必 上 片上, 必须 设计 一 个 算法 以 
解决 多 层 布线 问题 . 应 用 图 的 顶点 集 划 分 的 想法 解决 上 述 问题 , 取得 了 令 人 满意 的 
结果 . 

图 的 控制 与 图 的 分 层 之 间 有 着 紧密 的 联系 , 特别 是 图 的 2 分 层 . 设 玉 是 一 个 2 
分 层 图 , 因此 , F 含有 一 个 或 更 多 个 红色 顶点 以 及 一 个 或 更 多 个 蓝 色 顶点 . 选择 F 
的 一 个 蓝 色 顶点 作为 请 的 根 (root), WA v. 图 13.13 中 的 图 G 的 另 一 个 2 分 层 图 
Gs 可 如 图 13.14 所 示 . 因为 Gs BARTS ee, 所 以 我 们 可 以 区 分 它 
们 , 主要 依据 是 哪个 蓝 色 顶点 被 选 为 根 , 并 用 FE A E” 分 别 表示 这 两 个 2 分 层 有 根 
图 . 

现在 , 设 是 一 个 2 分 层 有 根 图 , 即 FF 是 以 某 个 蓝 色 顶点 v 作为 根 的 2 分 层 
图 . 图 G 的 一 个 五 染色 (下 -coloring) 和 定义 为 G 的 一 个 红 一 BE, 并 满足 : 对 G 
的 每 个 蓝 色 顶点 w, G 都 含有 下 的 一 个 拷贝 且 使 得 v 对 应 于 w 也 就 是 说 , 对 G 的 
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图 13.14 2 分 屋 有 根 图 


每 个 蓝 色 顶 点 w, 都 存在 G 的 一 个 包含 多 的 2 分 层 子 图 G' URM FAG 的 保 色 
同 构 映 射 a, 使 得 a(v) =w. SEG 的 一 个 红 一 蓝 染 色 中 , 每 个 顶点 都 染 红 色 , 则 
此 时 对 任 一 2 分 层 有 根 图 F, 该 红 - RRA CHL) RE. 

例如 , 对 图 13.15 的 2 分 层 有 根 图 F 以 及 图 G, 我 们 给 出 了 G 的 一 个 F RE, 
此 外 , 当 F 的 根 wv 放置 在 G 的 蓝 色 顶点 uz E, 我 们 也 给 出 了 示意 图 . 


ul u2 
V 
U1 Ug 
F” G 
Wi w2 
T1 T2 
U1 UD 
u? 
Vi v2 
FY 染色 v2 
Wy w2 
w2 
Ti To 


图 13.15 KIGH F wga 


设 F 是 一 个 以 某 蓝 色 顶 点 v 为 根 的 2 分 层 有 根 图 , 并 设 G 是 一 个 图 . 在 G 的 
一 个 了 染色 中 , 红色 顶点 集合 称 为 是 G 的 一 个 下 控制 集 (F-dominating set). 具 
有 最 小 基数 的 FF 控制 集 称 为 是 最 小 F 控制 集 (minimum F-dominating set), 
最 小 F 控制 集 内 的 顶点 数 称 为 是 G 的 F 控制 数 (F-domination number), 记 
为 yr(G) 注意 到 , Yr(G) 对 每 个 图 都 有 定义 , 即使 G 不 含 同 构 于 (未 染色 的 )F 的 
TR; 因为 每 个 顶点 都 染 红色 的 红 一 KRE (对 G 而 言 ) 就 是 一 个 FRA. 4A 
G 的 一 个 F 染色 含有 Yr(G) 个 红色 顶点 , 则 称 该 染色 为 最 小 染色 (minimum 
F-coloring). 

对 一 些 较 小 的 连通 2 分 层 有 根 图 F, ve (GCG) AREARE? 显然 , 最 简单 的 情 
形 是 当下 为 2 分 层 K ( 见 图 13.16). 对 于 该 2 分 层 图 F, 图 的 F 控制 数 则 是 为 大 
家 《所 咪 悉 的 一 个 参数 . 
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| 
图 13.16 2 分 层 图 Ko 
定理 13.9 设 玉 是 2 分 层 图 Ko. 则 对 每 个 图 G, 


YF(G) = 7(G). 


证 ”| 直接 证 法 | 设 G 是 一 个 图 , 并 给 定 G 的 一 个 最 小 F 染色 . 这 就 推出 , G 的 
每 个 蓝 色 顶点 都 邻接 于 G 的 一 个 红色 顶点 . 因此, 红色 顶点 形成 G 的 一 个 控制 集 ， 
从 而 y(G) < yr(G). BEX, 考虑 一 个 最 小 控制 集 8, 并 把 S 的 所 有 顶点 都 染 红色 
而 把 其 余 顶 点 都 染 蓝 色 . 因为 每 个 蓝 色 顶点 至 少 与 一 个 红色 顶点 相 邻 , 因此 该 红 - 
蓝 染 色 是 G 的 一 个 下 染色. 因此 ye(G) < 7(G), 从 而 yr(G) = yG). m 


定理 13.9 说 明 , 通常 的 控制 可 视 为 是 一 个 F 染色, 只 要 选取 适当 的 2 分 层 有 根 
Al F BIA). 我 们 现在 转向 2 分 层 有 根 图 Ps. Ps 的 红 一 蓝 染 色 共 有 五 种 可 能 , 见 图 
13.17. 


图 13.17 2 分 层 有 根 图 Ps 


对 图 13.17 中 的 图 F; (i = 1,2,3,4,5) 以 及 图 13.18 的 图 G, 图 13.18 给 出 了 G 
关于 每 个 2 分 层 有 根 图 F 的 五 个 控制 参数 , 且 给 出 了 对 应 的 最 小 五 控制 集 . 

对 于 图 13.17 的 2 分 层 有 根 图 Fi, 所 对 应 的 控制 参数 也 为 大 家 所 部 悉 :. 

定理 13.10 RA AB 13.17 的 2 分 层 有 根 图 . 如 果 G ARAMIS 
A, 则 G 的 FF, 控制 数 就 是 G 的 开 控 制 数 ， 即 


YF (G) 一 Yo(G). 


证 [直接 证 法 , 反 证 法 ] 因为 G 不 含 孤立 顶点 , 所 以 G 有 一 个 开 控制 集 . 设 5 
是 G 的 一 个 最 小 开 控 制 集 , 并 给 5 的 顶点 染 红 色 , 而 给 G 的 其 他 顶点 架 蓝 色 . 现在 
设 v 是 G 的 一 个 蓝 色 顶点 . 因为 v4 5S, 所 以 v 邻接 于 5 的 一 个 顶点 u, 即 v 邻接 
于 一 个 红色 顶点 u. 因为 u 不 被 其 自身 开 控 制 , AS 是 一 个 开 控 制 集 , 所 以 u 必须 
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了 FF (G) = = 3 YFo (G) =3 


A A 


YF (G) =2 Yr (G) =3 yF (G)=4 
图 13.18 AG 的 最 小 Fi ARR (1< i< 5) 


邻接 于 S 的 某 个 顶点 w (不 同 于 v). 因此 ,v Æ F 拷贝 的 一 个 根 , 从 而 G 的 该 红 一 
Hi Ae te F 染色 , 故 ye, (G) < yla). 

接 下 来 , 我 们 要 证 明 yo(G) < yr (G). 在 G 的 所 有 最 小 FRE, 设 c 是 满足 
如 下 条 件 的 染色 , 使 得 由 红色 顶点 诱导 的 子 图 包含 最 少 的 孤立 顶点 . 对 于 G 的 c 染 
色 , 设 Ro 是 由 红色 顶点 构成 的 集合 , 因此 |R| = yr (G). 由 于 在 G 中 , 每 个 蓝 色 顶 
Rou 都 邻接 于 一 个 红色 顶点 , 所 以 R 是 G 的 一 个 控制 集 . 我 们 断言 , Re 的 每 个 红 
色 顶 点 都 邻接 于 其 他 一 个 红色 顶点 . 否则 , 假设 存在 一 个 红色 顶点 u € Reo 它 仅 邻 
接 于 蓝 色 顶点 . 设 v 是 的 一 个 邻 点 , 则 v 属于 一 个 以 bv 为 根 的 下 拷贝 . 从 而 wv 必 
须 邻 接 于 一 个 红色 顶点 w, 也 就 是 说 , v 邻接 于 另 一 个 红色 顶点 , RST ux w. 交 
ou 和 vw 的 颜色 , 则 形成 G 的 一 个 新 的 yr 染色 , 此 时 由 红色 顶点 诱导 的 子 图 含有 
更 少 的 孤立 顶点 ; 这 与 c 的 选择 矛盾 . 因此 , 如 前 面 断言 ， R。 中 的 每 个 红色 顶点 都 与 
另 一 个 红色 顶点 相 邻 . 因此 Re 是 G 的 一 个 开 控 制 集 . 从 而 yo(G) < |Re| = ye, (GC), 
故 Yo(G) = yr(G). = 

尽管 开 控制 数 仅 仅 对 不 含 孤立 顶点 的 图 有 和 定义 , 但 CY WI a RA 
定义 . 根据 定理 13.10, 对 这 两 类 控制 数 都 有 定义 的 图 来 说 , 它们 的 值 是 相同 的 . 

对 图 13.17 的 2 分 层 有 根 图 Fo, 我 们 还 可 以 获得 一 个 熟悉 的 参数 . 我 们 不 加 证 
明 地 给 出 下 面 这 个 定理 . 

定理 13.11 对 每 个 阶 大 于 或 等 于 3 的 连通 图 G, 


WR F 是 一 个 2 分 层 有 根 图 , G 是 一 个 n RE, AG 不 含 同 构 于 ( 非 染 色 的 ) 
F 的 子 图 . 则 显然 有 Yr(G) =n. 但 其 道 不 成 立 . 考虑 图 13.17 中 的 2 分 层 有 根 图 
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F3, 显然 , 星 图 Kin- (n>3) 含有 很 多 同 构 于 P 的 子 图 ; 事实 上 , CAA ("2 ) 个 
这 样 的 子 图 . 然而 , AA Kin 的 哪个 顶点 染 蓝 色 ,，K1,n-1 RAG Fs 染色 . 因此 ， 
YF; (Ki,n-1) =n. 

习题 

13.17 ”对 图 13.19 的 图 G 以 及 图 13.17 的 每 个 2 分 层 图 F (1 <i <5), 确定 yr (G). 


图 13.19 “习题 13.17 的 图 G 


13.18 “对 Petersen 图 PG 以 及 图 13.17 的 每 个 2 分 层 图 Fi (1 < i < 5), 确定 yr, (C). 
13.19 “考虑 图 13.17 的 2 分 层 图 Ps. 
(a) 列举 一 个 阶 至 少 为 3 的 图 , 使 得 yrs(G) = 1. 
(b) 证 明 : 如 果 G 是 一 个 图 , HRE Yrs(G) = 1, 则 diam(G) < 4. 
(c) MR G 是 一 个 二 部 图 , Wl Yrs(G) 2 2. 
13.20 “对 图 13.17 的 2 分 层 图 Fa 和 Fs, 请 讨论 Fa PERA Fs 控制 . 
13.21 ”选取 一 个 2 分 层 有 根 图 F 和 若干 图 G, 确定 每 个 图 G 的 下 控制 数 . 


13.3 GARR: 关 灯 游戏 


在 某 个 商业 大 厦 的 某 一 层 , 一 家 公司 租 下 了 位 于 同 侧 的 三 间 办 公 室 A, BH C, 
每 间 办 公 室 都 装备 一 个 巨型 的 顶灯 和 一 个 开关 按钮 , 每 按 一 次 按钮 , 该 办 公 室 以 及 
相 邻 的 办 公 室 的 灯 就 改变 一 次 状态 (由 开 到 关 , 或 由 关 到 开 )， 如 果 每 天 一 开始 所 
有 的 灯 都 是 关 的 (如 图 13.20(a)), 此 时 只 要 按 中 间 办 公 室 B 内 的 按钮 ， 则 得 到 图 
13.20(b) 的 状态 , 即 所 有 的 灯 都 是 开 的 . 


A B C A B C 
(a) RAT (b) 开 灯 


图 13.20 ” 关 灯 和 和 开 灯 


三 闻 办 公 室 的 灯 状 态 可 以 表示 为 有 序 的 三 元 数组 (a,b,c) BK abe, EHF a,b, All c 
为 0 或 1 0 表示 所 对 应 的 办 公 室 的 灯 处 于 关闭 状态 , 1 则 表示 灯 处 于 开局 状态 . 图 
13.21 列 出 了 所 有 的 八 种 可 能 . 


13.3 专题 探索 : 关 灯 游戏 335 


| belb] Lell beh 
alele] Liei Da 


图 13.21 ”三 闻 办 公 室 的 灯 的 可 能 状态 


上 面 的 情形 可 以 用 一 个 8 阶 图 表示 , 图 的 顶点 是 有 序 三 元 数组 abc, AF a,b,c E 
{0,1}. 如 果 仅 仅 按 一 次 按钮 , 就 可 以 使 灯 从 一 种 状态 变 到 另 一 种 状态 , 则 在 这 两 种 
状态 所 对 应 的 顶点 之 间 画 一 条 边 , 如 图 13.22 所 示 . 你 也 许 会 注意 到 G 是 立方 体 
Qs. 图 13.22 中 的 Qs 说 明 , 从 三 间 办 公 室 的 灯 全 关 的 状态 出 发 , 可 以 获得 我 们 想 要 
的 任 一 种 灯 状 态 , 尽管 这 可 能 需要 按 按钮 三 次 之 多 . 





图 13.22 图 Qs 


刚刚 描述 的 情形 可 以 一 开始 就 用 图 的 术语 来 解释 . 考虑 图 13.23 的 图 G, 其 顶 
点 全 被 画 成 实心 , 以 表示 三 营 灯 全 是 开 的 . WR ee PINE OLR, 则 导致 
所 有 的 灯 关 闭 , 从 而 得 到 图 H. 


111 000 
图 13.23 ALG Al H 


更 一 般 的 情形 可 以 描述 为 : 设 G 是 一 个 连通 图 , 在 它 的 每 个 顶点 上 有 一 个 灯 和 
一 个 按钮 . 对 每 个 顶点 , 它 上 面 的 灯 要 么 是 开 的 , 要 么 是 关 的 ; 如 果 “ 按 ”一 下 某 顶 
点 上 的 按钮 , 则 不 仅 该 项 点 上 的 灯 , 而 且 该 项 点 的 所 有 令 点 上 的 灯 , WEERA 
AS (由 开 到 关 , 或 由 关 到 开 ). 对 此 , 自然 地 可 以 提出 很 多 问题 , 但 我 们 主要 考虑 下 面 
问题 : 

关 灯 游戏 设 G 是 一 个 图 . 如 果 G 的 所 有 顶点 灯 都 是 开 的 , 是 否 存 在 这 样 一 组 开 
关 按 钮 , 使 得 : 当 按 下 这 些 按 钮 时 就 可 以 关闭 所 有 的 灯 ? 如 果 存 在 , 最少 需 要 多 少 开 
关 按 钮 ? 
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美国 孩 之 宝 泰 格 电 子 有 限 公 司 (Tiger Electronics of Hasbro, Inc.) 推出 了 一 球 
名 为 关 灯 的 电子 游戏 . 由 此 游戏 即 可 提出 上 述 更 一 般 的 图 论 游戏 . 早期 的 产品 是 做 
成 一 个 立方 体 , 如 今 关 灯 游 戏 是 在 5 x 5 的 棋盘 上 进行 , 并 配 以 彩色 的 发 光 二 极 管 和 
数字 化 声音 . 目前 一 些 互动 网 站 也 有 该 游戏 的 多 种 版 本 , 供 大 家 娱乐 . 

在 上 述 以 图 G 的 术语 来 表达 的 关 灯 游戏 中 , 我 们 所 要 问 的 就 是 : 图 G 是 否 有 
一 个 控制 集 , 使 得 G 的 每 个 顶点 都 被 奇数 个 顶点 控制 . Klaus Sutner 的 结果 则 说 明 
这 个 游戏 总 是 有 解 的 (可 能 出 乎 你 的 意料 ). 

定理 13.12 v G 是 一 个 连通 图 且 所 有 顶点 灯 都 是 开 的 , 则 存在 G 的 一 个 
TREK S, 使 得 如 果 对 5 的 每 个 顶点 按 一 下 , 即 可 熄灭 G 的 所 有 顶点 灯 . 
习题 


13.22 APPR AY 13.24 的 路 Ca 玩 关 灯 游 戏 , 请 画 一 个 图 以 表示 灯 状 态 的 变化 方式 . 问 : 
最 少 需 要 多 少 开关 按钮 , 使 得 对 这 些 按钮 都 按 -次 , 即 可 把 灯 都 开 的 状态 变 为 都 关 


的 状态 ? 
v1 U2 
V1 V2 U3 v v1 U2 U3 VA V5 
Gi «——~e-——___e—___e Go G3 人 
U3 U4 
Vi U2 U5 ve 
G U3 U4 
4 
V7 V10 
U8 Vg 


图 13.24 “习题 13.22~ 习题 13.25 的 图 


13.23 ”对 图 13.24 中 的 圈 G2, 重新 考虑 习题 13.22. 
13.24 ”对 图 13.24 中 的 路 Gs, 问 : 最 少 需 要 多 少 开关 按钮 , 使 得 对 这 些 按钮 都 按 一 次 , 即 可 
把 灯 都 开 的 状态 变 为 都 关 的 状态 ? 
13.25 ”对 图 13.24 中 的 图 Ga, 问 : 最 少 需 要 多 少 开关 按钮 , 使 得 对 这 些 按 钮 都 按 一 次 , 即 可 
| 把 灯 都 开 的 状态 变 为 都 关 的 状态 ? 
13.26 ” 目 己 选择 一 个 图 , 玩 关 灯 游 戏 . 
13.27 “考虑 图 13.25 中 的 图 G, 其 中 G 的 灯 都 是 开 的 . 
(a) 问 : 最 少 需 要 多 少 开关 按钮 , 使 得 对 这 些 按钮 都 按 一 次 , 即 可 关闭 所 有 的 灯 ? 
(b) 设 S = {1;v2,v3,V4}. 证 明 : 对 5 的 按钮 都 按 一 次 , 就 可 关闭 G 的 所 有 灯 . 是 
否 存 在 S 的 一 个 真子 集 , 它 也 能 关闭 G 的 所 有 灯 ? 这 是 否 会 启发 你 想到 另 一 个 
问题 ? 
13.28 ”注意 到 图 13.26 的 图 H 仅 有 一 个 灯 是 开 的 , 即 w 上 的 灯 . 现在 想 关 闭 所 有 的 灯 , 该 
如 何 去 做 ? 
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G V1 UD H “1 V3 Va 
Ld 
V3 Us V2 
图 13.25 “习题 13.27 的 图 13.26 “习题 13.28 的 图 


13.29 HERA: 在 关 灯 游戏 中 , 以 何 种 次 序 按 开关 按钮 是 无 关 紧 要 的 ， 
13.30 (a) 改变 关 灯 游戏 的 规则 , 并 在 新 规则 下 选择 一 个 图 玩 关 灯 游 戏 . 
(b) 在 有 向 图 上 定义 关 灯 游戏 规则 , 并 选择 一 个 有 问 图 玩 关 灯 游 戏 . 


13.4 ”延伸 阅读 : 明天 喝 美 好 


我 们 已 经 了 解 到 , 图 论 起 源 于 一 系列 孤立 的 , 彼此 之 间 鲜 有 联系 的 结论 ; KAR 
乐 的 结论 和 完全 数学 的 定理 都 一 样 地 为 这 门 学 科 的 发 展 发 挥 重 要 作用 . 早期 图 论 教 
科 书 的 作者 都 喜欢 总 结 许多 已 有 的 结论 , 同时 也 展望 下 一 步 的 发 展 方向 . 在 很 大 程 
BEE, 图 论 的 发 展 受 助 于 对 一 些 昕 起 来 简单 但 解决 起 来 非常 困难 的 问题 的 无 数 次 尝 
试 , 比如 , 地 图 的 染色 问题 . 然而 图 论 的 运气 很 好 , 它 吸 引 了 一 大 批 有 才能 旦 有 奉献 
精神 的 数学 家 . 

随 着 图 论 发 展 到 20 世纪 , 这 个 学 科 的 很 多 领域 都 繁花 盛开 而且, 在 此 学 科 工 
作 的 数学 家 的 队伍 不 断 壮 大 . 研究 者 们 或 得 到 大 若 意 义 深 还 的 理论 结果 , 或 从 应 用 
的 角度 研究 图 论 , 或 提出 更 多 新 的 有 趣 的 研究 问题 , 或 从 历史 的 角度 展望 这 门 学 科 
及 其 与 其 他 数学 学 科 的 联系 , 或 撰写 教材 或 作 演 讲 报 告 以 展示 这 门 学 科 优 美 之 处 ， 
从 而 把 图 论 介绍 给 未 来 的 数学 家 . 图 论 已 经 成 长 为 数学 中 更 加 显著 的 领域 , 这 一 点 
在 20 世纪 后 三 分 之 一 的 时 间 表 现 得 尤为 明显 . 

20 世纪 60 年 代 后 期 , 一 系列 以 图 论 为 重点 的 会 议 逐 渐 显 示 出 其 重要 地 位 . 1968 
年 , 第 一 届 图 论 会 议 在 卡拉 马祖 (密歇根 州 ) 举行 , 并 每 隔 四 年 在 西 密歇根 大 学 举办 
一 次 , Yousef Alavi 是 会 议 的 主要 组 织 者 . 1969 年 , 关于 组 合 数学 、 图 论 和 计算 的 东 
南国 际会 议 在 佛罗里达 大 学 召开 , 由 Frederick Hoffman 组 织 , 该 会 议 有 时 也 会 在 路 
易 斯 安 那 州立 大 学 召开 . 英国 组 合 数 学 会 议 也 于 1969 年 召开 , 而 且 自 1973 年 起 每 
着 奇数 年 召开 一 次 . 再 近 一 点, 美国 工业 与 应 用 数学 协会 (SIAM) 离散 数学 会 议 每 
逢 偶数 年 召开 一 次 . 

1977 年 , 图 论 有 了 它 目 己 的 刊物 Journal of Graph Theory, 它 是 由 Frank Harary 
创办 的 , 并 开始 发 行 . 在 第 一 卷 第 一 期 的 第 一 页 上 , 出 版 商 John Wiley & Sons 公司 
这 样 写 到 : 

图 论 , 作为 组 合理 论 范 咕 之 内 的 一 个 不 同 的 实体 ,已 经 正式 诞生 了 ...…… 

我 们 深信 这 个 刊物 将 满足 该 应 用 数学 分 支 研究 者 对 最 新 信息 的 需求 . 
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Journal of Graph Theory RIRE MRA eH A YE: 1977 年 度 出 版 的 最 
佳 新 期 刊 (科学 、 医 学 和 技术 类 ) 奖 . 

图 论 发 展 的 另 一 个 重要 里 程 碑 事 件 发 生 于 1990 年 , 即 组 合 及 其 应 用 研究 所 成 
Z. 该 组 织 的 目的 是 为 了 促进 组 合 数学 (包括 图 论 ) 的 发 展 . 数学 家 Ralph G. Stanton 
在 该 组 织 的 成 芯 过 程 中 发 挥 了 重要 作用 . Stanton 是 加 拿 大 马 尼 托 巴 大 学 计算 机 科 
学 的 荐 名 教授 . 

1991 年 , 组 合 及 其 应 用 研究 所 发 行 了 正式 期 刊 :Te Bulletin of the Institute of 
Combinatorics and Its Applications. 在 第 一 卷 中 , 当时 研究 所 的 主席 , 即 受 人 尊敬 的 
数学 家 William Tutte AAW, 图 论 (事实 上 , 任 一 个 数学 分 支 ) 不 能 从 数学 其 他 分 支 
中 分 离 出 来 , 数学 是 一 个 统一 的 整体 . 

如 下 网 站 , 也 称 为 图 论 白 页 , 包含 了 图 理论 和 图 论 专家 的 大 量 信息 : 

http: //www1.cs.columbia.edu/~sanders/graphtheory 
这 个 网 站 由 Daniel P. Sanders 维护 , Sanders 于 1993 年 在 Robin Thomas 指导 下 获 
得 博士 学 位 . 

男 一 个 含 很 多 有 趣 信 息 的 网 站 是 数学 系谱 计划 (The Mathematics Genealogy 

Project), 其 网 址 为 : 

http: //genealogy.math.ndsu.nodak.edu 

尽管 这 个 网 站 涉及 数学 的 所 有 领域 , 但 可 追踪 各 个 数学 家 的 学 术 先 辈 和 学 术 后 代 
(博士 生 导 师 和 博士 生 ). 这 项 计划 的 主办 者 是 Harry B. Coonce. Coonce 于 1969 年 
获得 特 拉 华 大 学 的 博士 学 位 , 后 来 来 到 曼 凯 托 州立 大 学 , 并 在 那里 执教 30 年 . 1994 
年 , Coonce 获得 讲授 数学 史 这 门 课程 的 机 会 , 他 以 数学 思想 和 概念 出 现 的 先后 次 序 
为 主线 来 讲授 这 门 谋 . 这 导致 了 他 对 学 术 系 谱 的 兴趣 , 并 于 1996 年 创建 了 数学 系谱 
计划 .1999 年 , Coonce 从 坚 凯 托 州 立 大 学 退休 , 数学 系谱 计划 于 2003 年 转 到 北 达 
科 他 州立 大 学 , 并 由 该 校 数 学 系 进行 管理 , Coonce 是 该 系 的 兼职 教授 

图 论 的 未 来 是 什么 ? 我 们 很 难 预 料 . 但 无 论 未 来 是 什么 , 我 们 坚信 它 必定 会 更 
加 有 趣 .……: , 更 加 精彩 ! 


附录 1 Reais 


ll 集 合 


图 论 中 所 讨论 的 集合 多 数 是 有 限 的 . 对 于 常见 的 无 限 集 , 我 们 记 整 数 集 为 Z, 正 
整数 集 为 N, 有 理 数 集 为 Q, 实数 集 为 R. 在 无 限 集 中 , 到 目前 为 止 我 们 最 感 兴趣 的 
是 整数 集合 . 即使 考虑 有 理 数 或 实数 , 也 经 常 关注 该 数 附近 的 整数 .对 于 一 个 实数 
z, x 的 下 整 (floor) |x| 是 指 不 超过 r 的 最 大 整数 . 例如 ,[5| = 5, [V2] = 1, [x] = 3, 

E + /1+96 | 
2 


= 8. 


x HY ES (ceiling) [z] 是 指 不 小 于 x 的 最 小 整数 . 例如 , [5] = 5, [V2] = 2, [r] = 4, 
[i — 3)(8 — 9 _ > 
12 

对 于 有 限 集合 S, W |S| 为 S 的 基数 (cardinality) ( 即 5 中 元 素 的 个 数 ). Æ 
S| 一 it (n EN 为 某 个 整数 )， 则 可 设 S = {81, 82,° ,Sn}. 基数 为 0 的 集合 称 为 空 
集 (empty set), WJ 0. Alt, 0 = { 上 

对 于 两 个 集合 AA B, AM BAY H-KJILSER (Cartesian product) A x B Æ 
指 集合 

Ax B={(a,b):a€ A,b € B}. 
因此 , Ax A 是 由 A 中 元 素 的 所 有 可 能 的 有 序 对 构成 . 例如 , 若 4 = {01,02}, B= 
{b1, b2, bs}, 则 
AxB= {(a4, bı), (a1, bo), (a1, bs), (a2, bı), (a2, ba), (a2, bs)}, 


Ax A= {(a1,a;), (a1, G2), (a2, a1), (a2, a2)}. 
AATRE SA T 是 由 相同 元 素 构成 的 , 则 称 S 和 了 是 相同 的 (equal), ic 
AS=T. 若 集 合 了 的 每 个 元 素 均 属于 集合 S, 则 称 工 是 S WFR (subset), 记 为 
TCS. 一 个 n 元 集 的 所 有 元 子 集 的 个 数 可 表示 成 二 项 式 系数 


(i) = mem 


5 5! 120 
= __ = A = 10. 
(5) 31(5—3)! 6-2 
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因而 , 集合 9 = {1,2,3,4,5} 的 所 有 3 元 子 集 的 个 数 为 10. 这 些 子 集 为 
Sı = {1,2,3}, S2 = {1,2,4}, Ss = {1,2,5}, S4 = {1,3,4}, Ss = {1,3,5} 
Se = {1,4,5}, S7 = {2,3,4}, Se = {2,3,5}, So = {2,4,5}, S10 = {3, 4, 5}. 
一 个 n 元 集 的 所 有 2 元 子 集 的 个 数 可 表示 为 


C) ~ Aen DJ a =. 


因而 , 人 =1, 3) =3, (4) =6, ©) = 10, ($) = 15. 若 我 们 将 前 — 1 个 正 整 数 加 起 
来 , 则 和 为 (2), 即 





14243+---4¢(n-1= (3) 


另 一 个 很 有 用 的 常见 恒等式 是 


Or 全 
由 于 一 个 n 元 集 的 每 个 子 集 包含 个 元 素 (对 于 某 个 &,0<k <n), 式 (1) 表明 一 
个 于 元 集 的 所 有 子 集 的 个 数 为 2". 例如 , 集合 5 = {1,2,3} 有 2 = 8 PTR, B 
Sı =b, S2 = {1}, S3 = {2}, 54 = {3}, 
Ss = {1,2}, Se = {1,3}, S7 = {2,3}, Ss = {1, 2,3} = 5. 
一 个 非 空 集合 S 的 一 个 划分 (partition) 245 h S 的 非 空 子 集 构 成 的 集合 族 
P, 使 得 S 的 每 个 元 素 恰 好 属于 P 中 的 一 个 元 素 . 对 于 集合 5S = {1,2,3,4, 5, 6, 


P = {{1, 5}, {2,3, 6}, {4}} 


是 5 的 一 个 划分 . 关于 集合 的 划分 , 有 下 面 的 著名 定理 . 
铝 筑 原理 (The Pigeonhole Principle) Æ P ZEA NARS 分 解 为 尺 个 子 集 
的 划分 , MAP 中 必 有 5 的 某 个 子 集 , 该 子 集 至 少 包 含 [FE] PAE. 

特别 地 , 若 S 是 由 17 个 元 素 构成 的 集合 , P 是 5 分解 为 5 个 子 集 的 划分 , 则 在 
P 中 必 有 S 的 某 个 子 集 , 该 子 集 至 少 包含 [17/5] = 4 个 元 素 . 下 面 是 鲍 沉 原理 的 一 
个 相关 定理 , 该 定理 要 归功 于 Frank Ramsey. 
Ramsey 定理 iP = {S1,S2,---, Sr} 为 集合 5 分解 为 k 个 子 集 的 划分 ,Nn1,n2,*…， 
ne 为 天 个 正 整数 且 使 得 |Si| > ni (对 每 个 整数 i 1 Si k) 则 存在 一 个 正 整 数 NN， 
使 得 S 的 任 一 N 元 子 集 必 包含 某 个 Si 的 至 少 mi 个 元 素 <I). 

特别 地 , 整数 


k 


N=1+》 (ni-1) 


t=1 
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满足 上 述 性 质 . 事实 上 , 它 是 满足 上 述 性 质 的 最 小 整数 . 

例如 , A P = {51, 82, S3, 94} 是 集合 S = S1U S52 U S3 U S54 的 一 个 划分 , 其 中 
IS1| = 5, [Sol = 6, 153| = 4, |S4| = 7, ni = 4, ne = 3, ng = 3, n4 = 5, WS 的 任 一 
12 元 子 集 或 者 包含 (1) 531 中 的 4 个 元 素 , 或 者 包含 (2) So 中 的 3 个 元 素 , MHS 
(3) Ss 中 的 3 个 元 素 , 或 者 包含 (4) Sa 中 的 5 个 元 素 . 
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一 个 命题 (statement) P 是 一 个 断言 , 它 要 么 是 真 的 , 要 么 是 假 的 , 但 不 能 两 
者 都 是 . 者 P 是 一 个 真 命题 , 则 它 的 真 值 (truth value) 为 真 ; 否则 , 它 的 真 值 为 假 
P 的 否 (negation) ~ P ( 非 P) 具有 与 PP 对 立 的 真 值 . 两 个 命题 P A OQ 的 析 取 
(disjunction) P VQ (P K Q) 是 真 的 ,知已 和 人 有 一 个 为 真 的 ; 否则 PVQ AE. 
P 和 Q 的 合 取 (conjunction) PAQ (P H. Q) 是 真 的 , & PA Q 都 是 其 的 ; 否则 
PAQ 为 假 . 由 PA Q WR BER (logical connectives) (如 ~, V, A) 构成 
的 两 个 命题 称 为 是 逻辑 等 价 的 (logically equivalent), @ xt P Hl Q Ara Ay AEWA 
(HALA, 它们 都 有 相同 的 真 值 . 由 De Morgan EE, 对 于 命题 P Al Q, 
~ (P VQ) 逻辑 等 价 于 (~ P)A(~ Q), 
~ (PAQ) 逻辑 等 价 于 (~ P) Vv (~ Q). 
设 已 和 Q@ 为 两 个 命题 , 对 于 P 和 Q 真 全 的 所 有 组 合 , m44 (implication) 
P >Q (经 常 表 述 为 “如 果 P, 那么 Q) 是 真 的 , 除去 情形 PARA 8 为 假 之 外 . 
P > Q 也 可 表述 为 : (1) P HM Q; (2) P RÁ Q; (3) 卫 对 于 Q ERITH; (4) Q 对 
于 己 的 必要 的 . 此 时 , P E Q HEDA (sufficient condition), mM Q # P WE 
要 条 件 (necessary condition) 
敬一 个 陈述 句 的 真 值 依赖 于 其 中 变量 的 值 , 则 该 陈述 名 不 是 一 个 命题 , 通 铅 称 
之 为 开 命 题 . TAHMA P A Q, H P > 8 是 一 个 命题 . 例如 : 
P:n AFTA. Q: 3n 一 5 为 偶数 . 
P+Q: 如 果 nn 为 奇数 , 那么 3n 一 5 为 偶数 (2) 


是 一 个 命题 . (在 附录 3 中 , 我 们 将 介绍 如 何 验 证 上 述 方式 所 构造 的 命题 的 真 假 .) 
蕴涵 也 可 用 泛 量 词 (universal quantifiers) 来 表述 , 如 , 对 所 有 、 对 任 一 和 对 
每 个 . 例如 , 蕴涵 (2) 可 写成 
对 每 个 奇数 n, 3n 一 5 为 偶数 . 
该 草 涵 断言: 对 于 奇数 集合 的 任 一 元 素 n, 3n 一 5 属于 偶数 集合 . 
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下 面 命题 使 用 了 存在 量词 (existential quantifier) (存在 、 有、 对 茶 些 和 至 少 
有 一 个 ) 
一 一 一 为 素数 
该 命题 断言 : 奇数 集合 中 至 少 存在 一 个 元 素 n, 使 得 上 二: 属于 素数 集合 . 

对 于 命题 或 开 命 题 P 和 Q, 编 涵 P > Q 的 道 (converse) 是 指 纺 涵 @ > P, 
P > Q itd (contrapositive) EAM (~ Q) > (~ P). MAR Bae 
逻辑 等 价 的 , T AAR A H A SH AE E. 

如 来 ab=0, PAa=0 KH b=0. (3) 


存在 奇数 n, 使 得 





t a 二 0 或 6 二 0, 则 ab = 人 0; 
(3) et aA 

oR a0 Ebo, BA ab 关 0. 
我 们 可 利用 De Morgan 定律 , Aw Bw. 

P e Q 意味 着 (P= Q)A(Q=> P). 该 命题 通常 可 表述 为 

P 当 且 仅 当 (if and only if) Q 

或 
P XIF Q 是 充分 必要 的 (necessary and sufficient). 
例如 ， 
对 于 实数 a, a? 二 9 SAY |a| =3. 


附录 2 ”等 价 关 系 与 映射 
21 等 价 关 系 


对 于 两 个 非 空 集合 4 和 BLM A 到 B 的 关系 R (relation R. from A to B) 
是 指 4 和 号 的 和 卡 儿 乘积 的 一 个 子 集 , 即 


RCAx B= {(a,b):a€ A,bE B}. 


集合 A 上 的 关系 R (relation R on 4) 是 指 从 4 到 AW KA, 即 RR 是 由 4 的 元 
素 的 有 序 对 所 构成 的 集合 . Æ (a,b) E€ R, 则 称 a 和 5 关于 RARR, 记 为 a Rb. Bl 
如 ,在 A = {1,2,3,4}, W 


R = {(1, 2), (1,3), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 2)} 

是 A 上 的 一 个 关系 . 

非 空 集合 4 上 的 关系 R 称 为 是 等 价 关 系 (equivalence relation), G@ R WE 
下 面 三 条 性 质 : 

(1) R 是 自 反 的 (reflexive), 即 对 于 任意 ze A, x Ro. 

(2) R 是 对 称 的 (symmetric), 即 对 于 任意 ryc A, Ae Ry, Wy Ro. 

(3) R 是 传递 的 (transitive), 即 对 于 任意 r,yz cA A@eRybhyRz, W 
x Rz. 

例如 , 关系 


Ry 一 {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 3), (3, 1), (1, 4), (4, 1), (3, 4), (4, 3)} (4) 


是 集合 4 = {1,2,3,4} 上 的 等 价 关 系 . 

下 面 的 例子 是 关于 无 限 集 合 上 的 一 个 等 价 关系 . 

例 2.1 整数 集合 有 上 的 关系 RRA: 车 了 二 1 HSK A r Ry. GAR 

fe 首先, 证明 RR 是 自 反 的 . 设 x € Z, 由 于 Zz 十 x 二 27 ABS We Ro, R 
是 自 反 的 . 下 证 R 是 对 称 的 . 假设 z Ry, 其 中 xz,y & Z. 由 关系 RR 的 定义 ,XY 十 y 为 
偶数 . 由 于 y 十 xX =X 十 y, 故 y 十 7 为 偶数 . 因此 y Ra, RR 是 对 称 的 . 

最 后 , 我 们 证 明 R 是 传递 的 . Rae Ry y Rz, KF ay,zeZ,Met+y Myt+z 
均 为 偶数 , 即 对 于 某 两 个 整数 a 和 和 b,xz 二 y= 二 2a,y 十 z==2b. X} styf ytz RA, 
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我 们 得 到 (zx + y) + (y +z) = 2a 十 2b. Ak, 
r+ z = 2a + 2b — 2y = 2(a +b — y). 
HF a+b-y 是 整数 , Metz 是 偶数 . 因此 x Rz, R 是 传递 的 . 0 


对 于 定义 在 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 RW RICK a € A, 等 价 类 (equivalence 

class) [a] 定义 为 
la| = {r€ A: « Rat}. 
因为 € lal, 所 以 每 个 等 价 类 是 非 空 的 . 

对 于 定义 在 非 空 集合 4 上 的 一 个 等 价 关系 , 由 此 产生 的 不 同等 价 类 形成 了 A 
的 一 个 划分 , 其 中 , 4 的 两 个 元 素 属于 同一 个 等 价 类 当 且 仅 当 它们 之 间 有 关系 . 对 于 
集合 4 = { 2, 3, 4 上 按 (4) 定义 的 关系 Ri, 其 等 价 类 为 [1] = (1,3, 4}, [2] = {2} 
在 此 情形 下 , [4] = [3] = [1]. 对 于 例 2.1 中 ZZ 上 定义 的 关系 OR ( 即 , Got y 为 偶数 ， 
Wa Ry), 不 同 的 等 价 类 为 

0] = {rE Z: x SBR}, [L] = {rE Z: r ETH. 

下 面 给 出 等 价 关 系 的 一 个 常见 类 型 

例 2.2 定义 在 非 空 整数 集合 4 上 的 关系 R, P, 对 于 z,yCA, 车 c=y(mod 3), 
Mix Ry, 是 一 个 等 价 关系 . 

例如 : 者 

A = {—4, —2, —1, 0, 3, 4,5,8, 11, 12} 
为 例 2.2 中 的 整数 集合 , 则 由 等 价 关 系 RIB RASA 
(—4] = {—4, —1,5, 8,11}, [—2] = {—2, 4}, [0] = {0, 3, 12}. 

下 面 给 出 本 书 中 出 现 的 一 些 等 价 关 系 : 

(1) 者 图 中 两 个 顶点 u 和 vv 是 连通 , 则 定义 它们 有 关系 . 这 在 1.2 节 中 已 经 
讨论 . 

(2) SATA G 和 H 是 同 构 的 , 则 定义 它们 有 关系 . 这 在 3.2 节 中 已 经 讨论 . 

(3) ER G 中 两 个 顶点 4 和 wv 是 相似 的 ( 即 , 存在 G 的 目 同 构 w 使 得 a(w) = v), 
则 定义 它们 有 关系 . 这 在 3.4 节 中 已 经 讨论 . 

(4) 奢 非 平 几 连通 图 G 中 两 条 边 e 和 f 属于 G 的 同一 个 圈 , 则 定义 它们 有 关 
系 . 这 在 5.2 节 中 已 经 讨论 . 

(5) FWAR G 中 两 个 顶点 u A ov 是 距离 相似 的 ( 凤 , 对 于 任意 顶点 x e 
V(G) — {u,v}, 有 d(u, x) = d(v, £) ), 则 定义 它们 有 关系 . 这 在 12.3 节 中 已 经 讨论 . 


2.2 映 射 
对 于 非 空 集合 4 和 B, 从 4 到 B 的 一 个 映射 (function) f, 记 为 f : A> B, 
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是 指 从 4 到 B 的 一 个 关系 , 且 4 的 每 个 元 素 (作为 第 一 坐标 ) 恰好 出 现在 一 个 有 
序 对 . 若 有 序 对 (a,b) 属于 f, 则 记 = f(a), b RH a HR (image). f 的 所 有 像 的 
集合 称 为 f 的 值 域 (range). 例如 , 对 于 集合 A, = {r,s,t} 和 Bi = {w,2,y, 2}, 


hi 一 {(r, x), (8, 2), (t, z)} (5) 


是 从 A; 到 Bi 的 一 个 映射 . 户 的 值 域 为 {z, 2}. 

映射 f: 4 一 B 称 为 一 一 的 (one-to-one) 或 单 射 (injective), 夺 A 中 不 同 的 
元 素 在 B 中 有 不 同 的 像 . 因而 , €X A 的 任意 两 个 不 同 元 素 a 和 az, f(a1) £ f(a2)， 
则 f 是 一 一 的 . 利用 其 逆 否 , 我 们 也 可 以 说 , 大 对 a1,a2 E€ A, flai) = flac), MA 
ai == a2, 则 f 是 一 一 的 . 由 于 (5) F s At RAHE, BE f(s) = fit), fi T 
是 一 一 的 . 对 于 上 面 的 集合 Ar 和 Bi, BRET 


是 一 一 的 

映射 fA B 称 为 映 上 的 (onto) 或 满 射 (surjective), 若 B 中 的 每 个 元 素 
均 是 4 中 某 个 元 素 的 像 , 即 f 的 像 是 B. 在 上 面 的 映射 中 , 由 于 w 和 4 都 不 是 4 
的 任 一 元 素 的 像 , 故 户 不 是 映 上 的 . 在 (6) 中 , 由 于 = 不 在 on 的 像 中 , 即 gi 值 域 不 
是 By, Bg 也 不 是 映 上 的 . 对 于 集合 A = {1,2,3} 和 Bo = {4,5,6}, 映射 


f2 = {(1,4), (2, 6), (3, 5)} (7) 


Bei — AY E E. | 

既是 一 一 的 又 是 映 上 的 映射 称 为 双 射 (bijective function) 或 一 一 对 应 (one- 
to-one correspondence). (7) PARS fo 是 双 射 . 下 面 列举 一 个 无 限 集合 上 的 
WAY. 

例 2.3 证 明 如 下 定义 的 映射 1 :RR 一 R 是 双 射 , HY, 对 所 有 ZE R, f(x) = 
3a — 8. 

解 ” 首先 我 们 证 明 f 是 一 一 的 . 对 于 a,b € R, 假设 f(a) = f(b), BE 3a — 8 = 
3b — 8. 等 式 的 两 边 同时 加 8 再 除 以 3, 得 到 a = b, 故 f 是 一 一 的 . 

下 面 我 们 证 明 f ERER. 设 ” 为 一 实数 , 则 x = (r+ 8)/3 同样 为 一 实数 . 


此 外 ， 
f(a) = 7 ( F) = (5) -8r 
故 了 是 映 上 的 . 


因此 , f 是 双 则 . Q 
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对 于 集合 A,B,C, URES ff: A> BA gg: BOC, fA g 的 复合 (compo- 
sition) go f 是 一 个 从 4 到 C 的 上 映射, 定义 为 : 对 任意 ae A, 


(go f)(a) = g(f(a)). 


例如 , 设 A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d},C = {x,y,z}, ERE f: A> B,g:B- 
C 分 别 为 
f = {(1,c), (2, d), (3,a)}, g = {(a, y), (b, z), (c, z), (d, y) }- 
则 (go f)(1) = g(f(1)) = g(c) = z. 一般 地 ， 


go f = {(1, z), (2, y), (3, y)}. 


下 面 给 出 关于 映射 复合 的 一 个 重要 定理 . 
定理 2.4 £¢f: ASC Beg: BoC 都 是 双 射 , 则 go 了 CMH. 
对 于 映射 f:A— B, f ORR (inverse relation) ft 定义 为 


f~t = {(b,a): (a,b) E€ f}. 


下 面 给 出 关于 道 关 系 的 一 个 重要 定理 . 

定理 2.5 对 于 映射 f: 4 一 B, 送 关系 Sf RAK BRA 的 映射 当 且 仅 当 f 
是 双 射 . 从 而 , 车 了 是 双 射 , 则 fo 也 是 双 射 . 

对 于 非 空 集合 A, 双 射 了 :4 一 4 称 为 是 4 的 一 个 置换 (permutation). 例 
2.3 的 映射 f 是 R 的 一 个 置换 . 

例 2.6 i A= {1,2,3,4,5,6}, 则 如 下 定义 的 映射 :4 一 4 是 4 的 一 个 置 
换 , 其 中 

f = {(1, 3), (2,6), (3, 4), (4, 1), (5, 5), (6, 2)}. 


例 2.6 的 上 映射 f 也 可 用 置换 循环 表示 , 即 f = (134)(26), 即 /把 1 BRE 3, 72 3 
PREY 4, 把 4 BRE 1, 把 2 映 到 6, 把 6 BRE] 2, 保持 5 不 动 (BURZI A 3). 

本 书 出 现 的 有 关上 映射 的 例子 如 下 : 

(1) 同 构 (第 3 章 ); 

(2) 目 同 构 (3.4 $), 

(3) 匹配 (8.1 F), 

(4) 染色 (10.2 市 和 10.3 F7), 

(5) 频道 分 配 问题 (12.5 1). 


附录 3 ”证明 方法 
3.1 ”直接 证 法 


数学 中 大 多 数 定理 都 是 (或 能 够 ) RIA AMA P > Q, HF PA 为 某 命题 
(或 更 确切 地 说 , 开 命 题 ) 当然, 最 常用 的 证 明 就 是 直接 证 明 (direct proof), 其 中 ， 
假设 P 是 正确 的 , 则 要 证 明 Q 是 正确 的 . 下 面 给 出 一 个 直接 证 法 的 例子 . 

例 3.1 Bn AR, 则 5n 十 7 是 奇数 . 

证 假设 ”是 偶数 , 则 存在 某 个 上 整数, 使 得 n = 2k. 因此 ， 


5n+7=5(2k)+7=10k+7=10k+6+1=2(5k+3)+1. 
由 于 5k 十 3 是 整数 , 所 以 5n 十 7 是 奇数 . m 


我 们 需要 对 例 3.1 及 其 证 明 做 一 些 注 释 . 首先 , 例 3.1 的 蕴含 关系 可 以 表述 为 : 
对 每 个 偶数 n, 5m 十 7 是 奇数 . 
如 果 记 了 为 偶数 集合 , 记 5 为 奇数 集合 , WA 3.1 的 强 含 关系 可 以 用 符号 重新 表述 
为 : 
MAR NET, 5SN+7€ES. 

我 们 在 给 出 例 3.1 中 缠 仿 关系 的 直接 证 明 时 , 开始 假设 ”为 一 个 偶数 . 因此 , 我 们 从 
集合 T 中 任意 一 个 元 素 开 始 , 然后 证 明 5n+7 是 奇数 (因此 是 集合 S 的 一 个 元 素 ). 

本 书 的 定理 1.11 和 定理 2.1 都 使 用 直接 证 法 . 

定理 1.11 # G 是 一 个 不 连通 图 , WG 是 连通 的 . 

如 前 面 讨论 , 我 们 从 不 连通 图 G 开始 , 然后 证 明 G 是 连通 的 . 

定理 2.1 (图 论 第 一 定理 ) 若 图 G 的 边 数 为 m, 则 


> deg v = 2m. 


vEV (G) 


在 该 定理 的 证 明 中 , 我 们 从 一 个 边 数 为 m 的 图 G 开始 , 然后 证 明 夺 对 G 的 顶 
点 度 求 和 , 则 可 以 得 到 2m. 


3.2 反例 证 法 


通过 一 个 反例 , 我 们 可 以 证 明 , 一 个 以 区 含 关系 表 述 的 数学 命题 是 错误 的 . 对 于 
开 命题 P 和 Q, 给 定 一 个 命题 为 P= 8, 其 中 PM OQ 都 涉及 某 个 集合 5 的 元 素 . 
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如 果 能 找到 某 个 元 素 x € S, 使 得 对 于 x, P 是 正确 的 , 而 Q 是 错误 的 , 那么 r 就 是 
已 之 和 的 一 个 反例 (counterexample). 在 验证 一 个 猜想 (BI, 一 个 认为 是 正确 的 
命题 ) 时 , 我 们 经 常 采用 反例 ; 知 能 够 找到 一 个 反例 , 则 说 明 此 猜想 是 错误 的 . 下 面 
举例 说 明 . 

例 3.2 判断 下 面 命题 是 否 正 确 . 

En 为 整数 , A 6n 十 3 TRX. : 

解 ” 该 命题 是 错误 的 . 4 n = 0 时 , 6n 十 3 = 3 是 素数 . 因此 , n= 0 是 此 命题 的 

一 个 反例 . 人 


a 3.2 的 命题 改 为 : 
Bn 为 正 整 数 , 则 6 十 3 不 是 素数 . 
则 此 时 命题 是 正确 的 . 
本 书 在 10.3 We ast) A, Bl Peter Guthrie Tait 相信 : WR G 是 一 个 3 正 
则 的 , 3 连通 的 平面 图 , 那么 G 是 Hamilton AY. 然而 , William Tutte 构造 了 一 个 非 
Hamilton 的 3 正则 的 , 3 连通 的 平面 图 (Tutte 图 ). 


3.3 道 否 证 法 


我 们 已 经 知道 , 蕴含 关系 P= QO 的 道 否 是 (~ Q) => (~ P) APRA RK 
系 在 逻辑 上 是 等 价 的 , 所 以 可 通过 证 明 (~ Q) > (~ P) XER P= Q. TE P=Q 
的 一 个 道 否 证 明 (proof by contrapositive) 中 , 我 们 假设 Q 是 错误 的 , 接着 证 明 
P 也 是 错误 的 . 也 就 是 说 , P> Q 的 道 否 证 明 就 是 其 道 否 (~ Q) => (~ P) 的 直接 证 
HH. 下 面 给 出 一 个 道 否 证 法 的 例子 . 

例 3.3 neZ. #1iln-5 是 奇数 , Ån 是 偶数 . 

证 Bit n 是 奇数 , 则 存在 菜 个 整数 ,使 得 n = 2k 十 1. 因此 


lin — 5 = 11(2k + 1) — 5 = 22k + 11 — 5 = 22k + 6 = 2(11k + 3). 


由 于 11k+3 6 Z 是 整数 , 所 以 11n 一 5 是 偶数 . B 


本 书 的 定理 4.1 就 使 用 了 道 否 证 法 (实际 上 使 用 了 两 次 ). 

定理 4.1 设 G 为 一 个 连通 图 . G 的 边 e 是 割 边 当 且 仅 当 e RE G 的 任何 一 
MA. 

AY UEHARA “OG G 的 边 e R, We 不 在 G 的 任何 一 个 圈 上 ”, 我 们 
RA TETEA, BW, 假设 e 在 G 的 某 个 圈 上 , 接着 证 明 e PER. 为 了 证 明 充 分 
性 “GG e 不 在 G 的 任何 一 个 圈 上 , 则 e 是 割 边 ”, 我 们 也 采用 了 逆 否 证 法 , 即 , 假设 e 
不 是 割 边 , 接着 证 明 e 在 G 的 某 个 圈 上 . 
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3.4 MEA 


在 证 明 数 学 命题 S 的 矛盾 证 明 (proof by contradiction) 中 , 我 们 假设 S 是 
错误 的 , RIO SBF IS. 这 种 证 明 方法 通常 简称 为 反 证 法 . 若 5 是 一 个 列 含 
KA P >Q, 则 假设 P > Q 是 错误 的 意味 着 P 是 正确 的 , 而 8 是 错误 的 . 下 面 给 
出 反 证 法 的 一 个 例子 . 

例 3.4 Hn ALK. $nPF+1 是 素数 , 则 n= 二 1. 

证 i n+l ERY, HR n 1 NEn 2. HF n+ = (n41)(n?—-n+1), 
MA n+1>1,n*-n+1l=n(n—1)4+1>1, MAUT ê +1 PERK, SRT 
JĀ. " 


通常 用 反 证 法 来 证 明 听 起 来 含有 否定 意思 的 结果 . 本 书 的 定理 5.5 可 以 说 明 这 

一 点 . 
定理 5.5 R G 是 一 个 非 平 凡 的 连通 图 , 并 且 wwEV(G). 车 vo 是 G 中 一 个 离 

u 最 远 的 顶点 , 则 wv 不 是 G 的 基点 . 

为 了 使 用 反 证 法 , he 为 G 中 一 个 离 v 最 远 的 顶点 , 并 假设 v 是 G 的 一 个 割 
点 . 然后 我 们 推出 一 个 矛盾 . 

本 书 的 如 下 定理 同时 用 到 了 道 否 证 法 与 反 证 法 . 

定理 5.1 设 v 是 连通 图 G 中 与 割 边关 联 的 顶点 . 则 wv 是 G 的 荐 点 当 且 仅 当 
deg vu > 2. 

RAMETERS KA “A v 是 G 的 一 个 割 点 , 则 degu > 2.” 因 此 ,我 
们 假设 degv = 1, 接着 证 明 %v 不 是 G 的 割 点 . 用 反 证 法 来 验证 充分 性 “FG deg vu > 2, 
WW v È G 的 一 个 割 点 ". 所 以 , 我 们 假设 degv > 2, 并 且 v 不 是 G 的 割 点 . 然后 我 
们 证 明了 该 假设 导致 子 盾 . 


3.5 ”最 小 反例 证 法 


在 反 证 法 中 , 有 一 类 是 最 小 反例 证 法 . 证 明 技 巧 通 常 与 良 序 原理 (The Well- 
Ordering Principle) § X. 正 整 数 集合 N 是 良 序 的 , 即 N 的 任 一 非 空 子 集 都 有 一 
个 最 小 元 率 . 

假设 每 个 正 整 数 都 对 应 一 个 命题 , 即 有 一 个 命题 序列 S1, So, 5S3,…. 我 们 想 证 
明 这 些 命题 都 是 正确 的 . 假设 它们 不 都 是 正确 , 那么 由 和 良 序 原理 , 存在 一 个 最 小 的 正 
整数 n, 使 得 Sn 是 错误 的 . 我 们 的 想法 就 是 用 这 个 信息 获得 一 个 矛盾 . 下 面 给 出 一 
个 最 小 反例 证 法 的 例子 . 

例 3.5 ”对 每 个 正 整数 mm 一 3n 是 偶数 . 
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证 假设 此 命题 是 错误 的 . 则 在 所 有 使 得 n° — 3n 是 奇数 的 正 整数 n H, m 
是 最 小 的 一 个 . A n = 1, Wn? 3n = 一 2 为 偶数 . 因此, m > 2， 所 以 存在 天 
(l<k<m), Eff m=k+1. 由 于 1<k<m, 所 以 局 一 3k 是 偶数 . 因此 , 存在 某 
个 整数 x, 使 得 k’ — 3k = 27. 注意 到 


m? —3m=(k+ 1)? —3(k4+1) = (k++2k+1)—3(k+1) 
=(k* — 3k) + 2k — 2 = 2g + 2k — 2 = 2(x + k — 1). 


由 于 zz 十 上 一 1 是 整数 , 所 以 m? 一 3m 是 偶数 , SRT A. m 


本 书 定理 11.18 的 证 明 采 用 了 最 小 反例 证 法 . 

定理 11.18 每 个 阶 为 n > 3 且 边 数 至 少 为 ("> ) 十 2 的 图 都 是 Hamilton 的 . 

为 了 证 明定 理 11.18, 我 们 使 用 最 小 反例 证 法 . RARER, 则 存在 一 
个 最 小 正 整 数 n > 3, 使 得 对 于 该 整数 n, 有 一 个 阶 为 n 且 边 数 为 ("> ) + 2 的 非 
Hamilton 图 G. ZERIE T G 是 Hamilton 的 , 得 到 矛盾. 


3.6 归纳 证 法 


假设 每 个 正 整 数 都 对 应 一 个 命题 , 即 有 一 个 命题 序列 51, S2, S3,…. 为 了 应 用 
归纳 证 法 来 验证 这 些 命题 剖 是 正确 的 , 我 们 采取 以 下 步骤 : 

(1) 证 明 51 是 正确 的 (最 基本 的 一 步 )， 

(2) 对 于 每 个 正 整 数 , WES HA A Sk, W Spar”. 

下 面 给 出 一 个 归纳 证 法 的 例子 . 

例 3.6 对 于 每 个 正 整 数 n, 27? > 7n 十 1. 

证 我 们 用 归纳 来 证 明 . 对 于 mm = 1, 2 = 28 = 8 = 7-141, 此 时 命题 成 立 . 
假设 对 于 某 个 整数 及 > 1, 2*+? > 7k 十 1. 我 们 要 证 明 24+D+2 > 7(k+1)+1 = 7k 十 8. 
此 时 ， 


glk +2 9. ght? > 2(7k +1) = 2(7k)+ 2 
=7kh+7k+2>7k+7+2>7k+8, 


满足 要 求 . 


本 书 如 下 定理 的 证 明 使 用 了 归纳 证 法 . 

定理 4.4 每 个 n 阶 树 都 有 边 数 nn 一 1. 

为 了 使 用 归纳 , 我 们 首先 证 明 , 对 于 n= 1, 命题 是 正确 的 . 然后 证 明 : 大 对 任 一 
下 整数 k, k 阶 树 的 边 数 为 上 一 1, 则 上 十 1 阶 树 的 边 数 为 . 
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本 书 还 采用 了 标准 数学 归纳 法 的 另 一 种 形式 .第 二 数学 归纳 法 也 可 以 用 来 证 
明 命题 S1, So, 953,…: 是 正确 的 . 在 此 情形 下 , 我 们 需要 

(1) 证 明 51 是 正确 的 (最 基本 的 一 步 )， 

(2) 对 每 个 正 整数 k, 证 明 蕴 含 关系 “ 对 所 有 整数 (1 <i < k), Si, W Spay’ 
是 正确 的 . 

下 面 的 定理 使 用 了 第 二 数学 归纳 证 法 

Gl 3.7 每 个 整数 n > 2 或 者 是 素数 , 或 者 能 够 表示 成 素数 的 磁 积 ; P, n = 
D1Dp2 .2Dm 其 中 p1,p2,'… ,pm 为 素数 . 

证 为 了 证 明 此 分 解 的 存在 性 , 我 们 使 用 第 二 数学 归纳 证 法 . 由 于 2 是 素数 , 所 
以 对 于 了 = 2, 命题 成 立 . 

对 任 一 整数 上 > 2, 假设 每 个 i (2 < i <k) 或 者 是 素数 , 或 者 能 够 表示 成 素数 
的 乘积 . 我 们 证 明天 十 1 或 者 是 素数 , 或 者 能 够 表示 成 素数 的 习 积 . 显然 , A k+l 
是 素数 , 则 命题 成 立 . 假设 上 +I 是 合 数 , 则 存在 整数 a MO, E k+1 = ab, 其 中 
2<a<k,2<b<k. 因此 , 由 归纳 假设 , a 和 5 是 素数 或 者 能 够 表示 成 素数 的 乘积 . 
在 每 种 情形 下 ,有 十 1 = ab 都 是 素数 的 乘积 . m 


本 书 的 Menger 定理 (定理 5.16) 使 用 了 第 二 数学 归纳 证 法 . 

Menger 定理 设 以 和 wv 是 G 中 两 个 不 邻接 的 顶点 . 则 在 图 G 中 ,4 一 v 分 离 
集中 顶点 的 最 小 个 数 等 于 内 部 不 相交 的 内 一 了 .路 的 最 大 个 数 ， 

我 们 使 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 Menger 定理 , 首先 证 明 对 于 所 有 空 图 ( 即 边 数 
为 0 的 图 ), 该 命题 成 立 . 接着 假设 命题 对 于 所 有 边 数 小 于 m 的 图 均 成 立 , 其 中 m 
为 正 整数 . 然后 证 明 对 于 每 个 边 数 为 m 的 图 , 命题 都 成 立 . 


3.7 ”人 存在 性 证 法 


数学 的 许多 命题 都 以 存在 量词 形式 出 现 , 如 , 存在 、 有、 对 某 个 、 至 少 存 在 一 个 . 
为 了 证 明 这 种 类 型 的 命题 , 列举 一 个 适当 的 例子 就 足够 了 (或 者 , 尽管 没有 找到 适当 
的 例子 , 但 能 从 理论 上 证 明 这 样 的 例子 必定 存在 , 也 就 足够 了 ). 接 下 来 举例 说 明 . 

例 3.8 存在 大 于 1 的 整数 a, b, c SB a+ +c 是 素数 . 

证 i$ a=7, b= c= 2, Mij a? +b’ +c [= 49 十 8 十 16=73 BER. A 


大 多 数 情 形 下 , FETE Rial LE TPG HA. 下 面 的 例子 说 明了 这 一 点 . 
例 3.9 %¢ HER, 则 存在 正 整数 6, 使 得 : 若 lz-2|< 6, W |(2e4+3)—7| < e. 
证 给 定 e ik 6 = ef2, 并 假设 |z 一 2| < 6. 


(2x + 3) —7| = |2x — 4| = |2(2 — 2)| = 2la — 2| < 2(€/2) = €. ~ 
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BPR f : R 一 R 定义 为 : 对 所 有 x ER, f(z) =2z+3. 例 3.9 可 以 有 更 一 般 
的 表述 : 对 于 任 一 正 数 eo 存在 正 数 6, 使 得 车 |e 一 2| < 5, 则 |(2z 十 3) 一 7| <e. 4 
3.9 说 明 f 在 2 处 是 连续 的 . 

本 书 的 定理 2.7 出 现 了 存在 量词 . 

定理 2.7 对 每 个 图 G 以 及 每 个 整数 了 SAG), FAA G 作为 请 导 子 图 的 了 
正则 图 H. 

在 定理 2.7 的 证 明 中 , 我 们 真正 地 构造 了 一 个 + 正则 图 H, 使 得 所 给 的 图 G 是 
H 的 一 个 诱导 子 图 . 

尽管 可 以 通过 一 个 例子 (反例 ) 来 证 明 一 个 理 含 关系 是 错误 的 , 但 要 证 明 一 个 
存在 性 命题 是 错误 的 , 必须 要 证 明 满足 条 件 的 每 个 情形 都 不 存在 ). 

例 3.10 存在 一 个 素数 p, 使 得 : 对 每 个 正 整 数 n,n? 一 n 十 p 是 素数 . 

解 ”该 命题 是 错误 的 . 设 p ABR HK n =p. Wn? -n+p=p*-—ptp=p* 
不 是 素数 . © 


第 1 章 图 与 图 模型 


1.1 这 了 个 委员 会 能 够 在 3 个 时 间 段 内 集会 吗 ? 可 以 . (需要 进一步 解释 .) 
1.3 SUPT 1. 


图 1 习题 1.3 中 的 图 


1.7 (b) S = {cup, CAP, TAP, PAT, PUT} (c) 9 = {RAT, TAR, TAP, CAP, CAT} 


1.11 WB 2. 
3 3 
T t Tr NO 
T z x 之 
yY Y 


图 2 习题 1.11 中 的 图 


1.13 (a) 图 下 (如 图 3 Bras) 的 阶 n = 10, WA m = 8. 


ro oo ooo 和 


图 3 习题 1.13 中 的 图 


(b) 最 小 边 数 为 6, 最 大 边 数 为 10. 
1.15 提示 : 只 有 1 个 这 样 的 图 . 
1.17 (a) 提示 : 假设 产生 相反 的 情形 , 即 存在 连通 图 CG, 且 G 包含 两 条 最 长 且 没 有 
公共 顶点 的 路 PP 和 Q. 由 于 G 是 连通 的 , 所 以 存在 一 条 uu 一 vv 路 P, 其 
HufeP Lv fEQ E, EP 的 内 部 顶点 孝 不 属于 PP 或 @. 
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(b) 提示 : 该 命题 是 错误 的 . 
1.19 EK: 不 正确 . 


at RAA OOE 


图 4 习题 1.21 中 的 图 


1.23 (a) XF k= 1 考虑 5 u,v, 2,u,y,u; XF k= 2, #8 5 E u, z, y, v, 2 u. 
(b) 提示 : ERP] k > 3. 考虑 Py: u, £,y, v. 

1.25 证 4@G 不 是 二 部 的 , 则 我 们 得 到 了 所 需要 的 结果 . 因此 , 我 们 可 以 假设 G 
是 二 部 的 . BV, Al V A G 的 两 个 部 集 . 由 于 G 的 阶 至 少 为 5, 所 以 VW 和 
Vo 中 至 少 有 一 个 含有 3 个 或 多 于 3 个 顶点 , 不 妨 设 Vil =k 23. 又 因为 G 
的 由 页 所 诱导 的 子 图 是 完全 图 Ke, 并 且 k > 3, 所 以 可 得 G 含有 一 个 三 角 - 
形 . 根据 定理 1.12, G 不 是 二 部 的 . 四 


1.27 (a) Kes + Ko = K7, Ke x Ko 如 图 5(a) 所 示 . 
(b) Ks+ Ks Ks,s, Ks x Ks S Kis- 
(c) Cs + Kı 如 图 5(b) Bras, Cs x Ky S Cs. 


图 5 习题 1.27 中 的 图 


(a) 





1.29 (a) 见 图 6 PHA EA. (b) 在 顶点 2 处 加 一 个 环 . 
1.33 DLA 6 PHA Al D. 


13 3 
D 
M 11 4 
6 12 


图 6 习题 1.29 和 习题 1.33 中 的 多 重 图 和 有 向 图 


奇数 号 习题 的 解答 与 提示 355 


第 2 章 度 


2.1 


2.3 


2.0 


2.¢ 


2.9 


2.11 
2.13 


2.15 


2.17 


2.21 


(a) 不 存在 . 由 推论 2.3, 不 存在 包含 奇数 个 奇 点 的 图 . 

(b) 不 存在 . 因为 对 于 任意 7 阶 图 , A(G) < 6. 

(c) 不 存在 . 假设 存在 这 样 的 图 G, 设 V(G) = {v1 v2, v3, val， 我 们 可 以 假设 
deg = 3 (1 <i < 3), deg = 1. 因而 ,顶点 WwW (1 <i < 3) 邻接 于 G 中 
除 目 身 之 外 的 所 有 顶点 , 当然 包含 v4, 导致 矛盾 . 

解 ” 设 该 图 中 有 zz 个 度 为 4 的 顶点 . 由 图 论 第 一 定理 , (12-z)x6+4z = 2x31, 


解 得 x= 5. : 0 
解 ” 设 该 图 中 有 z 个 度 为 5 的 顶点 . 由 图 论 第 一 定理 , (12 一 z) x 3 十 2 x 4 十 
5z +6x 11 = 2 x 62, 解 得 x = 7. O 


G 的 边 数 为 3|U| = 3 x 12 = 36. 设 GHA r 个 度 为 2 的 顶点 , 则 2z + (10 — 
T) x 4 = 36, IF x = 2. 

证 假设 这 两 个 奇 点 位 于 G 的 不 同 连通 分 支 内 . 则 G 的 某 个 连通 分 支 (本 身 

作为 一 个 图 ) 仅 包 含 一 个 奇 点 , 与 推论 2.3 FR. 四 


是 的 . 考虑 G = Ks UK5, 其 阶 n = 10, 6(G) = 4 = (n — 2)/2. 
(a) WE 假设 G PPAR- MEBIE 分 别 记 为 Gi, Ga 和 G3. 设 vi 
V(Gi) (1 <i < 3). 由 于 deguwu > (n — 2)/3, 则 每 个 连通 分 支 Gi 1 < 
< 3) = yy (n — 2)/3 + 1 = (rn4+1)/3 CHK. WG BLAS 
3-(n+1)/8=n+1 FS, 与 GMBH n FA. m 
男 一 种 证 明 假设 G 至 少 含有 三 个 连通 分 支 . 则 G 含有 一 个 阶 至 多 为 
n/3 的 连通 分 文 G1. 设 veEV(G1). 则 degv < (n/3) — 1 = (n — 3)/3, 与 
6(G) > (n — 2)/3 AE 四 


(b) 考虑 G = 3K3. 
证 假设 G 不 是 二 部 图 , 则 G 包含 奇 圈 C. B uM oE 上 任意 两 个 顶点 ， 
WC EAR u-v 路 , 其 中 一 条 的 长 度 为 奇数 , 另 一 条 长 度 为 偶数 . 8 


证 假设 G 包含 顶点 x, 其 中 degz = 0 (mod 3). 由 于 G 是 连通 的 , 则 GE 
人 省 一 条 也 一 工 路 , WA Ps w= v0,wi,...,we = 2. Bt 为 使 得 deg wi 三 0 
(mod 3) 的 最 小 正 整数 , 则 deg wt_1 Æ 0 (mod 3). 然而 , deg w1 + deg wi 4 0 
(mod 3), 导致 矛盾 . - 
对 于 (a) 和 (b), 见 图 7. 

(c) 找到 Petersen 图 的 四 个 具有 最 大 阶 数 的 诱导 子 图 Fo, Fi, Fo, Fo, 其 中 F, 
是 7 正则 图 (0 <r < 3). 
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图 7 习题 2.21 的 图 


2.23 DLA 8. 


图 8 习题 2.23 的 图 


2.25 (a) 由 于 Gv 是 3 正则 的 , H G 一 v 的 阶 为 偶数 , 则 G 的 阶 为 奇数 . 
2.27 G 的 边 数 为 riU| =r|W|. 两 边 同 除 以 r, 得 到 |U| = |W]. 
2.29 (a) 设 v 为 G 的 任 一 项 点 , 记 degcv = k, M deggv =n-1-k. AlN, 


A(G) + 6(@) <k+(n-1—-k) =n-1. 


(b) 证 假设 G Ær 正则 的 , 则 G 是 (n 一 1 一 7) 正则 的 . 因而 , 5(G) = r, 
6(G) =n—-1—r. 故 5(G) 十 6(G) =n-1. 
AFH, 假设 G 不 是 正则 的 , M G 包含 两 个 顶点 u 和 v, 使 得 
a = degg u < degg v = b. WHT, deggu =n — 1 —b, 6(G)<n-1-). N 
此 ， 


A(G) +G) <a+(n-—1—b)=n-1-(b-a)<n-1. n | 


2.31 提示: 对 于 n HA G 的 一 个 顶点 v, deggvu + degav =n-1. 因而 , & 
di,do,..., dn An WEIG 的 度 序列 , 则 (n—1)—di, (n—1)—do,...,(n-1)—d, 
为 G 的 度 序列 . 

2.33 ”提示 : AERA xz,1,2,3,5,5 的 图 G, 则 G 的 阶 为 6. 由 于 G 含有 两 
个 度 为 5 的 顶点 , 则 6(G) > 2. Am, G 中 不 可 能 含有 度 为 1 ATA. 
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2.35 ”提示 : 在 存在 度 序列 为 zx,7,7,5,5,4,3,2 的 图 G, 则 6(G) > 2. 由 于 每 个 图 奇 点 
的 个 数 为 偶数 , 则 z 必 为 奇数 . 故 z 可 能 的 值 仅 为 3, 5, 7. 利用 Havel-Hakimi 
定理 可 以 证 明 z =5,z=3. 

第 3 章 同 构图 

3.1 IIE 9. 


Q O. v 


图 9 ”习题 3.1 的 图 
3.3 (a) Gy Go, (b) Gy = Go. 
3.5 ”从 这 些 信息 中 我 们 不 能 得 出 Gi 学 Go. 例如 , GR v 外 , Go 中 存在 度 为 3 的 顶 
点 使 其 邻接 于 某 个 度 为 2 的 顶点 . 见 图 10. 


ui UD 
| Q | l ey : 
Wy Ly Y2 T2 


图 10 ”习题 3.5 的 图 


3.7 ”解法 不 正确 . 事实 上 , G1 = Go. 因为 在 长 度 为 5 的 圈 的 内 部 没有 长 度 为 2 的 
路 是 图 中 Go 所 独 有 的 性 质 . 
3.9 Gi 和 Gs 不同 构 . 例如 ,Ga 中 两 个 度 为 2 的 顶点 是 邻接 的 , 而 Go 中 两 个 
度 为 2 的 顶点 却 不 邻接 . 
3.11 证 假设 |W] =a. 则 |U| =a. 由 于 顶点 ve W, 因此 deggv = n/2. 从 而 ， 
degg v 一 nn 一 1] 一 dega <S n/2-1. AJE G FPA a MA v WE degau > n/2, 
所 以 在 G 中 也 有 a PLS v 满足 deggu < n/2 一 1. 又 由 于 在 G 中 有 a 个 
顶点 v 满足 deggu <n/2, 所 以 在 G 中 没有 满足 degcu = n/2 的 顶点 v. m 


3.13 BITE G 和 A 是 同 构 的 . 
证 映射 o 是 一 一 的 和 了 上映 上 的 . 考虑 G 的 任意 两 个 顶点 u Mo, 有 we 
E(G) 或 者 uv ¢ E(G)， 首 先 假设 w e E(G), 因此 delu, v) = 1. AF 
dy(o(u), o(v)) = 1, KE HF glu) 与 9(v) 邻接 . 接 下 来 , 假设 wv ¢ E(G). 
因为 da(w,v) > 2, RNA dulolu) ol) > 2. 即 , WR u Al uv FE G 中 不 邻 
接 , 则 olu) 和 ow) Æ H 中 也 不 邻接 . 因此 9 是 一 个 同 构 ， m 


308 


3.15 


4.3 


4.9 


4.7 


4.9 


4.11 
4.13 


4.15 


4.17 
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这 种 说 法 是 错误 的 . 设 Gi = Ps: u,v, wi, Go S Ps : uz, v2, w2. 则 Gi S Go. 
定义 一 一 映射 @ : V(G1) 一 V(G2), 其 中 olur) = uz, lvi) = we, (wi) = v2. 
WW de, (u,v1) = 1, BRL de, (b(ur), 6(v1)) = da, (uz, we) = 2. 


3.17 (a) ze, (b) A, (c) Æ. 

3.19 构造 图 G, 其 中 V(G) 一 {v1, V2, ESS Un}, H U,V; € E(G) 当 且 仪 当 Gi 同 构 于 
Gi. 因为 G 是 一 个 图 , 所 以 它 售 有 偶数 个 奇 点 . 

第 4 章 树 

4.1 


考 汇 图 G, G 是 由 图 Ka(V(Ks) = {v1,v2,v3}) 通过 增加 两 个 新 的 顶点 z M y, 
以 及 两 条 边 vic 和 voy 所 获得 . 

证 由 于 e = uv Ai, 所 以 G&A uv BP: uv. 我 们 来 证 明 忆 是 G 
中 唯一 的 u-v 路 . 假设 G 含有 男 一 条 4 一 v P. AA P EP, 所 以 路 
P 至 少 含有 3 个 顶点 . MAA u MoR P 的 两 个 端点 , 并 且 P 是 路 , 所 以 
u,v € V(P’) — {u,v}, Am e ¢ E(P’). WE, P 与 e = wv 构成 了 一 个 含有 e 
的 圈 , 与 e 为 G NRA I. m 


(a) G 的 边 数 为 n 一 1. 提示 : Gea H GARA, 则 G = G 一 el 含有 2 个 
连通 分 支 ; 在 ez 为 G 的 一 条 边 , 则 Go = G1 一 es 含有 2 个 连通 分 支 . 
(b) G 的 边 数 为 n — k. 
(a) 存在 3 个 5 阶 树 . 
(b) 存在 6 个 含有 1 个 连通 分 支 的 6 阶 林 , 6 个 含有 2 个 连通 分 支 的 6 阶 林 ， 
4 个 含有 3 个 连通 分 文 的 6 阶 林 , 2 个 含有 4 个 连通 分 支 的 6 阶 林 , 1 个 
” 侣 有 5 个 连通 分 文 的 6 阶 林 , 1 个 含有 6 个 连通 分 支 的 6 阶 林 . 因此 存在 
20 个 6 阶 林 . 
WTFn>4kG=—c,_1UK.. 
提示 : To = P}. 
Ro 是 度 为 5 的 顶点 个 数 . 因此 ,了 有 21 一 15 一 1 一 x = 二 5 一 Zz 个 度 为 3 的 顶 
Ka. 由 于 了 的 边 数 为 21 一 1 = 20, 所 以 根据 图 论 第 一 定理 , Loeven degv = 
15 +6 + 5r +3(5 — x) = 2 x 20. AW, z = 2. 
Woe 是 度 为 2 的 顶点 个 数 . 则 工 的 阶 为 n= 50+ 4r. 因此 ,m = 49 + 4r. 求 
BEM, 我 们 得 到 50 x 14 224 382+ 4r + 5r = 2(49+4z), 因此 z= 二 8, Min, 
n = 50 + 4 x 8 = 82. 
(a) 图 了 是 含有 两 个 度 为 4 的 顶点 的 双星 . 
(b) ET An BM, 其 中 75% 顶点 的 度 为 1, 余下 25% 顶点 的 度 为 4. 则 有 
(3n/4) x 1+ (n/4) x 4 = 2(n — 1). XF n RRR, 得 到 n= 8. 因此 ,了 为 (a) 
中 的 双星 . 
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(c) TA n 阶 树 , 其 中 75% 顶点 的 度 为 1, 余下 25% 顶点 具有 固定 度 z. M 
有 (3n/4) x 14+ (n/4) x z = 2(n — 1). 可 得 n(5 一 xz) = 8, 意味 着 x < 4. 
因此 , z = 2,3,4. 由 于 nn 为 整数 , 所 以 z 42. 因此 , zx = 3 或 者 7=4. 阁 
r= 二 3, 则 n=4,T= Kis; 夺 7 二 4, 则 n= 8, 工 为 (a) 中 的 双星 . 


4.19 (a) 提示: An = Yoon; 与 2(n 一 1) = 2m = Dims, 可 得 2(2 mi 一 1) = 
yo, imi, ATM 250, 2-2 = Jini. 因此 , 2 — ins = 2 ini = 
(b) m1 = 54224211. 
4.21 E Cntz 是 (n 一 1) 正则 的 . 由 于 6(Cr42) =n —1, 所 以 由 定理 4.9 可 得 了 同 
构 于 Cn+2 的 一 个 子 图 . 
4.23 E TSK MT = Pi. 
证 RMT MRA n. AFTA T ERE n 阶 树 , 所 以 可 得 了 和 了 的 边 数 均 为 
n—1. PFW, n—-1l+n—1=2(n—1) = (2) = EY. Wii 4(n-1) = n(n-}), 
所 以 (n 一 1)(m 一 4) = 0, 意味 着 n= 二 1 或 n= 二 4. fn=1, WTS K; |S 
n=4, MTS P, ÈT Kis. 因为 PiS P, Kis REM, PUTS Ps. m 
4.25 (a) G 中 存在 8 个 生成 树 ; 2 个 非 同 构 的 生成 树 . 
(b) H 中 存在 9 个 生成 树 ; 3 个 非 同 构 的 生成 树 . 
4.27 WE 11 所 示 的 例子 . 
5 Vv 
2 3 
2 
u x y w 
图 11 “习题 4.27 中 的 图 
4.29 ”提示 : 由 Kruskal 算法 , 每 个 步骤 中 , 对 于 所 要 选择 的 边 只 存在 唯一 的 选择 . 
4.31 对 于 k= 二 2, 设 G= Cs 具有 权 值 1,2,2. XF k 2 3, 8 G = Cr 使 得 G 的 每 
条 边 都 具有 相同 的 权 值 . 
第 5 章 连通 度 
5.1 (a) 每 个 非 平 凡 的 树 均 具有 这 样 的 性 质 . 


(b) 对 于 图 12 所 示 的 三 个 图 , v HERA. 


2 v ° | ? v 9 v 9 


图 12 “习题 5.1(b) 的 图 
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9.3 


9.9 


5.7 


9.9 


9.11 


5.13 
5.15 
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陈述 (a)~(d) 均 是 错误 的 . 

(a) G 为 图 12 中 的 某 个 图 . 

(b) v 为 图 G 的 一 个 半点 . 

(c) G Kin (n > 3). 

(d) 每 个 n RAEE n-1 RAMELS n-2 PRA. 

(a) G = Ky 12. 

(b) G 为 图 12 前 两 个 图 中 的 某 个 . 

(c) G 为 图 12 前 两 个 图 中 的 某 个 . 

(d) G S Ko. 

证 设 z 和 ?2 为 工 的 两 个 顶点 , H d(z,y) = diam(T) > 2. 由 定理 5.5, x 和 
y 均 不 是 割 点 , 则 x My eT Ae. 设 v 为 x 一 y 测 地 线 P 上 邻接 于 y 的 
那个 顶点 , 则 v 是 割 点 . 假设 命题 不 成 立 , v 邻接 于 两 个 割 点 , 则 这 两 个 顶点 必 
有 一 个 不 在 已 上, 记 为 w. 因而 ,G -w 存在 一 个 包含 顶点 z 的 连通 分 文 , 其 中 
zAMFPWe-v THE FT Po 2 路 是 唯一 的 , 则 这 条 路 的 长 度 为 
d(x,z) = d(x,y) +1=diam(T) +1, FRA JA. E 


G KHAN r,t, w, HN qr, tw. G 的 块 如 图 13 所 示 . 
3 t T 
gos LN LN bga < y 
r t u y 


图 13 “习题 5.9 中 的 图 


证 由 推论 2.5, G 是 连通 的 . 因而 , 我 们 只 需 证 明 G 中 不 存在 割 点 即 可 . 设 
v E€ V(G), u H w eG 中 任意 两 个 不 同 于 v 的 顶点 . 下 面 证 明 G 中 存在 一 
条 不 包含 v HJ u- wi. Æ uw e E(G), 命题 显然 成 立 . 因此 , 我 们 可 以 假设 
u, w 不 邻接 . 根据 题 意 , 4 的 令 域 N(u) A w 的 邻 域 N(w) 均 至 少 包 含 n/2 
个 项 点. 由 于 G 的 阶 为 mw W NNN) 中 至 少 包 售 两 个 项 点. 这 两 个 顶 
点 中 至 少 有 一 个 不 是 v, 记 为 z. 故 ur, w EDER v HJ uwi. 四 


陈述 是 错误 的 , 如 图 14 所 示 . 

提示 : 设 B 是 G 的 不 可 分 子 图 , 且 B 不 是 G 的 其 他 任意 不 可 分 子 图 的 真子 
图 . 设 e 和 ff 为 BB 的 两 条 边 .下面 我 们 证 明 : e= f, 或 e,f 位 于 G 的 同一 个 
Bk. Rite f. 设 C 是 包含 e 的 一 个 圈 . 大 f 位 于 CC 上, 则 命题 得 证 . 否 
则 , Æ B 中 存在 一 条 4 一 路 Pi:w= uuw, ,Uk = v, AE f= uow, H 
MFO<igk—-lu PEC 上. 由 于 wrx 不 是 B 的 出 点 , MEEDE uk 的 


5.17 


5.19 


5.21 


5.23 


9.29 
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uri- w BR P', 使 得 也 是 P' 中 唯一 一 个 位 于 C 上 的 顶点 .( 下 面 只 需 证 明 B 
中 存在 一 个 包含 e 和 uriu KEBI.) 


PEA. 


图 14 习题 5.13 中 的 图 


AAW, 设 B 是 由 等 价 类 中 的 边 所 诱导 的 子 图 , 其 中 该 等 价 类 是 由 年 
H 5.8 中 定义 的 等 价 关系 形成 的 . 下 证 B 是 G 的 不 可 分 子 图 , 是 不 是 G 的 
其 他 任意 不 可 分 子 图 的 真子 图 . € B 仅 包 含 一 条 边 , 命题 显然 成 立 . 因此 , 我 
们 可 以 假设 B 的 阶 至 少 为 3. 因为 B 的 任意 两 条 边 共 圈 , 所 以 B 是 连通 的 . 
设 w 是 B 的 一 个 顶点 . Gwe BMRA, 则 存在 邻接 于 w 的 两 个 顶点 u 
Alu, 使 得 每 条 4 一 v 路 均 包 含 w, 矛盾 .) 因而 , w PERA, 故 B 是 不 可 分 
的 .( 下 面 只 需 证 明 B 不 是 G 的 其 他 任意 不 可 分 子 图 的 真子 图 即 可 .) 
连通 图 G 的 顶点 割 U 称 为 是 极 小 的 (minimal), 奉 UU 的 任 一 真子 集 均 不 是 
G 的 顶点 割 . 因此 , 最 小 顶点 割 是 极 小 的 , 但 反之 不 成 立 . 问题 : 在 G 中 极 小 
顶点 割 的 最 大 基数 是 多 少 ? 
陈述 是 蚀 误 的 , 例如 :G = Ki + (Ki U Ka). 
(a) G S C3. 
(b) 不 存在 这 样 的 图 . 
(c) G Cs. 
(d) 不 存在 这 样 的 图 . 
(a) WE ṣi H =G +K, v HAER, Be pE G 中 .下 面 , 我们 证 明 
(H) > k+1. 设 S 是 是 顶点 集 的 子 集 , 且 |S| =k. 考虑 下 面 两 种 情形 : 
情形 1 vés. 由 于 G 的 每 个 顶点 在 中 均 邻 接 于 vw, 则 在 五 -5 
中 的 每 个 顶点 均 邻 接 于 v, 故 H- S 是 连通 的 . 
情形 2 ves. 在 该 情形 下 , H-S=G-—(S—{v}). 由 于 K(G) > k, 
|S — {v}| = k- 1, W G- (S 一 {v}) 是 连通 的 . 
在 上 述 两 种 情形 中 , S 均 不 是 H 的 顶点 割 . 因而 , 在 五 PER ki 
(RDF kA) 顶点 不 会 导致 互 不 连通 . 故 (H) k+l, BY HW Æ (k+) 
连通 的 . 四 
(b) 提示 : 利用 类 似 于 (a) 的 方法 讨论 . 
(a) 如 图 15(a) Bras. 
(b) 不 存在 这 样 的 图 . 
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9.29 
0.31 
0.33 


5.35 
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o Ce wo KM 


图 15 YB 5.25(a), (d) 中 的 图 


(c) 不 存在 这 样 的 图 . 

(d) 如 图 15(d) 所 示 . 

(a) 提示 : 设 G 是 一 个 连通 度 为 k 之 1 的 (连通 ) A, WG 中 存在 一 个 不 是 制 
点 的 顶点 vi. 因而, Gi = G 一 1 是 连通 的 . 设 va 是 Gi 中 一 个 不 是 割 点 的 顶 
局 . 

(b) 提示 : BRKT k MG. 

(c) 陈述 是 错误 的 , 考虑 G S Kig. 

(d) 陈述 是 正确 的 . 

证 假设 存在 顶点 割 W, 使 得 v4 W. 由 于 wv 与 G 一 W 中 每 个 顶点 均 邻 接 ， 
WW G 一 W 是 连通 的 , 导致 了 矛盾 . 


(e) 提示 : 陈述 是 正确 的 . 

(a) HG & Py x Ko. (bh) 设 G Kos. 

(a) k=2=A(G)-1. (b) k=1=H(G)—1. 

WE 由 于 G 是 5 连通 的 , 则 G 一 ww 是 4 连通 的 . 因此 , G 一 w 中 存在 四 条 内 部 
不 相交 的 wu 一 v 路 , 旦 每 两 条 路 可 构成 一 个 圈 . 记 Pi, Pe, Po, P 为 上 述 四 条 
u— v BB, C 为 由 Pi 和 Po 构成 的 图 , C’ 为 由 PB 和 Pa 构 成 的 圈 . BC Al C’ 
MA u,v 两 个 公共 顶点 . BTR CAC’ EG -uw 中, 故 它们 均 不 包含 色 
证 在 图 G 上 添加 一 个 新 的 顶点 w, 再 连接 w 到 vi (1 <i ck), 按 上 述 方法 
构造 的 图 记 为 H. 由 于 G 是 上 连通 的 , 由 推论 5.18, M 五 也 是 上 连通 的 . 由 
定理 5.17, H 中 存在 条 内 部 不 相交 的 4 一 ww 路. 这 些 路 是 图 G 的 内 部 不 相 
ACH] u— vu; Be (1 <i<k). m 


提示 : K(Qn) = (Qn) = n. 


第 6 章 Taht 


6.1 


E SHAR M 可 以 作为 此 情形 的 模型 , 其 中 V(M) 是 房子 构成 的 全 体 , 并 且 
M 的 两 个 顶点 之 间 的 边 数 等 于 这 两 个 房子 之 回 门 的 数目 . 因为 M 是 连通 的 
并 且 恰 好 含有 两 个 奇 度 顶点 (R3 和 R6), 所 以 M 含有 一 条 Euler W. 并 且 这 
条 道路 可 能 始 于 R3 IEF R6, 也 可 能 始 于 R6 IEF R3. Q 


6.5 
6.7 


6.9 


6.11 


6.13 
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R2 


R1 R3 
R5 

M R4 R6 

R7 R8 R9 


图 16 “习题 6.1 中 的 多 重 图 M 


证 设 Gi 是 阶 为 ni @ =1,2,3) r: 正则 图 . 因为 Gi 是 Euler 的 ,所 以 1 是 
偶数 . 又 由 于 Gi 是 Euler 的 , 所 以 ni -r 一 1 是 偶数 . 因此 ni 是 奇数 . 因为 
Go 不 是 Euler 的 , 所 以 ro 是 奇数 , 从 而 no 是 偶数 . AH, rs 是 奇数 ,ns 是 侦 
数 . 注意 到 

(1) G F Gi 的 每 个 顶 点 的 度 为 偶数 ry + n2 + N3, 

(2) G 中 Ga 的 每 个 顶点 的 度 为 个 数 ra + mi 十 ma， 

(3) G 中 Gs 的 每 个 顶点 的 度 为 偶数 r3 十 mi + ne. 

因为 G 是 连通 的 , 并 且 其 每 个 顶点 的 度 是 偶数 , 所 以 G 是 Euler 的 . 加 
ił G = Ks —e. 

解 (b) 正确 . AA n 是 奇数 , 所 以 7 A n-i -r REES. EH H, G 的 每 
个 顶点 的 度 为 7 十 2, G 的 每 个 顶点 的 度 为 (n 一 1 一 7) 十 2, 并 且 这 两 个 数 都 是 
偶数 , 故 顶点 u Av 的 度 均 为 2n 十 1. 因此 五 是 恰好 有 两 个 奇 度 顶点 的 连通 
图 . > 


解 ”假设 相反 , WV (G) 中 存在 一 个 非 空 子 集 S, 使 得 k(G 一 5) > |S|. AWG 
中 不 含 割 点 , 所 以 |S| > 2. 又 因为 z 与 G 中 任意 其 他 顶点 均 邻 接 , 所 以 必然 有 
z € S; 否则 G- S 是 连通 的 . 又 因为 G 的 阶 为 7, 则 删除 G 中 四 个 或 更 多 的 顶 
点 所 得 到 的 图 的 连通 块 一 定 小 于 或 等 于 3, 所 以 1S|= 2K |S] = 3. A G-z mM 
图 17 Bras. 如 果 |S) = 2, 则 只 有 当 S PHRA uw, 或 y 时 , G 一 5 AEA. 
但 此 时 , k(G 一 5) = |S| = 2. WR |S| = 3, 则 只 有 当 S RA {uwy} 中 的 顶 反 
时 , G 一 5 才 可 能 含有 两 个 或 两 个 以 上 的 连通 块 , 而 此 时 k(G S) = |S| = 3. 
这 就 是 说 , 上 面 的 G 是 Hamilton 图 的 条 件 是 必要 的 , 但 却 不 是 充分 的 , 即 这 个 
定理 的 逆 不 成 立 . Q 


提示 : 注意 Cn 是 一 个 (n 一 3) 正则 图 . 如 果 n= 5, 则 Cs = Cs, Æ Hamilton 

的 . WME n 6, M n- 3 2 n/2. 

(a) 设 G S Koy. 则 删除 基数 为 2 的 分 类 集中 的 所 有 顶点 所 得 的 图 侣 有 四 个 
连通 块 . 

(b) 设 G K,-—e. 则 此 图 含有 两 个 奇 度 顶点 . 

(c) HGS K4-—e. 
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6.15 


6.17 


6.19 


6.21 


(d) WG & Pz. 


v 


图 17 习题 6.9 WBR G-z 


解 正确 . 

证 WRrEAGCHAOTEH. 首先 , 注意 到 如 果 王 是 Hamilton 的 , 则 G 必须 
是 连通 的 . 如 果 GSA Pind, WF 中 也 含有 一 个 器 点 , 所 以 6(G) > 2. 如 
R G 中 含有 一 个 度 大 于 或 等 于 3 的 顶点 , UF 中 含有 一 个 至 少 邻 接 于 三 个 
度 为 2 的 顶点 . 因为 没有 哪个 Hamilton 图 拥有 这 样 的 项 点, 所 以 A(G) < 2 
则 G 是 一 个 连通 的 2 正则 图 , BUTE TP BR n > 3, A GS Cn. 因此 G 是 
Euler 的 . a 


fe 所 有 图 的 阶 都 为 4. 
证 首先 易 证 : MEG 是 任意 一 个 阶 为 4 的 图 , 则 G(3) Hamilton 的 . 所 
Wit n>5, 并 设 G 是 一 个 阶 为 4 的 图 . 设 Y(G(3)) =V(G) UW 其 中 


W = {vs : S CV(G) # |S| = 3}. 


则 IW] = (3), G3) —V(G@) 中 含有 k(G(3) — V(G)) = |W] 个 连通 分 支 . 易 知 ， 
如 果 k(G(3) —V(G)) > |V(G)| (BD, 如 果 (3) > n), W G(3) 不 是 Hamilton 的 . 
对 于 正 整数 n, KER (3) >n SMF n> 4. LAH n > 5, 所 以 图 G(3) 不 
是 Hamilton FY. = 


证 首先 , 注意 到 G 的 阶 是 2n. AA 6(G1) > n/2, H 6(G2) > n/2, 所 以 Gy 
(或 Go) 中 每 个 顶点 的 度 至 少 为 n/2 十 n/2 =n. 所 以 根据 Dirac 定理 ,G 是 
Hamilton FY. a 


提示 : SG 兰 G+K1 HP VK) = {r}. 则 对 G 中 任意 两 个 不 邻接 顶 
uly, 有 degg: u + degg: v >n+1. 因此 , C 中 含有 一 个 Hamilton A C, 
从 而 G 中 含有 一 条 Hamilton 路 C — zx. 


6.23 ”提示 : (a), (b) 否 
第 7 章 有 向 图 
7.1 (a) 证 设 v 为 G 的 一 个 顶点 . 根据 假设 , D -ov 是 强 定 问 图 . Alt D -o 


1.3 


1.0 


7.7 


奇数 号 习题 的 解答 与 提示 365 


一 个 有 向 圈 (如 图 18(a) 所 示 ). 另 一 方面 , D -u 是 强 连 通 的 , 因此 它 也 是 
一 个 有 向 圈 . 由 于 (w,z) 是 一 条 有 向 边 , 所 以 D 一 4% 是 图 18(b) 中 所 示 的 
有 向 圈 . 因此 , D 含有 图 18(c) 中 的 有 向 图 作为 其 有 向 子 图 , 从 而 D 是 强 
连通 的 . = 


图 18 SJB 7.1(a) 证 明 中 的 有 向 图 


(b) 由 (a) 可 知 , D 含有 图 18(c) 中 的 有 向 图 作为 其 有 向 子 图 . DE u Mv ze 


网 图 19. 
k L N ” ED 


图 19 ”习题 7.3 中 的 图 


证 设 万 为 强 有 向 图 . 假设 DD 的 基础 图 G 存在 一 个 边 割 S, 把 V(G 一 5) 分 成 
两 个 集合 4 和 B, 使 得 不 存在 从 4 到 BAU. 设 we 4,ve B. 则 DD 中 不 存 
Æ u-v 路 , 与 D 是 强 连通 的 了 矛盾. RZ, 假设 D 不 是 强 连 通 的 . D 含有 两 个 顶 
点 u 和 vw, 使 得 DD 中 不 存在 4 一 v 路 . 设 A4= {xz eV(D): D&A u— «ax igy, 
B=V(D)-A. 由 于 we 4,veB, 所 以 AAO, BAO. G 中 ,连接 4 中 一 个 
顶点 与 B 中 一 个 顶点 的 边 的 集合 9 是 G 的 一 个 边 割 . 因为 对 于 任 一 x € A, 
DD 含有 一 x 路, 并 且 对 于 任 一 x € B, D RE u-c 路, 所 以 D 中 不 存在 从 
A 到 B WIR. 


证 首先 考虑 , AFT BEM, 所 以 工 不 含 满足 下 述 条 件 的 顶 后 x, odr = 
0 或 i dz = 0. 又 因为 对 于 了 PE—M (u,v), T — (u,v) + (v, u) 是 强 连 通 的 ， 
LAT REWE ode = 1 或 idz = 1 的 顶点 c 因此 , 对 于 了 工 的 每 个 顶点 z, 
odz 之 2,idz 2 2. BF TERNA n, BH 3 <n <5, MUR n=5, AT 
个 顶点 z 都 有 odz = idz = 2. 存在 唯一 具有 这 个 性 质 的 5 NARR. m 


证 首先 , 假设 全 是 一 个 可 迁 竞 赛 图 . i uM o 为 工 的 两 个 顶点 . 不 失 一 般 性 ， 
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T.11 


T.15 


设 (u,v) AT AU. 设 U 是 所 有 v 所 邻接 到 的 顶点 的 集合 . 则 odv = |U]. 
KE, Æ x eU, W (wr) ATE- AA T ene, (u,v) 和 (wz) EMM, 
所 以 (wz) ET ARI. 从 而 u 邻接 到 U 中 每 一 个 顶点 , 有 odu > 1+|U|, 
意味 着 odu + odv. 

现在 证 明 充 分 性 , 假设 T 是 一 个 顶点 的 度 都 不 相同 的 n 阶 竞赛 图 ， 则 
这 些 出 度 为 0,1,2,...,n 一 1， 因 此 可 以 假设 V(T) = {v1,v2,...,un}, 其 中 
odu = ni 0 <icn). 我 们 断言 任 一 顶点 vilisi < n 一 1) 都 邻接 到 


Uil, ViT2，. ADER IAAI E 由 于 odv =n — 1, 所 以 对 于 
顶点 v, 言 正确 假设 对 于 所 有 i (1 < i < ,1 < < n), vi 都 邻接 到 
Vi 十 1 Vi 十 2 n 考虑 Uk+1- 由 归纳 假设 ， 大 点 U1, U2,..., Uk 都 邻接 到 Uk+1- 


由 odupa1 =n — k — 1, 可 得 w+l 邻接 到 Uk42, vers,-.., Un. 现在 来 证 明了 是 
可 迁 的 . 设 (u,v) 和 (vw) AT OM. W u = vv 二 vs, 二 404, 其 中 7 <s<t. 
由 7 < 上 可 得 , (uw) AT YOM, EE, T Æa E. n 


证 AF SL, odu = iL, idu, 所 以 Jalodu — idu) = 0. 而 


TL n—1 
0= (od vi — id v;) = S (od vi — id v;) + (od vn — id vn) 


=i ?一 荆 
>(n—1)+odup — idv. 


因此 , idun 一 odvn >n—1, 意味 着 idun = n — 1, odun = 0. H odun = 0 FA 
得 , T RES. 加 


a uM o 是 竞赛 图 工 中 两 个 不 同 的 顶点 . 可 以 假设 (u,v) e ET), 因此 
(v,u) ¢ E(T). W) d(u,v) = 1, d(v,u) #1. Mit, d(u,v) # d(v,u). © 


证 我 们 用 归纳 法 来 证 明 . RT AMA nS 3 的 强 连 通 的 竞赛 图 , v 为 了 的 
一 个 顶点 . 首先 来 证 明 了 含有 一 个 长 度 为 3 WE. 由 于 了 是 强 连通 的 , 所 以 
odv > 0, idv > 0. 因此 N+(w) 和 N (v) 是 非 空 的 . 由 同样 的 原因 , 存在 顶点 
u € Nt(v) 邻接 到 N-(v) 中 的 某 个 顶点 w. 因而, v,u,w,v 是 一 个 长 度 为 3 
的 图 . 

假设 全 含有 一 个 长 度 为 天 的 圈 , 其 中 3 <ck <n. 下 面 证 明 工 含有 一 个 
长 度 为 k 十 1 OE. 

Civ =01,00,..., Ub, U1 是 一 个 长 度 为 的 图 . Bit T 中 存在 一 个 不 
属于 C 的 顶点 u, 使 得 SHEE C 的 某 个 顶点 , 并 邻接 到 C 的 其 他 茶 个 顶点 . 
则 C 中 存在 一 对 邻接 的 顶点 , 不 妨 设 为 w 和 vit1( 下 标 关 于 模 上 AR), 使 得 
(vu) 和 (uva) HET WM. 在 此 情形 下 , V,U... vi, U, vitl; ;Uk; UI 
是 一 个 含有 wv 的 , 并 是 长度 为 上 十 1 WE. 
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现在 假设 了 每 个 不 属于 C 的 顶点 , 或 者 邻接 到 C 的 所 有 顶点 , 或 者 邻接 
B C 的 所 有 顶点. BU 为 V(T) -Y(C) 中 所 有 满足 下 述 性 质 的 顶点 集合 , 这 
些 顶 点 都 邻接 目 C 上 所 有 顶点 ; KW 为 V(T) 一 V(C) 中 所 有 满足 下 述 性 质 
的 顶点 集合 , 这 些 顶 点 都 邻接 到 C 上 所 有 顶点 . 由 于 了 人 是 强 连通 的 , 所 以 存 
FERTIL u EU, 其 邻接 到 某 个 顶点 we W. AIT, v1, v2, Uk u, w, D1 
是 一 个 含有 2 WREX k+1 的 图 . 加 


第 8 章 ”匹配 与 分 解 
8.1 (a) LAI 20. (b) G 的 完美 匹配 为 M ={uowe, uiwi, uawo, U3W5, UaWe, USWA, 


Ug WZ } . 
UO U1 U2 UZ UA U5 ug 
wo Wy W2 w3 WA w5 wg 


图 20 习题 8.1 的 图 G 


8.3 ”对 于 图 Gi, 通过 M = {av, bw,cy,dz,er}, 集合 U 可 以 匹配 到 W E. 对 于 图 
Go, 由 于 U 不 是 友好 的 , 则 U 不 能 被 匹配 到 W 上 . 例如 , X = {v,2,y}, 而 
N(X) = {a,c}. | 

8.5 证 假设 树 工 包含 两 个 不 同 的 完美 匹配 Mi 和 Me, 则 人 中 存在 一 个 顶点 v, 使 
得 v 关联 两 条 不 同 的 边 et 和 eo, 其 中 el € Mı, e2 € M2. 志 el = uv, e2 = vw, 
už w. 因而 , 了 存在 一 条 长 为 2 路 , 其 边 以 Mi 一 Ma 和 M2 一 Mi 的 交错 方式 
出 现 . 在 边 以 Mi — Mz 和 M- Mi 的 交错 方式 出 现 的 所 有 路 中 , 设 PP 为 的 长 
度 最 大 的 一 条 . 假设 PP 是 一 条 工 一 y 路 , 在 PP 上 zx 关联 一 条 以 M1 一 Mi 方式 
出 现 的 边 . 由 于 M: 是 完美 匹配 , 则 « 关联 一 条 不 在 P EV Ma 一 Mi 方式 出 
现 的 边 , 记 为 e= xz. Æ 2z ATE P E, W z, P 是 一 条 z 一 y 路 , 其 边 以 Mi 一 MM。 
和 Mo 一 Mı Whe TA, 且 其 长 度 大 于 P, 导致 矛盾 . Az TEP LE (事实 
E, VA z= y, BE P Ey RRRA Mi 一 Ms 方式 出 现 的 边 ), 则 可 构成 工 
中 的 一 个 圈 , 导致 矛盾. 四 

8.7 考虑 如 图 21 所 示 的 图 ,AM = {wv, ws,tr,yz}, Mo = {us, vw, cy, tz}. 

8.9 考虑 G1 = Ks, G2 = Ke — e, G3 = Ps, Ga = Ki. 

8.11 Æ G 为 二 部 图 , 则 ai(G) = BG). 

8.13 a(H)= AB1(H)=2,6(H) = a (H) = 5. 集合 {t u) AB) ABR, {u, w, 2, y, z} 
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8.15 
8.17 


8.19 
8.21 
8.23 


8.29 


8.27 
8.29 
8.31 


8.33 


8.39 


of BK SS) A AY HAS RTR 


图 21 习题 8.7 中 的 图 


为 最 大 独立 集 , {uv,tw,tz,ty,tz} HRW, {wtw} 为 最 大 边 独立 集 . 
B1(G) = (nı + n2)/2. 由 定理 8.7, ai(G) = (ni + n2)/2. 

图 G1 存在 1 因子 , 但 不 是 可 1 因子 分 解 的 ; G2 不 存在 1 因子 (当然 不 年 可 1 
因子 分 解 的 ); Gs 存在 1 因子 , 但 不 是 可 1 因子 分 解 的 . 

提示 : 构造 Ko 的 Hamilton 因子 分 解 . 

提示 : 设 5 为 Kss 的 一 个 部 集 , H [S| = 3, WAG —S) = 5. 

提示 : 由 定理 8.11, 若 G ASAD, W G 包含 1 因子 ; 否则 , 设 P:w= 
Up, U1,… ,Uk = V 是 一 条 包含 G ATA AY u — o 路 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 
以 假设 uur 和 univ ABW. 设 Gi X G- uu WAS u 的 连通 分 文 , Go 为 
G—upiv 包含 v 的 连通 分 支 . 对 于 每 个 i(i= 1,2), Re = riy AG 中 的 
一 条 边 . 此 外 ,在 GG 中 删除 边 ei， 添加 一 个 新 的 顶点 wi Alii ciwi 和 wiy:, 其 
中 i = 1,2. 设 按照 上 述 操 作 得 到 的 图 为 G'. 因而 , wi 和 we 是 G' 中 仅 有 的 
两 个 度 为 2 的 顶点 . BR, o, Fs EO 的 三 个 描 贝 . 对 于 每 个 7 了 (1 <7 <3), 
KF; 中 的 顶点 wi; 对 应 着 C 中 的 顶点 w, 万 中 的 顶点 wa 对 应 看 C 中 
的 顶点 wo. Œ Fi, Fo, Fs 的 基础 上 通过 下 述 方式 构造 图 F,(1) 添加 两 个 新 的 
顶点 z2 和 zo, (2) 连接 z211 到 wy (1 <7 <3), 连接 z2 到 wo; (1 <7 <3). 因 
ik, F 是 不 含 割 边 的 3 正则 图 , 由 定理 8.11, 已 包含 1 因子 . 下面 只 需 证 明 A, 
Fo, Fs 中 至 少 有 一 个 包含 1 APB Ay. 

提示 : Bon 为 偶数 , 则 Os 是 可 1 因子 分 解 的 . An 为 奇数 , 我 们 考虑 在 
C, x Ko 上 的 两 个 nn 圈 C :v1,v2,…, Un, 01 A OC ol, vh, u, v, 其 中 viv 
(l<i<n) 为 Cn x Ko 中 一 条 边 . 考虑 Cn x Ko 的 三 个 子 图 Fi, Fo, Fs, 其 
Ht vivi € E(F), vavh € E(F2), uv; € E(Fs) (8 <i <n). 

提示 : 考虑 C™ : v1, v2, U3, Us, V4, V6, U1, V4, V2, U5, U6, V3, V1. 

提示 : 注意 到 Kno = Kn + Kt. 

提示 : 图 Kz 可 分 解 成 Ca U Ca 的 二 个 找 贝 . 

提示 : A K222 是 可 Ki14 一 分 解 的 , 则 Koo 可 分 解 成 Kia 的 三 个 找 贝 , i 
Ka aa 中 存在 不 位 于 任 一 星 图 Kia 中 心 的 顶点 . 

提示 : 图 Cs 不 是 优美 的 . 当 1 在 Ce 上 循环 移动 时 , 考虑 标号 的 奇偶 性 . 男 一 
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方面 ,Cs 是 优美 的 . 设 Cs : U1, U2,°°° , U8, VI, 考虑 按 下 面 方式 定义 的 标号 f: 
fœ) = 0, flv2) = 8, f(v3) = 1, f(va) = 4, f(v5) = 5, f(ve) = 7, f(v7) = 2, 
f (vg) = 6. | 
8.37 ”提示 : WEH T 是 边 数 为 5 的 优美 树 , 再 利用 定理 8.24. 
第 9 章 可 平面 性 
9.1 DLS 22. Xf Gi, An=6,m=10,r=—6. 对 Go, § n = 10,m = 17,r=9. 对 
G3, A n =6,m = 12,r = 8. 在 每 种 情况 下 , BB n-m+r =? RY. 


人- 


图 22 习题 9.1 的 图 





9.3 (a) 解 图 G 的 阶 为 n=7 边 数 为 m=16. AW m=16>3-7-6=15. 根 


据 定理 9.2, 图 G 是 非 平面 的 . 0 
(b) 解 ” 图 G WMA n= 12 边 数 为 m = 33. 因此 m= 33 > 3-12—-6 = 30. 
根据 定理 9.2, 图 G 是 非 平 面 的 . 0 
9.5 (a) 八 面 体 图 是 一 个 4 正则 平面 图 , 而 完全 二 部 图 Kaa 是 一 个 4 正则 非 平面 
ESF | 
b) 二 十 面体 图 是 一 个 5 正则 平面 图 , 而 完全 二 部 图 Ks,s 是 一 个 5 正则 非 平 
面 图 . 


(c) 根据 推论 9.3, 每 个 平面 图 含有 一 个 度 小 于 或 等 于 5 的 顶点 . 


八 面体 二 十 面体 
图 23 习题 9.5(a) 和 (b) 的 图 


9.7 (a) C4. 
(b) 没有 这 样 的 图 存在 , 因为 每 个 非 平 面 图 必须 含有 至 少 5 个 顶点 以 使 其 以 
Ks 或 Ks,3 (或 它们 的 一 个 细 分 ) 作为 子 图 . 
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(c) 通过 细 分 Ks 的 每 条 边 恰 好 一 次 所 得 到 的 图 
(d) 没有 这 样 的 图 存在 . 如 果 G 含有 5 个 顶点 和 10 AW, 则 G S Ks, 其 为 非 
平面 图 . (注意 :Euler 恒等式 也 可 能 成 立 , AA n-mt+r=5-—104+7=2, 
但 却 没 有 这 样 的 平面 图 .) 
(e) WG S K3. 
(ff) RG? Ke UKI. 
99 图 G 为 一 个 非 平 面 图 , AA GBA Kss 的 一 个 细 分 , 见 图 24. 


Vy uzg 


ui u2 u3 
T 
U2 y 
T V2 
Ua ui Vi V9 V3 


图 24 ”习题 9.9 的 图 
9.11 为 平面 图 , 见 图 25. 





图 25 习题 9.11 的 图 


9.13 (a) 证 首先 , 假设 G 是 连通 的 . ER, 如 果 m = 2,3, 则 不 等 式 成 立 . 因此 ， 
我 们 假设 m > 4 并 把 G 画 成 平 图 , Ar 表示 G 的 区 域 数 . 对 G 的 每 个 
Kit R, 我 们 来 确定 位 于 边界 RR 上 的 边 数 , 并 把 G 的 所 有 区 域 的 这 个 数 
加 起 来 , 记 为 M. AAG 中 不 含 三 角形 , 则 G 的 每 个 区 域 上 至 少 含有 4 
条 边 . 因此 M > 4r. 另 一 方面 , 数 M BG 的 每 条 边 计 数 恰好 两 次, B 
M < 2m. 因此 4r < M < 2m 8 2r < m. 因为 n 一 m 十 7 = 2, 从 而 有 


4 = 2n — 2m + 2r < 2n — 2m + nm. 
因此 , m < 2n 一 4. 
如 果 G 是 不 连通 的 , 则 可 以 通过 给 G 增加 边 而 使 其 成 为 一 个 阶 数 为 
n 边 数 为 m' 且 没 有 三 角形 的 平 图 , 其 中 m >m. Wm < 2n 一 4, 因此 


m < 2n — 4. E 


9.15 


9.17 


9.19 
9.24 


9.23 


9.25 


9.27 
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(b) 因为 K33 是 二 部 的 且 不 含 三 角形 , 它 的 阶 为 n = 6, 边 数 为 m = 9. 又 由 
于 9>8=2.6 一 4= 2n 一 4, 所 以 根据 (a), Ks,3 是 非 平面 的 . 

(c) 证 假设 相反 , 则 存在 一 个 阶 为 n 边 数 为 m 的 二 部 平面 图 G, 使 得 5(G) > 
4. 则 2m > 4n, 从 而 m > Qn. 另 一 方面 , G 是 二 部 的 , 因此 不 含 三 角形 ， 
根据 (a), m < 2n — 4, 这 是 不 可 能 的 . m 


证 假设 相反 ， 存 在 一 个 阶 为 n < 11 的 平面 图 G, 使 得 5(G) > 5. 因此 
9m 之 5n. SHH, 由 于 G 是 一 个 平面 图 ; 所 以 m < 3n 一 6. 因此 , 5n < 
2m S 6n — 12, KRG T n 2 12, FRA. 7 


提示 : 图 Ce 是 一 个 平面 图 . 图 C7 含有 一 个 K3,3 的 细 分 , 因此 为 一 个 非 平 面 
图 . 图 Ce 为 一 个 非 平面 图 , 因为 m= (8) — 8 = 20, 3n — 6 = 3-8-6 = 18, 
m > 3n— 6. 

提示 : 因为 G 是 一 个 极 大 平面 图 , 因此 m = 3n 一 6. 然后 应 用 Euler 恒等式 . 
证 ”假设 相反 , 则 G 含有 一 个 顶点 » 满足 degv < 2. 假设 G 的 阶 为 n 边 数 
为 m. 因为 G 是 一 个 极 大 平面 图 , 因此 m = 3n 一 6. 则 G 一 v 是 一 个 平面 
图 . 因此 , G 一 v 的 阶 为 n, 边 数 为 m > m—2. Rm’ < 3(n 一 1 一 6, 从 而 
m—-2<3n-—-3-6, 因此 m < 3n 一 7, SBF IE. 加 


见 图 26. 





图 26 ”习题 9.23 PRE ERARE 


RE FN Ks3 是 Ka 的 一 个 子 图 , 所 以 Kia 为 一 个 非 平 面 图 , 从 而 yY(K4,4) 2 
1. 又 因为 Kaa PARASIA, 所 以 y( 644) 一 1. > 


(a) 错误 . 每 个 平面 图 均 可 以 被 嵌入 到 球面 上 , Ay Wa RA BI TE. 

(b) 正确 . 完全 图 Ks 的 亏 格 为 2 (根据 定理 9.12). 

(c) 正确 . 在 球面 上 画 G( 可 能 会 出 现 边 相交 ). 对 每 条 边 , 擂 入 一 个 手柄 并 在 
该 手柄 上 画 那 条 边 . 

(d) 错误 . 每 个 平面 图 都 可 以 嵌入 到 环 面 上 . 
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rc Ww gd 





图 27 习题 9.25, 把 Ka, RAFI E 


第 10 章 RE 


10.1 


10.3 
10.5 


10.7 
10.9 


10.11 


x(G1) = x(Ga) = 3, x(G2) = x(Gs) = x(Gs) = 4. 因为 Gi 含有 三 角形 , 所 
以 x(G1) > 3. 因为 Gi 存在 一 个 3 染色 , 所 以 x(G1) 和 3. 因为 G2 包含 K4 
作为 一 个 子 图 , 所 以 x(G2) > 4. 因为 Go 是 平面 的 , 所 以 x(G2) < 4. 因为 
Gs 包含 Kı 作为 一 个 子 图 , 所 以 x(Gs) = 4. 因为 G3 存在 一 个 4 染色 , 所 以 
x(G3) < 4. 因为 G4 含有 三 角形 , 所 以 X(G4) > 3. 因为 G4 存在 一 个 3 RG, 
所 以 x(Ga) <3. 因为 Gs 包含 Ks 作为 一 个 子 图 , 所 以 x(Gs) > 4. 因为 Gs 
存在 一 个 4 染色 , 所 以 x(Gs) < 4. 

由 于 树 是 二 部 图 , 所 以 阶 至 少 为 2 的 树 的 色 数 为 2. 

证 设 G 是 一 个 阶 为 6, 色 数 为 3 的 图 , HR G 存在 一 个 3 染色 . 大 存在 3 
个 (或 更 多 个 ) 顶点 被 染 成 了 相同 的 颜色 , 则 G 有 一 个 顶点 数 至 少 为 3 的 独 
WR. 因此 , G 的 边 数 至 多 为 (>) 一 3 = 12. 若 不 存在 3 个 (或 更 多 个 ) TS 
被 染 成 了 相同 的 颜色 , 则 V(G) 能 够 划分 成 3 个 均 含 有 2 个 顶点 的 独立 集 , G 
的 边 数 至 多 为 2) 一 1 一 1 一 1= 12. 


这 个 结果 不 能 再 改进 了 , 由 于 G & Ka zs 是 一 个 阶 为 6, 边 数 为 12 的 图 ， 
其 色 数 为 3. 
由 于 A(G) = 5, G 不 是 完全 的 , HAR aT, 所 以 x(G) < A(G) = 5. 
(a) 证 设 G Ks. UG 是 非 平 面 的 , A x(G) = 5. 考虑 对 于 G 的 每 个 顶 后 
v, G 一 v S Ka 是 平面 的 , 并 且 x(K4) = 4. 前 
(b) 证 设 Gs 兰 Kss. 则 G 是 非 平面 的 , H x(G) = 2. 考虑 对 于 G 的 每 个 顶 
Hv, G—v Kz3 是 平面 的 , 并 且 x(K2,3) = 2. E 
解 设 图 G 的 项 点 集 是 化 学 药品 的 集合 . 在 图 G 中 , 在 两 个 顶点 (化 学 药品 ) 
之 间 连 一 条 边 , 如 果 把 它们 放 在 相同 容器 中 运送 会 产生 和 危险. 图 G 如 图 28 
所 示 . 由 于 x(G) = 4, 所 以 运送 化 学 药品 的 最 少 费 用 是 125 十 3 x 85 = 380. 
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AAS 1: ci, cr; BERR 2: ca, c5; IAF 3: co, cg; AAR 4: C3, cg. 0 





图 28 习题 10.11 中 的 图 G 


证 设 六 ,V2,…, 诉 为 由 G 的 一 个 染色 所 产生 的 的 个 色 类 , 其 中 V P 
的 顶点 染 成 颜色 i (1 <i< k). 则 任何 两 个 不 同色 类 的 基数 是 不 同 的 . 因此 ， 
我 们 可 以 假设 工科 | 三 | < V2] <- < Vel. 由 于 B8(G) = k, BREA [Vel < k. X 
意味 着 , 对 于 任 一 (1 <i<k), |Vil =i AV 仪 由 一 个 顶点 vv 构成 , 染 
成 颜色 1. 若 存在 一 个 与 v 不 邻接 的 顶点 4 E V; (G1), N u EBRIE 1, 
SAT. 从 而 , » 与 G 中 其 他 所 有 顶点 部 邻接 , 所 以 degu=n-—1. 四 


RE G 的 顶点 集 为 4, ai 和 oj 是 邻接 的 , 如 果 {Qi,a;} E 93. 则 /是 G 的 一 
个 染色 . f 的 值 域 为 x(G). 

x1(G1) = xi(G2) 一 x1(G4) 一 x1(Gs5) = 4, x1(G3) =ð. 

解 ” 如 果 两 个 队伍 需要 进行 比赛 , 那么 在 两 个 顶点 (队伍 ) 之 间 画 一 条 边 . 图 
G HAAR n= 7, 边 数 m = 13, 以 及 A(G) = 4. 由 于 mm > CHAC ,所 
以 能 够 得 到 x1(G) = 1+ A(G) = 5, 是 安排 13 次 比赛 所 需要 的 最 少 天 数 . G 
的 一 个 边 染色 在 图 29 中 给 出 . 


第 1 天 : A-B,N-M,D-L 

第 2 天 : B-N,A-C,L-M 

第 3 天 : C-LD-M 

第 4 天 : A-N,C-D 

A5 RK: A-M,D-N,B-C & 
B 
© 





图 29 “习题 10.19 中 的 图 
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$118 图 的 Ramsey 数 


11.1 提示 : Ai Æ Ke 的 一 个 子 图 , F 是 Ki 的 一 个 子 图 . 

11.3 证 对 于 Kis 给 定 的 红 一 BAA, WV (Kis) = {v1,v2,---, vis}. BASE 
H, 5 1 关联 的 17 条 边 中 至 少 有 9 条 被 染 成 了 相同 的 颜色 , 不 妨 设 viv2， 
V1V2,°°*, V1V10 为 红 边 . 由 于 r(K3, K4) = 9, W H = ({ve,u3,---, v10}) = Ko 
中 存在 红 Ks BOR Ky. € H 中 存在 红 K, 则 Kie 中 存在 红 Ky; GA PE 
EA Ka, W Kis FEER Ka. 因此 , r( Ka, Ka) < 18. E 

11.5 r(2K2, Pa) = 4. 

证 由 于 2K2: 的 阶 为 4 W r(2K2, Ps) > 4. FERAE r(2K2, P3) < 4 BẸ 
可 . 对 于 Ka 给 定 的 一 个 红 一 KRE, É Ks 的 所 有 边 均 被 染 成 红色 ， 则 可 
得 到 一 个 红 2K2. 因而 , 我 们 可 以 假设 Ks 中 至 少 有 一 条 蓝 边 , WA uv, 如 图 
30(a) 所 示 . Æ uz 和 vy 中 有 一 条 是 蓝 边 , 则 可 得 到 一 个 蓝 P, 如 图 30(b) 所 
示 . 否则 , uz 和 vy 均 为 红 边 , 则 可 得 到 一 个 红 2Ko, 如 图 30(c) Ara. 





(a) (b) (c) 
图 30 习题 11.5 Kk, 的 红 一 蓝 染 色 


11.7 1r(2Ko,2K) =5. 


WE Ka 的 红 一 KREWE] 31(a) Bras, 其 中 Ka 的 红 边 被 画 成 了 粗 体 . 该 红 
一 RAPA BEL 2K: 也 不 包含 蓝 2K2. Am, r(2K2,2K2) > 5. 





(a) (b) 
图 31 习题 11.7 中 K, Al Ks 的 红 一 蓝 染 色 


下 面 , 我 们 证 明 7(2AK2,2K2) < 5. 给 定 Ks 的 一 个 红 一 ERE, 假设 该 
ZT. 一 WRAL 2K2 WAM SK 2K2. Æ Ks HAW RARER, 则 


11.9 


11.11 


11.13 
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可 得 到 一 个 蓝 2K2. 因而 , 我 们 可 以 假设 Ks 中 至 少 有 一 条 红 边 , 记 为 cy, 如 
图 31(b) 所 示 . 由 于 该 红 一 蓝 染 色 不 含 红 2K, 则 uv, uw, vw HARM. 由 于 
uw 为 蓝 边 , M vz 必 为 红 边 . 由 于 uv Aw, W wy 必 为 红 边 . 由 vz 和 wy 
可 构成 一 个 红 2K。o, 从 而 导致 子 盾 . / = 
r(K1,3, K1,3) = 6. 

证 K; 存在 一 个 红 — KRE, 使 得 Ks 的 红色 子 图 与 监 色 子 图 均 为 Cs. A 
M, 该 红 一 BRAM SS Ki,s HARMS Kis, KM r(K13,Ki3) 25. 考 
E Ke 给 定 的 一 个 红 一 ERE, 对 于 Ke BART OL v, Æ Ke PR 5 AA 
关联 的 边 . 在 这 5 条 边 中 至 少 有 3 条 被 染 成 了 相同 的 颜色 , 记 为 红色 . 此 时 ， 
即 可 得 到 一 个 红 Ki 3. 因此, r( Ki 3, K1,3) = 6. 四 


r(Ki4, Kia) = 7. 
证 我们 先 考虑 习题 11.11 中 Ke 的 红 -- ERE. 由 于 Ke 的 红色 子 图 为 
Ce, HETRE 3 正则 的 , 则 该 红 一 蓝 染 色 既 不 包含 红 Kia BRASH 
Ky 4. 因而 ,r(K14, Kia) > 7. | 
下 面 , 我 们 证 明 r(Kij4, Ki) < 7. 假设 存在 Kz WE 一 蓝 染 色 , 使 得 
该 红 一 监 染 色 既 不 包 舍 红 Kia BRAK Kia 因而, Kz 的 每 个 顶点 均 
恰好 关联 三 条 红 边 和 三 条 蓝 边 ; 否则 ,Kz 必 包 含 一 个 红 Kia 或 一 个 昌 Kia 
在 此 情形 下 , Kz 的 红色 子 图 是 7 阶 3 正则 图 , 导致 予 盾 . n 
r(C4, C4) = 6. 


证 如 图 32(a) 所 示 , Ks 的 红 一 BREA Cr, EDERA Cy. A 
此 ,r(Ca, Ca) = 6. 


U3 


(a) ~ Ne AA 


(c) 





图 32 习题 11.13 中 Ks 和 Ke 的 红 一 蓝 染 色 


下 面 , 我 们 证 明 r(Ca,C4) < 6. 假设 Ke WEA 一 监 染 色 既 不 包 仿 红 
Cy, 也 不 包含 蓝 Ca, 其 中 Y(K6) = {v1, v2,---, v6}. 由 于 7(K3s,K3) = 6, MI 
Ke 的 红 一 蓝 染色 包含 一 个 红 Ks 或 一 个 昌 K3. 设 红 Ks 为 ({v1,v2,v3)). 
At {v4, U5, ve} 中 存在 某 个 顶点 ， 使 得 该 顶点 可 与 {v1, V2, V3 } 中 的 两 个 顶点 


376 


11.15 


11.19 


11.21 
11.23 
11.25 


奇数 号 习题 的 解答 与 提示 


通过 红 边 邻接 , 则 Ke 包含 一 个 红 Cy. A {va vs, ve} 的 任 一 顶点 均 与 
{v1,v2,v3} 中 至 少 两 个 顶点 通过 蓝 边 邻接 . 同时 , {v4,vs,ve} 中 任 两 个 顶点 
均 不 能 同时 与 {v1,v2,v3} 中 某 两 个 顶点 通过 蓝 边 邻接 ; 否则 , 可 以 得 到 一 个 
4 C4, FAT JA. 这 就 意味 着 {v4, Us, V6 } 中 每 个 顶点 均 恰好 与 {v1, v2, V3} 
中 两 个 顶点 通过 蓝 边 邻接 , 一 个 顶点 通过 红 边 邻接 . 因而 , Ke 包含 一 个 如 图 
32(b) 所 示 的 红色 子 图 . Æ {v4,v5,ve} 中 某 两 个 顶点 之 间 通 过 红 边 邻接 , 则 
Ke 包含 一 个 红 Cy, 导致 矛盾 . A, (v, vs, veh FE-PE Ks, 如 图 32(c) 
Bras. 从 而 , 我 们 可 以 得 到 一 个 蓝 C4, SRA IE. m 


证 i p= r(Ks, Ki), G S Kp. 对 于 G 的 一 个 红 一 BRE, 在 G 上 添加 
一 个 新 的 顶点 v, 并 通过 红 边 将 v 连接 到 G 的 每 个 顶点 , 按 上 述 操作 得 到 的 
图 记 为 H. 显然 , HY Ky. 由 于 p 一 7(Ks, Ki), 则 互 包 含 一 个 红 Ks 或 一 
个 蓝 Ki. AH AA PEK K, 则 G 必 包 含 一 个 蓝 K. 因而 ,G 包含 一 个 
蓝 Ki BWA 包含 一 个 红 K,. 若 该 红 K, 不 包含 顶点 v, 则 G 包含 该 红 
K,. Al, G 包含 一 个 红 Ke1. FEZA Ks 包含 顶点 v, WG 包含 一 个 红 
Kı. 


(a) G S K331, 其 边 数 为 33. 

(b) 最 小 正 整 数 mm A 3341 = 34. 

Ts1 = Ks, Tz2 = K314, Te,3 = Ko,2,2, Te 4 = K1,1,2,2, T55 = Ks. 

提示 : 14+ [k(n — 1)/2]. 

满足 下 面条 件 的 最 小 正 整 数 mm 为 ("> +L 使 得 对 于 每 个 阶 为 n > 2, 边 数 
关 m 的 图 均 包 含 一 条 Hamilton 路 . 

证 首先 , 我 们 注意 到 阶 为 n, 边 数 为 ("2 ) 的 不 连通 图 Knri UK 不 包 
含 Hamilton 路 . 下 面 我 们 只 和 需 证 明 : 对 于 任意 阶 为 n, 边 数 为 ("2 ) 十 1 的 
图 均 包 含 一 条 Hamilton K. 设 G 是 一 个 阶 为 n, 边 数 为 ("> ) +1 的 图 ， 
HSG+K, 其 中 互 是 通过 在 G 上 添加 一 个 新 的 顶点 , 并 连接 该 顺 点 到 G 
的 每 个 顶点 而 得 到 . AH OBA n+ 1, WAA nt (7°) +1= (3) 十 2. 
由 定理 11.18, H & 4 Hamilton AC. 在 C 上 移 除 顶点 v 即 可 得 到 G 上 的 
一 条 Hamilton 路 . " 


第 12 章 距离 


12.1 
12.3 


rad(G) = diam(G) = 5, H. Cen(G) = G 

注意 : 如 果 s = 1, 则 rad(Ks4) = 1; WR s > 2, W rad(Kst) = 2. HOR 
t = 1, Wl) diam(Ks t) = 1; WẸ t > 2, W| diam(K, t) = 2. A, WR s = 1 H 
t > 2, 则 Cen(Ks t) S Ki, FP,Cen(h,4) = K 
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12.5 ”考虑 图 12.3 中 的 图 G4. 

12.7 (a) 提示 : i v € V(G) 使 得 e(v) = diam(G)， 对 每 个 i(0 <i < 2), & 
Sı = {ue V(G): d(v,u) = i}, S3 = {u € V(G): d(v,u) > 3}. I 
{S0, S1, S2, S3} 是 V(G) 的 一 个 划分 . 只 要 证 明 , 对 所 有 z,y € V(G), 均 
有 da(x,y) <3 Blas. 

(b) HGS P}. 
12.9 证 不 失 一 般 性 , 假设 el(u) > e(v). B x 是 距离 u 最 远 的 一 个 顶点 ， 则 
d(u, x) = e(u). 根据 三 角 不 等 式 ， 


e(u) = d(u, x) < d(u,v) + d(v, £} < d(u,v) + e(v). 


因此 e(u) < d(u,v) + e(v), 这 隐 仿 了 0 < e(u) — elv) < d(u,v). 因此 , lefu) 一 


e(v)| < d(u, v). 四 


12.11 证 设 zy € V(G) 使 得 el(z) = radG 且 e(y) = diamG, ##14% P : r = 
Ud, U1, U2，,… ,Ua = Y ER r -y 根据 定理 12.2, MFO< i <a l, 
有 |e(wj) 一 el(wj+1)| < 1. 设 i 是 满足 下 面条 件 的 最 大 整数 : 0 < i < a--1 
H e(ui) < k. (AWK, e(ui) < k— 1, eri) > k. AB etWwi41) — elui) > 1. 
因为 e(uis1) 一 efu) 和 1, 所 以 根据 定理 12.2, e(wi41) — elu) = 1, 从 而 
e(uj4i1) = 1+e(u;) =k. = 


12.13 (a) 证 设 v 是 T' 的 一 个 顶点 , H er(v) =k. HR UBT HPA, 使 
得 d(v,u) = k. WR, u Æ T 的 一 个 端点 , 否则 , AAT ovu 
路 可 以 第 延伸 为 了 的 一 条 更 长 路 , 这 与 erw) =k 这 一 事实 矛盾 . 所 以 
er'(v) =k—1. 因此 , T 中 具有 最 小 离心 率 的 顶点 也 是 T 中 具有 最 小 


离心 率 的 顶点 , 从 而 Cen(T) = Cen(T”). 加 
(b) 提示 : 注意 图 G 的 中 心 位 于 G 的 某 个 块 中 . 而 对 于 树 T, 仅 有 的 块 为 
ky 和 Ko. 
(c) 提示 : 观察 到 : 如 果树 T 的 器 点 被 删除 , 则 产生 的 树 T', 满足 diam T’ = 
diam T — 2. 


12.15 Per(G) =G. | 

12.17 如 果 s=1 At > 2, Wi Per(Ks t) S Ki, BM, Per(K, 1) = Kat. 

12.19 ”考虑 Po: v1, 02,- , v9, 并 设 v = vs. 

12.21 提示 : T. 

12.23 提示: 如果 G 是 目 中心 的 , 则 Per(G) = G. RZ, 利用 定理 12.7 证 明 , 对 G 
的 每 个 顶点 v, 有 e(v) = 2. 

12.25 提示: T. 
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12.27 ”网 图 33. 






seuss 
No 





U2 


图 33 ”习题 12.27 的 图 G 


12.31 #27: 设 V(G) = {u1,u2,---,un}, 并 设 G' 是 由 G 通过 增加 n THA 
v1, U2 ,on 并 连接 每 个 顶点 vi Bll uy (<in) RPA QB Ps WH 
个 拷贝 , 其 中 P sa, 20,°++,05,Q:y1,Ya.°°: ys. BA EH OG", PA Q 通过 
连接 P 和 Q 的 每 个 端点 到 达 G 的 每 个 顶点 . 证 明 Cen(H) = Int(H) =G 


第 13 章 ”控制 

13.1 (a)y(G)=3. (bj y(G) = 4. 

13.3 当 n 2 2f, y(Kn) =1;7(P,) = [n/3]; 324 min{s,t} = 1 时 ,Y(Kst) = 1; 当 
min{s,t} > 2 时 ,y(Ks) = 2; 7(Q3) = 2; (PG) = 3. 当 n > 2 if, yo(Kn) = 2: 


1 
EO 如 果 n 是 奇数 
yo(P,) = 5 WM n =0 (mod 4) 
3+1 gq n = 2 (mod 4). 


Yo(Kr,s) = 2, Yo(Qs) = 3, H yo(PG) = 4. 
13.5 (a) BGC: uz, v, yu. WS = {u,v} 是 G 的 一 个 最 小 控制 集 ， 其 中 
N(x) NAS =S, Ny) NS = 5. 
(b) 提示 : 设 n= 2k +1, 其 中 有 > 1 并 设 G 是 由 Kx 通过 细 分 每 条 边 得 到 
的 图 , 则 y(G) = k. 
13.7 ”提示 : 设 G 是 由 天 。x 通过 增加 个 新 的 顶点 ui, uw2,…, ux Ak THI 
uivi (1 <i < k) 而 得 到 的 图 , 其 中 VC(Kw-k) = {01, V2; vn-kj}， 则 GG xe 
个 阶 为 n 的 连通 图 , H 7(G) = k. ; | 
13.9 ”提示 : 每 个 顶点 v € S 都 不 能 被 S-o 中 任意 顶点 控制 , 因此 5 一 vv Ne 
G 的 控制 集 ， 因 此 , 5 是 极 小 控制 集 ， 但 5 未 必 是 最 小 控制 集 ， 例 如 ， 设 
G = Ce :ov , Ug, V1, HI S = {v1,vV3,v5}. 
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13.11 (a) 证 注意 到 : 如 果 ?7(G) = 1, M yG) > 2. 因此 , 立即 可 知 下 界 可 达 . F 
面 我 们 来 验证 上 界 . 如 果 G 中 含有 孤立 顶点 , 则 7Y(G) <n 县 7(G) = 
1; 而 如 果 G 中 含有 孤立 顶点 , 则 yG) <n 且 y(G) = 1， 所 以 此 时 ， 
(G)+7(G) <nt+1. WR G M G 中 都 不 含 孤立 顶点 , 则 根据 推论 13.5, 
可 得 7Y(G) < nf2, 7Y(G) < n/2, Am (G) +G) <n. 


(b) Bh G = Kin-1, Hn 2. 
(c) B G= Kn. | 

13.138 Xf n > k > 2,8 G FER Pere :v0,21,v2,… Uke 通过 增加 上 个 新 的 顶点 
U1, U2,''', Un Ak BPH uy: (1 <i < k) 而 得 到 的 图 . WG BASRA 
Min Al yG) = 7(G) = k. 

13.15 WG te 4 f vi, ve, v3, va, vi HESS us 和 wv; G = 1,3) 而 得 到 的 图 . 
则 ¥(G) =2 H. y(G) = 3. 
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Grötzsch BÍ 244 
y 标号 的 跨 距 199 
y 标号 198 
y 最 大 标号 199 
y 最 小 标号 199 
Hid 75 
HR 93 
哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 118 
关 灯 游戏 335 
关联 的 8, 25 
FRR 42 
广播 
标号 314 
k 染色 312-313 
k 色 数 313 
$t 314 
轨道 60 
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H 可 分 解 184 
Hamilton 
4 mjg] 150 
图 123 
Hamilton % 133 
Hamilton 路 
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Harary 图 35 
Heawood 图 198 
Heawood 地 图 染色 定理 258 
合作 图 287 
红 F 265 
红 一 蓝 染 色 265 
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环 24 
回路 
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图 中 的 回路 11 
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连通 分 支 172 
图 12 
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有 问 图 的 基础 图 143 
极 大 平面 图 207 
极点 114, 299 
极 小 
7] 100 
ANA PRA. 223 
非 平面 的 223 
控制 集 324 
By 2 
2 Ramsey 数 268 
竞赛 图 148 
互 比 竞赛 图 155 
局 部 色 数 261 
局 部 染色 260 
距离 
图 中 的 距离 14 
有 问 图 中 的 距离 143 
距离 的 对 称 性 291 
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邻接 矩阵 41 
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k 边 染 色 248 
k 分 层 330 
k 分 层 图 330 
k 可 染色 的 237 
k 连通 的 100 
kk 图 11 
k 染色 237 
k EK 237 
开 控 制 325 
žr 325 
开 控 制 集 325 
开 链 10 
开 邻 域 321 
可 重 构图 87 
可 Hamilton 因子 分 解 的 178 
可 迁 竞 赛 图 149 
可 识别 的 参数 /性 质 67 
可 图 的 序列 38 
可 约 构 形 234 
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可 1 因子 分 解 的 175 
可 2 因子 分 解 的 177 
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Kevin Bacon 游戏 288 
Kirkman 三 元 系 182 
Kirkman 女 学 生 问 题 182 
König 定理 253 
空 图 18 
控制 321 
控制 集 321 
控制 数 321 
Kruskal 算法 84 
框架 226 
框架 数 226 
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块 97 多 重 图 中 的 路 118 
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亏损 226 图 中 的 路 11 
Kuratowski 定理 210 
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KF 265 | Menger 定理 351 
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aia 顶点 300 
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收缩 一 条 边 221 
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图 1,8 
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图 的 中 心 291 
图 的 子 式 定 理 223 
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团 241 
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Turan 图 277 
Turan’ 定理 277 
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Wagner 定理 223 
外 围 294 
外 围 点 294 
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完备 点 114 
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完全 
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多 部 图 21 
k 部 图 21 
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五 个 王子 问题 237 
五 色 定 理 256 
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链 42 
图 2 
细 分 
图 132 
图 的 细 分 210 
星 20 
旋转 318 
旋转 距离 318 
图 318 
循环 分 解 185 
循环 因子 分 解 176 


Y 
宴会 定理 44 
叶 27 
— BRA. 226 
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因子 180 
1 因子 170 
2 因子 176 
因子 分 解 175 
1 因子 分 解 175 
影子 
图 244 
顶点 244 
诱导 子 图 9 
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由 边 集合 所 诱导 的 9 
由 顶点 集 合 所 诱导 的 9 
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友好 的 163 
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边 24, 142 
链 142 
回路 142 
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fb By 143, 309 
路 142 
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广播 k 染色 的 值 314 
局 部 染色 的 值 261 
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目 补 图 51 
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月 同 构 群 58 
自 同 构 群 58 
自 中 心 图 291 
子 式 221 
子 图 8 
诱导 子 图 9 
TAE 142 
中 心 顶 点 291 
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亏损 224 
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控制 327 
最 大 
EE 27 
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亏损 224 
匹配 166 
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边 染 包 280 
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符号 列表 
符号 含义 
V, V(G) G 的 顶点 集 
E, E(G) G 的 边 集 
G= H 图 G 和 五 相等 
HCG H Æ G 的 于 图 
(5), (X) AFRUA T E 
G-e,G-X 从 G 中 删除 边 
G-—v,G-U 从 G 中 删除 边 顶 点 


Ge 添加 边 e 到 G E 

GUH 从 顶点 互 不 相交 的 G Al H 构造 图 

d(u,v) u Av [BIB BS 

diam(G) G 的 直径 

Kn n 阶 完 全 图 

Pan n EER 

Ch n 阶 图 

G G 的 补 图 

Kn n 阶 空 图 

Kst 完全 二 部 图 

Kony ne tk 完全 k mE 

G+H G AI H 的 联 

Gx H G 和 互 的 省 卡 儿 积 
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deg v TUR v WBE 
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d(G) G 的 最 小 度 
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Ayn Harary 图 
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GH 
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w/e) 
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A(G) 
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g(G) 
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k(G) 
C(G) 
h(G) 
h*(G) 
h*(G) 
d(u,v) 
B1(G) 
Qi1(G) 
B(G) 
a(G) 
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Y(G) 
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x(G) 
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S(G) 
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G 的 连通 度 

G 的 边 连通 度 
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Petersen 图 

G 的 连通 分 支 数 
G 的 团 包 
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G 的 Hamilton 数 
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G 的 边 独 立 数 

G 的 边 覆 次 数 

G 的 独立 数 

G 的 点 覆盖 数 

G 的 奇 连 通 分 支 数 
Y 标号 的 但 

G 的 7 标号 跨 距 
亏 格 为 上 的 曲面 
G 的 亏 格 
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G 色 数 
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Turan 图 
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